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Серии Известий Академии Наук СССР по отдельным наукам издаются 
в виде продолжения УП серии этого журнала (по Отделению математиче- 
ских и естественных наук). 

До появления серий по отдельным наукам Известия Академии Наук: 
издавались в следующем виде: 


1о 


2о 


Зо 


то 


8о 


ВиЦейп заепиЙаие риф раг Г’Аса4втае 4ез 5с1епсез ае батЕ- 
Реегзбоитв. Е 
Тоше ргеплег, 1836 — Тоше 91х1ете, 1842. 


ВиЦейп 4е 1а С1а55е рйуясо-тайетайдие 4е Г Асадетае 4ез 
5сепсез 4е 9.-Реетзбоигв. 
Тоше ргепиег, 1843 — Тоше @х-зериеёште, 1859. 


ВиЦеип 4е Г Аса4ётие 4ез 5сепсез 4е 51.-Раетзбоигв. 
Тоште ргеплег, 1860 — Тоше 1тете-4еих, 1888. 


ВчЦейп 4е {’Аса4ётле 4ез 5сепсез 4е 51.-Раетз6оите, МопуеЦе 
5 те. 

Г (ХХХП, 1890 —1Ш (ХХХУ,, 1894. 

Известия Академии Наук, ТУ серия. 

Том первый, 1894 — Том двадцать пятый, 1906. 


Известия Академии Наук, ИТ серия. 
Том 1, 1907—Том ХХЬ, 1927. 


Известия Академии Наук СССР, УП серия, Отделение Физико- 
математических наук. : 


1928 — 1930. 


Известия Академии Наук СССР, УШМ серия, Отделение мате- 
матических и естественных наук. 


1931 — 1935. 


Серия математическая издается с 1937 года: 


№№ 1—4 (стр. 1—636) за 1937 г. составляют том 1 этой серии 
№№ 1—6 (стр. 1—628) за 1938 г. у 5 у 
№№ 1—6 (стр. 1—652) за 1939 г. у 3 № у 


С 1940 г. номер каждого тома Математической серии указывается на 
обложках и титульном листе журнала. Для удобства цитирования перед 
каждой статьей вместе с наименованием журнала указывается номер тома, 
год и страницы, на которых напечатана данная статья. 


Тез зё1ез 4а ВиЦейп ае Г Асааетае 4ез 5слепсез 4е ГОИВ55 сопзасгеез 
а 4ез зслепсез Ч@з@асцез ргёзетепть 1е рго]опсетепф 4е 1а УП зёте а4е се 
]ойгпа] (Зесмоп 4ез зс1епсез ша{п6ётайдиез её пабогеез). 

Ауапц 1’арраг! оп Чез зёглез сопзасгёез А Чез зслепсез Ч15Ипсфез 1е 
ВиаЙейп а4е Г Аса@ётие аез; бсепсез а раб зоз За Гогте змтуане: 


1° ВиЙенп заепийдие ри 6 раг Г Аса4ётие 4ез Услепсез 4е Зайи- 
Реет5Фоигв. 
Тоше ргеплег, 1836 — Тоше а41х1ете, 1842. 

2 ВиЙенп 4е Фа С1а$зе рруясо-тайетайдие 4е Г’Аса4етае 4е$ 
бсзепсез 4е 9э+.-Реегзоигв. 
Тоше ргепиег, 1843 — Тоше 41х-зериёше, 1859. 

3° ВиЦенп а4е Г Аса4впие 4ез 5степсез 4е 5+.-Реетзбоигв. 
Тоше ргетлег, 1860 — Тоше фтетце-4еих, 1888. 


49 ВиЦенп 4е Г’Асааепие 4ез 5септсез 4е 51.-Реетзфоит8, МоихеЦе 
о бте. 
(ХХХ, 1890— ПТ(ХХХУ,), 1894. 

5° ВиЦени ае Г’ Аса4втае 4ез 5сепсез 4е 54.-Раетзвоите, Г-е 5вме. 
Уоте Т, 1894 — Уопе ХХУ, 1906. 

6° ВиЙеип ае Г’Асайвпие 4ез $5сепсез, ТТ еме. 
Тоше ТГ, 1907 —Тоте ХХГ, 1927, 


71° ВаяЦенип 4е Г Асадептие 4ез$ 5 чепсез 4е ГИИ55, УШМ 56ще, С1аззе 
4ез зепсез р№уясо-тайетай диез. 
1928 — 1930. 

8° ВиЦейп 4е Г’ Аса4епие 4ез 5сепсез ае ГИ В55, УМ 5е6ме, С1аззе 


4е$ зсзепсез$ тайетайдиез её паиитеЦе$. 
1931 — 1935. 


Гл б6ще тайвтайдие рагай дерилз Гап 41937: 


№№ 1—4 (рр. 1—636), 1937 сопзимепту 1е фоте 4 4е сейме зёме 
№№ 1—6 (рр. 141—628), 1938 у у ри» » 
№№ 1—6 (рр. 1—652), 1939 » жж И » 


А рагиг 4е ’ап 1940 ]е питёго 4е свадие фоше 4е !1а 56ще тайета- 
1 4ие е5% т@1аиё зиг |'епу@орре е\ 1а {ее 4 ие ди дфопгпа1. Рог да’ 
801% раз ЁасПе 4е сцег, оп 1п91дае 4еуап& свадие агие 1е {те 4и огра], 
1е пит 6го и {оте, 1’аппбе её ]е3 разез ой сеф агысе езё раб. 


ИЗВЕСТИЯ АКАДЕМИИ НАУК СССР 
ВОГЬЕТИМ ОЕ ГАСАРЕМПЕ РЕЗ 5СТЕМСЕЗ РЕ Г/0В35 


Серия математическая 4 (1940), 5—16 Зее та!Н6таНаие 


С. Л. СОБОЛЕВ 


ОБ ОЦЕНКАХ НЕКОТОРЫХ СУММ ДЛЯ ФУНКЦИЙ, 
ЗАДАННЫХ НА СЕТКЕ 


В статье обобщаются принадлежащие автору оценки, относящиеся 
к семействам функций с интегрируемыми производными. Эти оценки 
оказываются верными, если производные заменить соответственными 


разностными отношениями. 


1. Постановка задачи 


Рассмотрим в п-мерном пространстве с координатами 2, 2, ..., би 
некоторую область О, и пусть эта область удовлетворяет следующим 
условиям. 

Внутри области О расположен некоторый (п — 1)-мерный куб © такой, 
что на нем можно построить конечное число криволинейных параллеле- 


пипедов Л;, &=1,2, ..., М, покрывающих всю область О. Эти паралле- 
лепипеды могут быть иногда самопересекающимися, но всегда куб 
с координатами 0 < у; <=1, 1=1,2,...,п, может быть отображен на 


такой параллелепипед однозначным образом, причем якобиан преобра- 
зования ограничен и отличен от нуля, а первые производные суще- 
ствуют и непрерывны. 

Если, например, область будет просто круг 
(п = 2), тогда возможность покрыть его конеч- 
ным числом четырехугольников очевидна. До- 
статочен даже один извилистый самопересекаю- 
щийся четырехугольник. 

На фигуре изображено, каким образом это 
покрытие осуществляется. Части незаштрихо- 
ванные покрываются один раз, части с редкой 
штриховкой — два раза и части с густой штри- 
ховкой—три раза. Очевидно, что точки такой 
области будут достижимы при помощи острия подвижного сферического 
сектора У постоянной величины и формы с радиусом шаровой поверх- 
ности р и углом растворения «. Кроме того такая область будет, очевидно, 
ограниченной. Ее можно целиком заключить внутрь некоторой сферы 
п-мерного пространства с радиусом В. 

Условия, налагаемые нами на область, не являются существенными. 
Мы наложили их лишь в целях возможного упрощения рассуждений. 
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Аналогичные условия были уже рассмотрены в предыдущих работах 
автора *. 
Построим теперь кубическую сетку в нашей области с вершинами 
в точках 
х= —3й, —21, — А, 0, В, 21, Зй, ... (1) 
Рассмотрим совершенно произвольную функцию, заданную в узлах 
сетки 
Нолан. ан = (64Й, В, „:. 9 бжй (2) 
Рассмотрим первые разностные отношения для этой функции: 


п м Пол, а... врал»... `` Мал... | (3) 


Дос... 
00... 100...0 1 
0.14.2... -о4 Ето» бр Еь +) би 


Мы относим, таким образом, разность Лоб... 1. о к точке, иежашей 
по середине отрезка, соединяющего те узлы сетки, в которых берутся значе- 
ния функции. Аналогично строятся разности высших порядков, которые 
мы будем относить каждый раз к середине отрезка, на котором взяты 
рассматриваемые значения и. 

Выбросим теперь из области ) те точки сетки, которые не являются 
вершиной никакого куба со сторонами 1й, лежащего целиком внутри О. 
Из оставшейся области мы сохраним наибольшую связную часть Ш’, 
содержащую некоторую фиксированную точку Рь. 

Исключим затем из рассмотрения все те разности, которые относятся 
к ребру хоть одного из таких кубов, принадлежащих взятой нами 
связной части О’ области Ш. 


Составим теперь выражения 


с7 == > [> | Авьв»... Вы [Ри | ) 


Ва-... ЕВ и=1 у 


зн 


) 
а | 
96=— [% | Молаз...ов |* м $ о 

г | 

лени ) 

Ура 
где 
а 

р 6 т (5) 


и суммирование распространено на все рассматриваемые точки обла- 
сти 0’. Сделаем еще одну важную дополнительную оговорку. Для 
< 


нашей цели удобнее производить суммирование № [и 7”, > [п | №" 
р’ р’ 

и т. д. по области О’ следующим образом. Сначала для каждого куба 

сетки, входящего в состав 0)’, составим среднюю арифметическую зна- 

чений функций [и |, |и?| ит. д. в углах этого куба, а затем просум- 


+ См. Докл. Ак. Наук СССР, 1 (1936), 267—271; Ш (1936), 107 и 311—344; ХХ 
(1938), 5—9; Матем. сборн. 2 (44):3 (1937), 465—499; 4 (46):3 (1938), 471—497. 
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мируем по всем кубам, умножив на 1”. При таком способе суммиро- 
вания те слагаемые, которые отвечают значению и в некоторой вну- 
тренней точке, будут входить в нашу сумму так же, как и обычно. 
Что же касается слагаемых, которые стоят на границе 0’ и точки 
которых принадлежат не 2”, а меньшему числу кубов из Ш)’, то они 
войдут в составляемую сумму с коэффициентом, меньшим единицы. 
Аналогично суммы, содержащие разности, нужно построить точно 
таким же образом. Эта оговорка не является необходимой, она лишь 
несколько облегчит нашу задачу в дальнейшем. 

Если считать функцию и заданной не только в узлах сетки, но и во всей 
области О, то величины эти при # —>0 переходят соответственно в 


9*'и р 
УЕ > \ =» | я От, 
В1-... РВи=1 р ы х 


=} ме | Га Фа аж (6) 


р 


= = | [и |2. .. тн. 


В работе автора «Об одной теореме функционального анализа» [Мат. 
сборн. 4 (46): 3 (1938)] доказано, что между величинами ДП, [у и [ 
существует неравенство 


И (7) 


в котором постоянные М и Г, не зависят от направления координат- 
ных осей и от выбора функции и, а зависят лишь от вида области О, 
т. е. от радиуса А заключающего ее шара и от размера шарового 
сектора У. 

Задачей настоящей статьи является доказательство следующей 
основной теоремы, обобщающей этот результат. 


ТЕОРЕМА. Величины о1, о, ий с связаны неравенством 
в < Ма- [Гв, (8) 


где М и Г, не зависят ни от выбора функции и, ни от параметра 
сетки й, а зависят лищь от формы области. 

Интегральное неравенство (7), доказанное в цитированной работе 
в несколько измененном виде, позволило автору развить способ интегри- 
рования нелинейных гиперболических уравнений в частных производ- 
ных с помощью аппроксимации. Новые неравенства дают, очевидно, 
возможность развить еще один метод решения таких уравнений 
с помощью конечных разностей. Этот вопрос будет рассмотрен впослед- 
ствии. 


2. Леммы о среднем значении 


“Для дальнейшего нам будет очень полезно доказать несколько 
совершенно элементарных лемм. 
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ЛЕММА 1. Для любой функции и (ул, ... ‚ Уп), заданной в кубе 0 < 
у: < 1 и дифференцируемой в нем, имеет место неравенство 
п п—1 
—— —— 
и о ( и у. ... ук — а пл, --., У 0) @9:,-- 4у,-ю | = 
0<у;<1 0<у;<1 
1=1,2,....® Я. о. = 
; п 
д 
и 
<}... 5 9 ду» (9) 
Уп 
0<у;<1 
12... п 
Доказательство этого предложения очевидно. Оно вытекает из 
тождества 
т ®—1 
——— —— 
и у: ... аи — ( о | и о -.. Чу = 
‚ о<у<т 0<у<1 
1—=1,2,.... П Я, ..- 1 
ъ 
д 
и 
= \...\ (1—%) — а -.. ау». (10) 
ду» 
0<у<1 
1,0 


ЛЕММА ИП. Если 


п—1 
а # (и: Уз, ... › Уп-1› 0) ау, ... аук 1. (11) 


оси 
1,85... 1 
то 
в п 
и ЕЕ 
И 11 | Ч. ... у = и в ‚ау: (12) 
0<и<1 оу: < 
$=1,2,... п т 
Для доказательства представим функцию и в виде 
и=и — и. 
и =и, если и > 0, (13) 
и—= —и, если и < 0. 


д 
ет При этом точки, где производная у функции и 


Будем строить — и —? 
у р ду» ду» ` 
ау функции и, и следовательно и, ‘она не существует 


существовала, 
могут лежать на множестве меры нуль на каждой прямой 
9; = ©0108, 7—1. 2... 
Очевидно, что 
Е . 
и ди 
(... СО [[3=| +15 9, | | Чун ) аи ‚-ибук 
0<у;<1 о 
*=1,2,....п-—1 
" 
ее 
= ие 14 
А Я 91... аул (14) 
0<у<1 
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Из леммы [ при этом имеем 


о а 
и, Чу, ... аи = \ 8) та оба 
о<у<1 0<у;<1 
1=19.:.. п 4=1,2 п-—1 
п—1 
д 
ы ) а \ ( Е о : | Чу» )49, ... ЧУт-1, (15). 
оу 
1=1,2,..., П—1 
п п—1 
а ИА 
\ \ ИМ. Ч9ь = \ ес \ и, ЧУ: ... у — 
и о<и<а 


1=1,2,...,п 4=1,2,....,П—1 


- ОЕ 


ыыы 
о. 


ди» 


2 ау» ау Чт, (16) 


Вычитая (16) из 45 и принимая во внимание (11), получаем нашу 
лемму. 

ЛЕММА ПТ. Рассмотрим среднее значение функции и по области 
с любым весом р(т, ... ‚ 9) 


А 
и= ей ирая,... Чи, (17} 
р) :: 
где 
ре 
\ {28 ра. 91 
р 
а также среднее значение функции и на (п—1)-мерном кубе ® 
а =. 
= (... #40. (18) 


Тогда имеет место неравенство 


т 


АВ 
7-0 =М ( {т ( У 
р 


где постоянная М зависит от весовой функции р и области О), но не 
зависит от выбора функции и. 

Для доказательства ограничимся сначала тем случаем, когда Оь 
равно нулю. При этом неравенство (19) приобретает вид 


т 


А 
0|=м (... р 


О | 41, ... ти, (19) 


2 7) ... Чи. (20) 
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Это неравенство сразу вытекает из предыдущей леммы, так как для 
любого из параллелепипедов Л; получим 


ус т 


НА —— 
и |ш | [21425 ... 42, < М; | о \ №2 


# # 


ди 


д, ати: а» ‘ (24 


(постоянная М; зависит от того, какова оценка коэффициентов в преоб- 


разовании области Л; в параллелепипед и от максимума величины 
веса р). Отсюда 


Е р 
0 1= _ \1ы | ГР 42, ... 42, = У, р Гат! ртат, -.. 9х, = 
— 
<Ум; | их \ У 5 | 42 И (22) 
р 


Для того чтобы свёсти общий случай к рассмотренному частному, 


рассмотрим функцию и, =и—0. Для нее условия первой части леммы, 
ди, _ ди 
очевидно, соблюдаются. Кроме того === —. 
9х; 05; 
0, — среднее значение и, по области д—будет, очевидно, выражаться 
так: 


1. =0-—0.. (23) 


Отсюда сразу получаем доказательство нашей леммы в общем случае. 

Замечан ие. Если мы будем двигать куб © внутри области ДР, 
то постоянная М в формуле (19) будет, вообще говоря, изменяться. 
Однако если мы потребуем, например, чтобы расстояние между ® 
и границей Ш оставалось больше некоторого фиксированного числа з,, 
можно считать М не зависящей от выбора ®. = 


3$. Интерполирование и вспомогательные теоремы 
| 


Чтобы доказать основную теорему, мы воспользуемся интерполиро- 


ванием. Вместо функции и мы в каждом кубе сетки построим свою 
‘мультилинейную функцию 


Ио У с-Е У суд... + У су дьу... мь 
ое а 2, а (24) 


таким образом, чтобы она в узлах сетки принимала заданные наперед 
значения. Эта функция будет, очевидно, непрерывна и будет иметь 
ограниченные частные производные по всем переменным. Непосред- 
ственное интегрирование показывает, что среднее арифметическое от # 
по кубу равно среднему арифметическому значению и в вершинах. 

К этой функции можно непосредственно применить теорему, дока- 
занную нами в цитированной работе; здесь мы дадим ей несколько 
видоизмененную формулировку. 
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ТЕОРЕМА 1. Если среднее значение функции и, имеющей ограни- 
ченные производные в области О’, равно нулю, то интеграл от ее 
4-ой степени удовлетворяет неравенству 


т 


—— -^ 


7... } ана, 4 “«м[ 1... У 


у О’ 


юн 
зн 


(25) 


7 ат, ... 42 | 


где 


Так как доказательство этой теоремы и ее формулировка были при- 
ведены в цитированной статье несколько иначе, мы укажем, как нужно 
его видоизменить, чтобы убедиться в справедливости теоремы в приве- 
денной здесь формулировке. Прежде всего заметим, что нет никакой 
надобности считать производные от и непрерывными функциями. Доста- 
точна ограниченность производных. Это предложение очевидно, если 
заменить сначала функцию приближающейся к ней средней, а затем 
перейти к пределу. 

Доказательство теоремы основывалось на изучении интегрального 
тождества (7,13) цитированной работы, которое для нашего случая при- 
нимает вид 


т % 


и 
и (21, =» \ Е еж Чо: аа, + \ у \ ши ах, ... 4. (26) 
Й 
Ус Ус 
Здесь ТУ, обозначает шаровой сектор с вершиной в точке х,, ..., дв, 
п 
= 
лежащей внутри’ области. Интеграл \ о \ ьах, ... 4%, равен единице, 
Ус 


в чем легко убедиться, подставив в тождество (26) и = 1. 


Первые слагаемые правой части оцениваются так же, как и`раньше, 
на основании теоремы ‘об обобщенных потенциалах. Для оценки послед- 
него слагаемого воспользуемся леммой ПТ. Проведем внутри сектора У› 
{п—1)-мерный куб ®; пусть среднее значение по этому кубу будет 0х. 
В силу леммы Ш это среднее значение отличается не больше чем на 


ат... 42 (27) 


как от последнего члена формулы (26), так и от среднего значения и 
по области (это среднее равно нулю). 
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Отсюда на основании классических неравенств Гёльдера и Минковского 


—— о 
т р ах» = 
Ус р 
—— 
=. [ 0... Уж 9..4]. (28) 
т 


Из неравенства (28) легко получим доказательство теоремы. После этих 

замечаний мы можем перейти к доказательству второй теоремы. 
ТЕОРЕМА П. Если среднее значение * функции и, заданной на сетке 

в области 0’, равно нулю, то для этой функции имеет место нера- 


венетво ы 
в г 
[Уеи в |" <м [ У" У мар |", (29) 
где г. и | 
=. (30) 


Чтобы доказать неравенство (29), мы построим прежде всего функ- 
цию ий. с помощью описанного процесса интерполирования. Среднее 
значение и по области О)’ равно нулю на основании сделанного замеча- 
ния, поэтому функция и удовлетворяет условиям теоремы ТГ, и мы получим 


ре + т — Е в 
Г г \ [ше аа: ... бе | =м[} г 59а... 4% |". (31) 


Переходим к оценке интересующей нас суммы 
1 


[У “= [Хай |", (32) 


’ 


О 


где 2 обозначает сумму значений |и|4 в вершинах некоторого кубика 
Х 


^ сетки, а У - сумму по всем кубам \, входящим в состав О’. 
о’, \ 
Рассмотрим следующую задачу на максимум и минимум. Найдем 
крайние границы отношения 


ХР) — 
= 
И \ а \ 16% У) вещ... У] 11...62, ... ЖЗ... 12... п Фа»... 2, |Р ах... ах» 
= 0<у;<1 — 
— — 
[во |Р- [во Но Р-Н... + |6 + +... +6... в 
= (33) 
по всем значениям су, с,,..., с12. п. Под интегралом в числителе 


стоит мультилинейная функция, принимающая в углах куба значения 
С, С, --. у С12..:п. 


* Под средним значением мы будем понимать среднее арифметическое от сред- 
них значений и по всем кубам, из которых состоит область 0”. 


ОЦЕНКИ НЕКОТОРЫХ СУММ 13 


Минимум (33) не может быть равен нулю, а максимум бесконечности. 
В самом деле, в силу однородности числителя и знаменателя можно 
всегда считать знаменатель равным единице. При таком предположе- 
нии все су... будут ограничены, а следовательно будет ограниченным 
и числитель (33). Тем самым мы установили ограниченность максимума. 
Далее, если бы интеграл в числителе мог стать сколь угодно близким 
к нулю, то он, в силу компактности многообразия значений с, достигал бы 
значения нуль, и тогда, при такой системе значений с;;...ь, подинтеграль- 
ная функция была бы везде равна нулю в силу непрерывности. Это, 
однако, невозможно, ибо из ее значений в углах куба по крайней мере одно 
отлично от нуля. Следовательно, минимум этого отношения не нуль. 


После этого очевидно, что 


и Хин = р р (34) 


Пользуясь (34), будем иметь 


— а 
= не. (35) 
—— р’ 


т 
Оценим теперь правую часть формулы (31). Нетрудно проверить 
ди 
непосредственным вычислением, что значение „_ на ребре куба сетки, 
и 1 


параллельном оси т, равно как раз значению разностного отношения А; и 


ди 
на середине этого ребра. Функция -5„ внутри куба получается тем же 
2 


мультилинейным интерполированием значений этой разности на ребрах, 
как получалась и из и; только здесь интерполирование будет (п— 1)- 
мерным. Поэтому 
7. 
—— 
ди 
ыы о 9; 
) 


т 


о ар, = о он п. (36) 


Сопоставляя (31), (35) и (36), получим искомое неравенство (29), 
что и требовалось доказать. 


4. Доказательство основной теоремы 


Рассмотрим теперь произвольную функцию и, заданную на сетке. 
Нетрудно видеть, что из этой функции всегда можно вычесть такой 
полином Р, степени [—41, чтобы среднее значение ее и всех ее разно- 
стей до порядка [—1 включительно по области равнялось нулю. Чтобы 
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добиться этого, можно, например, последовательно выбрать сначала 
форму О! степени (1—1) вида 


а. в. 
> а ... Ор 
а1--42...@и=1—1 
так, чтобы обратить в нуль средние значения по О’ разностей порядка 
1—1 оти-— О; затем выбрать форму 0О:-› так, чтобы обратить внутрь 
разности порядка 1—2 от и— 01: — Ор ит. д. 
Пусть 
и, =и—Р 
имеет все эти средние от разностей равными нулю. 


Для и, и всех ее разностей до порядка 1—1 справедлива теорема 11, 
доказанная в предыдущем параграфе. Разности порядка [Гот и, равны 
соответственным разностям от функции и, поэтому мы получим серию 
неравенств 


1 ый 1 а 


: ее 


Ее | в 
| Умыв "| м, | Ува, 9 шт "| = 
т 


И 
в 
т <: [ ХУ, ны |". (37) 


1 
я а 
Чтобы покончить с этим вопросом, остается связать [Уи | 
г 
о б б 
с т [и | . Это можно было бы сделать бесчисленным множеством 
Г)" 
способов. Мы докажем предварительно следующую лемму. 


ЛЕММА ТУ. Рассмотрим множество всевозможных кубических 
ток Я с различным направлением координатных осей и различной 
величиной параметра #. Пусть это мноэжество будет Е (=). Рассмотрим 
в области Р многообразие всех многочленов степени {—1 от т, х.,..., Ха 
и таких, У которых сумма квадратов коэффициентов равна единице. 
Каэкдый такой многочлен будет изображаться точкой Ё на единичной 
сфере в пространстве коэффициентов. Будем изучать Функцию М» (®), 

определенную как 
М. (9) = У "| Рь.. (38) 

8 
Тогда существует такое число 1% и постоянная т_> 0, что коль 
скоро п < №, 

Мз(&) > т. (39) 


В самом деле, если мы допустим противное, то найдется такая после- 
довательность сеток Н; с параметром #, стремящимся к нулю, и такая 
последовательность полиномов &, что 


М) <, 


ОЦЕНКИ НЕКОТОРЫХ СУММ 15 


где з — любое наперед заданное число. Но так как множество Ё конечно- 
мерное, то можно выбрать из него сходящуюся подпоследовательность &», 
которой соответствует равномерно сходящаяся последовательность поли- 
номов Ре. В силу равностепенной непрерывности этих полиномов, если 
только параметр й достаточно мал, величина Мз, (=») будет сколь угодно 
близка к выражению 


— — 
= ем (40) 
Ир) 


и следовательно, этот интеграл будет сколь угодно мал. Вместе с тем, 
если 


ЕН У (41) 
то 
ЕЕ 
> (42) 
р 


что противоречит тому, что у Ру сумма квадратов коэффициентов равна 
единице. 


Из этой леммы вытекает следствие для оценки коэффициентов поли- 
нома Р, введ>нного выше. 


Следствие. Существует такая постоянная М, , что если # меньше #,, 
то все коэффициенты полинома Р могут быть оценены с помощью нера- 
венств 


= М В, (43) 
р’ 


После этого замечания классическое неравенство Минковского дает 


[УЕ |" < [ Уи: "+ [ Хер] ь (44) 
у р’ р’ 


Так как в области )Д очевидно 


= | = 


|Р1 < У |ен...кИтвах |4 | шах | 2; |... шах| 2% | < №, [ ХР] |, (45) 
=. | 


то ы 
Ул к = УР], (46) 
р’ я 
Заметим далее, что 
УР! < Уи |+ У ° (47) 
р’ и 78% 


На основании неравенства Минковского будем иметь 
1 


Уи, |= [УИ |. (48) 
- 


ны 
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Сопоставив (46), (47) и (48), получим 


[Уи в]<м Умы +м,[ Ущ в. (49) 
р’ р’ р’ 


Из (44) и (37) имеем 


в = Мои - [5, 
что и требовалось доказать. 
Математический институт им. В. А. Стеклова Поступило 
Академии Наук СССР. 20. Х. 1939. 


$. ЗОВОГЕЕЕ. ЗОВ Т?ВУАГОАТ!ОМ БЕ О0ЕГ00Е$ $0ММЕЗ РООВ 
ОМЕ ЕОМСТТОМ ОВЕТМТЕ 5ОК ОМ ВЁЗЕАО 


ВЕЗОМЕ 


Т’алцеог ехашше 1ез зошшез Чез а16гепсез Иез 4’апе {опемоп 
Ааейпле заг цоп тёзеам 


о УМ ив, ч=Х о ХА и, 


ол... Нан=1 
== —_ 1% и |. 


П аётопиге аце ропг стадае {опслоп и оп а 
во < Мо, - Г, 


ой 1ез сопзфап{4ез М её Г, пе аёрепаепь п1 4е 1а 1опомоп и, п1 аи рага- 
шёме й 4ц гезеам. 

Се гёзаЦаф езф ипе обпбгаИзамоп 4ез вуа!аамопз апа1осиез ропг 1ез 
ббота!ез 4ез Ч6глубез 4’апе Гопсйоп [Уолт пойте агасе «Зиг ап &Вбогёше 
4’апа1узе {опсоппеИе», Весие! тша\феш. 4 (46):3 (1938), 471—-497]. ез 
{таЦз ргастраих 4е 1а Аётопутайоп 300% ехрозёз еп Ёапса1з Чапз 1е5 
Сотр{ез Вепаиз 4е 1’Асафёпле 4ез Эслепсез 4е 1’08В55. 


ИЗВЕСТИЯ АКАДЕМИИ НАУК СССР 
ВОГГЕТ1М ОЕ ГАСАРЕМ!Е РЕЗ 5СТЕМСЕ$ ОЕ 1085$ 


Серия математическая 4 (1940), 17—96 Зее таШеётайаие 


С. Н. БЕРЫНШТЕЙН 


ОБ ОДНОМ КЛАССЕ ФУНКЦИОНАЛЬНЫХ УРАВНЕНИЙ 
С ЧАСТНЫМИ ПРОИЗВОДНЫМИ 


В статье указывается прием решения некоторых краевых задач при 
помощи бесконечных систем дифференциальных уравнений. 


1 


Рассмотрим функциональное уравнение 


1 
9?и ди? 0и 
эт [ (=) 42 | 55 (1) 


() 


где [> О— постоянная, © (5) > ® > 0 — непрерывная функция для всех 
> 0, имеющая конечную первую производную. Требуется найти 
решение и(х, {) уравнения (1) по условиям 

и (0, =и (0 =0, и (=, 0) =Е(з), 2-9 = В (2). 


1 


Положим, что 


со со 

- а ИЯ х . Ажх 

Ё (=) —__ Ч $10 Г) Г. (*) = В, 1 р Л 
1 


1 


мА 75-= 2 3-1 =712 р 
Предположим, что ряды р. мы би где ео -0; оходяеся: 


1 


МЕ 


это условие, которое назовем условием 1, влечет за собой, очевидно, что 
со 2 со 

ряды и | и УЕ в! также сходятся, т. е. что ряды Е” (5) и 
1 в 


Е; (2) абсолютно сходятся; в частности, высказанное требование соблю- 


[68| < = ‚ где М — некоторая постоянная. 
ас 


М 
дается, если |@ |< Ве? 


Покажем, что при соблюдении условия Т искомое решение сущест- 
вует и для достаточно малых 1 представляется в виде ряда (полагаем 
1 == для упрощения письма) 


я Известия АН, Серия математическая, № 1 
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со 
в (2, = У Ак (п Ах, (2) 
1 
абсолютно сходящегося так же, как и его производные первых двух 
порядков, где коэффициенты А» ({) определяются из бесконечной системы 
дифференциальных уравнений 2-го порядка 


АОИ (УТРА) А =0 (3) 


при начальных условиях А» (0)=ак, А» (0) = в. 

Далее, мы покажем, что если периодаческие функции Е(т), Е, (т) 
(с периодом 2*) аналитичны, то найденное решение (2) существует 
и аналитично относительно х для всех вещественных 1 = 0. 


2 


Покажем сначала, что система (3) имет систему решений пра 
достаточно малых вещественных 1, удовлетворяющую начальным усло- 
виям, если коэффициенты ак, Фь удовлетворяют условаю ИП, что 


со 
г. 

о Зак, о Ефь сходятся (которое менее ограничительно, чем условие Г). 
т 


Заметим, что если ак = 6» =0 при А > п, то система конечна, а потому 
существование решения для достаточно малых { вытекает из классиче- 
ской теоремы Коши. Кроме того нетрудно видэть, что в этом случае 
решение существует при любых {. В самом деле, умножив каждое из 
уравнений (3) на Ак, сложим их и проинтегрируем. Получим 


Ук, ль ( УтеАи) = У, 


э—>- 


Л < ‚ 
> У (А+ 
1 
или, полагая 


} е(г)а==Ф(2), 


АО то теАн ©)=+Ун+1е( Ува) с, 
1 1 


и принимая во внимание, что Ф (2) > «5, имеем 


4 
2, 


и 


5 У (4+ = УРА (1 < С, (4) 


откуда следует, что А» (1) и А»(!) остаются ограниченными при всяком 
1, а потому, в. частности, при п конечном, теорема Коши сбэспечивает 
существование решения при {--й, если оно существует при &, где № 
есть постоянная, не зависящая от #, — следовательно, решение сущэствует 
при всяком #. Обозначим через А»,„({) решения системы (3), при усло- 
вии, что А», (0) =ак, Ах, (0) =ф» для К < п, и Аь, п (0) = А», „(0) =0 
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при Ё >п (в таком случае также А,,„(1)=0 при любом & для всех 
& —П): 

_— В силу (4), последовательность функций А», „ (1), а также их произ- 
водных А», „(!) для каждого определенного Ё ограничена. Поэтому 
можно выбрать возрастающую последовательность чисел п: , п.,..., 
п.,... так, чтобы при 5$ —> ©, А» „п, (1) стремились к некоторым непре- 
рывным функциям Ах ({) в любом данном интервале (0, #), причем при 
$ достаточно большом, | Ак, и, (1) — Ах (1) | < зь , каковы`бы ни были данные 
числа к > Фик < К, ‚ где К, — данное произвольно большое число. Поэтому 


< С 
ряд УРА =— будет сходящимся и притом равномерно* сходя- 
1 


щимся для достаточно малых $. 


Но каждое уравнение (3) с начальными условиями Аь,„(0)=аь, 
Ак» (0) =6, (Е = п) равнозначно ураенэнию 


Акт (2) = ав [19 —- К? 


= —>- 


(у—0з( УТРА) Ал (у) у (39) 


(А, (у) =0 при & > п). 


Ввиду того что все Ак, (1) (К = п.) удовлетворяют этим уравнениям, 
причем Аь,», (2) при данном К равномерно приближается к А} (1) (А} (0) =а», 


со со 
Ак (0)=6,) и ее :", (Г) равномерно стремится к У-РАР (И, 
1 1 
тем же уравнениям удовлетворяют и Ах (1) при любом К. 
Следовательно А} (1) = А» ({) дважды дифференцируемы и удовлетво- 
ряют системе уравнений (3) и требуемым. начальным условиям; при этом 
обе производные А} ({) являются соответственными пределами производ- 
ных Ан, (1). 


со 


Вследствие (4) ряд 314» (0 | будет сходящимся при всех конеч- 
1 


ных #, т. е. ряд (2) будет абсолютно сходящимся. Поэтому, суммируя 
Че. 
уравнения (3), предварительно помножив каждое на -: т Кх, можем 


утверждать абсолютную сходимость ряда 


* Учитывая неравенство (6) 3-го параграфа. 
9* 
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где 
со х 
и, (и, )=- У, А» (дз ие = (2-1) буш(у, 4+ 
1 ‘ 
п >, 
2 | (#1 )и(у, 04, 
092 
т. е. = и (2, }. 
Таким образом при достаточно малых #{ соблюдабтся 


уравнение 


= й 5). ах ) (о ее 
0 


Для того чтобы из уравнения (1'!5) следовало уравнение (1), достаточно, 

чтобы кроме ряда (2) были абсолютно сходящимися и его производные 

первых двух порядков; для этого нам понадобится условие Г. 
Положим 


со 


% НЯ КАк,п 
5 КА - 


1 
со , 
1 © ( = РА}, ") 
|5 1 - 


где мы попрежнему полагаем А»„ =0 при Ап. Очевидно, что если 
21п имеет не зависимую от п верхнюю границу Г. (1) для какого-нибудь 
{, то эта же величина Г. (1) будет верхней границей также и для 


` > КЕ к 1 
о я 
ЕК о ` 
1 | (Ее) | 
р: 1 


где 
А+ =: Пт Ал - А} = ит Ау. 


П==05 7 = й 


(2.2) 

% ь а г - 
Предполагая ряд У За, - КЫ. сходящимся и учитывая. что х = (у) В. 

|| 


Ск 


к М 7о 4о 
где В — определенная постоянная, если О = у == — А 
( 5 а : имеем 
1 


у в 


«. о р 
Рип (0) = Г. (0) = Х №а% Иа 
1 


Принимая во внимание уравнения (3), имеем (для краткости пишем 
сразу 5, вместо 5,,„) 


Ро 


1 


А. 
‚мелкий 7 | 


4 8 


1 1 
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Замечая, что 


о ,2 со 
У — РАБА» | < 
—= ^ — — 5 
= $ 1) а у? > КА | т 
находим 
431 9 || 
И те и = МА, (5) 


х| 
полагая № = тах >; |7 


Следовательно 'а ы < Маь, откуда — — и < №, так что для 
21 5: 
всех * #— . имеем 
0 
21 (#) < Ат . (6) 
Положим вообще 
Ат 


м К? 
ю . ИЕ па» ) 


В случае ограниченности 2,» при всяком п ряд 


Зо 


д 1 


= УЕ? | №4 + 
„(Зем | 
ет 


также будет сходящимся, поэтому для нахождения его верхней границы 
можем для сокращения письма оперировать непосредственно над 2р. 
Таким образом 


Че = нА У» ЖИ 


следовательно, подобно предыдущему, 


0” 


43 ] 
а 9 > т. др = Мое (5515) 
откуда, вследствие (6), 
4105 < М: (0) 4 
а = т М:, (6). (: <) 2 
поэтому 
10 ее | = 106 (1 — № 1): 
пов 22 | < Пов (1 — № (0) 1) 
Следовательно 
2р (0) 


22 (1 ЗМ: 0) Е. 


* Аналогичное заключение справедливо и для & < 0. 
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В частности, полагая р=3--е и предполагая выполненным условие Г, 


со 
что Ув (а +Ы) сходится, убеждаемся в сходимости рядов 
1 


со со 
р 5+ Ау (1) и о №3+е А» ({), откуда заключаем что при 
1 


1 
©) Е р 
Е < М1, (0)=МУ* (ка Е 
1 
ряд (2) 


со 
Е ен (Е) т Ах 
2 
1 
сходится абсолютно вместе со своими производными первых двух поряд- 
ков и представляет требуемое решение уравнения (1). 
4 


Допустим теперь, что заданные функции Ё(т) и Р, (5) аналити- 
ческие, так что существует такое значение А >1 и М0, что 


М М 
к, МИ. (7) 


Рассмотрим функцию Р/ (1) = А? (1) + А» (1); из уравнений (3) имеем 
Еь (®) =2А»ь (1) [К° Ак (1) + Ак (1)] = 


аАеАЬ (и 4, (9 [1—е(= > 241) ], 


| к (#)| <2С.Ё | Аь (1) Ак (1 | < С.ЁЕь (1, 


поэтому 


где С, —не зависимая от # постоянная. Следовательно 
Рь (1) < Рь (1) ебЕ-Ш = РЁ, (4,) В№, если еС1!- = В. 


Таким образом, если для некоторого & ряд 


а КА! 
(в, ВУ | №41 ()+ г 
ЕЗемь) 


сходится, то 


со 


аа (0= У вАО+ ый 


1 (53 ва) 


1 
будет равномерно сходиться при | —& | < -с_ 05 А. В частности, 
1 


вследствие (7), 5(0, В) сходится, а потому функция 2,({Р) конечна 


и непрерывна при # < = 1ор В. 
1 
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С другой сторойы, применяя к 2({, В) то же рассуждение, которое 
мы выше применили к 2,(1), мы видим, что если 2(&, В) конечно при 


,, В 
каком-нибудь значении =, то 2(&, А) ы, пока 
2 Ао г. 0 


Ма, (15) (#—№) < 14. 


Из этого следует, что не может быть такого конечного значения 4, 
при котором ряд 3 (, В) не был бы сходящимся. 

В самом деле, предположим, что ряд 2(1, В) сходится при всех 
положительных #< 1; в таком случае, согласно доказанному выше, 


1 
ряд 2, (1) равномерно сходится, когда 1—с 105 В << В. Поэтому 
1 


существует такое конечное значение Г, что 2,(1) <Г в этом проме- 
жутке; но, выбирая &<& настолько близким к &, чтобы № (1—&) <1, 
мы видим, что 2(1,, А) также должно быть конечным. Таким образом 
не может быть такого значения &, чтобы ряд 2(1, А) был сходящимся 


1 
при всех {<Ц и не был бы сходящимся при =В-амГ- Следова- 


тельно если начальные функции Р(т) и Е, (5) аналитические, то ряд (2) 
представит решение ураенения (1) при всех вещественных Ё и будет 
при этом аналитической функцией от т. 


5 


1 
Тот же метод применим и в том случае, когда вместо ( = 4х 
0 


1 


`( дРи^\* 
вторая часть уравнения (1) зависит от } из 4х или от \ 52°) ат, 
0 


где р>1. 
Еще проще соответствующая задача для параболического уравнения 


ее} (224) 


0 


(функция ф >> 0 предполагается здесь лишь непрерывной) об опреде- 
лении решения и(х, #), обращающегося в нуль при х=0 и х=т при 
начальном условии 


и (1, 0) =Е (5) = У, акзш Ёх. 


Действительно, полагая попрежнему 


(2, = У Ак (мп г, (8) 
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—_—_——_—_ 


имеем для определения А, (+) бесконечную систему уравнений первого 
порядка 


Ако (+ УРАНО) Ак (0 =0. (9) 


Принимая во внимание, что $> 0, заключаем, (что Ак А», < 0. По. 
этому АЁ({) является убывающей функцией. Следовательно, при усло- 
вии, что 


Е. т о 
= ‚а = Но 
1 


со 


сходится, ряды > Е? АВ (1), ве» Ак уз 1 А„({) будут равномерно 
1 


1 
сходящимися при всех {> 0. 

Кроме того в данном случае абсолютно сходящимися будут не только 
первая производная по { и вторая производная по х ряда (8), но и все 
его последовательные производные по [х. В самом деле, пусть а», = 0 
для некоторого №; в таком случае из (9) находим 

Ак _ 4 (0 
КА; (| ЖАЙ? 


откуда при всяком К 


А () во 
Ака» (=) | 
о 
Из уравнения 

К? 


ао,» (2 У ак (6 о 
1 


Ко 


определение А», (1) приводится к квадратуре 


рая о __ 43 (10) 
№23 Аза; (— 
Аъо . : > Е Е р 
Таким образом 
В? 
о № аз (0) т Кх, (11) 
1 0 


А, (1 
и принимая во внимание, что 0 <—=— <1 при #>0, заключаем, 
Ко 
что ряд (11) будет при любом # > 0 не только бесконечно дифферен- 
цируем по х, но будет по необходимости аналитической целой 


функцией х. Очевидно, кроме того, что и (х, {) стремится к нулю 
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при {= со, какова бы ни была данная начальная функция Ё(х), так 
как из (10) видно, что {= со лишь при А», =0. 
Замечание. К квадратурам приводится также и соответствующая 


задача для уравнения 
О 


решение которой задается начальными значениями 


ди (х, 0) 
01 


и (х, 0) =Е (5), = 2; (2). 


Полагая 


д 1 1 
\ (Е'(2)а2=А, \ Е’(2) Е. (+) ат = В, \ (Е'(2)* 41 = С, 


9 9 
представим и (х, #) в виде 


и (2, ) =ЕР(х) и (И) Е, (2) и›(1). 


Тогда из уравнения (10) получим два уравнения 


(12 1 2 
т = (Ам --2Вии, - Си?) и, 
г = (Аи? -- 2Вили, + Си?) и, 


с начальными условиями и. (0)=1, и1(0)=0, и.(0)=0, и.(0) =1, реше- 
ние которых, как известно, приводится к квадратурам. 


Математический институт им. В. А. Стеклова Поступило 
Академии Наук СССР. 26. Х. 1939. 


$. ВЕВМТЕМ. $0ОВ ОХЕ ОГАЗЗЕ О’ЕООАТОМ РОСТОМ МЕГГЕЗ АОХ 
РЕВТУЕЕ$ РАВТТЕГ РЕЗ 


ВИЗОМЕ 


Оп сопз1ёге 1ез ёаламопз 4е 11а Гогше зиуатце 


(Оч, : 


1 езь ипе сопзфал4е её $(у) =«>0 езё ипе Гопемоп сопипае 4е у>0 
адтейапь ппе абубе Пиле. Оп срегове 1а зо\амоп а4е (1) зай а1зать 
аих со опз 


и (0, =и (0 =0, и(,0=Р(а), “ПВ. 
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Еп розапф 
Р(2) = Уаьзш "", =» о "т, 
1 1 


оп 46тотйге фае 1а зо]аИоп ех1\е ропг # зазаттепт® рем, вомз ]а 
сопа оп 


Уве [Ра] < (>20. (Г) 


Пе раз, з1 Ё(2) её Ё, (5) зопё 4ез Гопсопз апа]уйачез 4е х, 1а зо оп 
ех134е рог {още уа]еиг гбеПе 4е + её езф апа!уйаие раг гаррогё & х. 

Га шёте шё\Фо4е 41 гатёпе 1е ргоёше А Ги6отайоп 4’апе шй- 
пЦе 4’64иамопз Ч1егепиеПез езф епзиЦе аррПаиёе А 4’ал4тез вачайо00$ 
апа1осиез & (1). 


ИЗВЕСТИЯ АКАДЕМИИ НАУК СССР 
ВОГГЕТМ ОЕ ГАСАРЕМ1Е РЕЗ 5СТЕМСЕ$ БЕ 1/085$ 


Серия математическая 4 (1940), 27—86 Зече та{пётаНаче 


И. М. ВИНОГРАДОВ 


РАСПРЕДЕЛЕНИЕ ПО ДАННОМУ МОДУЛЮ ПРОСТЫХ ЧИСЕЛ, 
ПРИНАДЛЕЖАЩИХ АРИФМЕТИЧЕСКОЙ ПРОГРЕССИИ 


В статье выводится довольно общая теорема, характеризующая 
распределение по данному модулю простых чисел, принадлежащих 
арифметической прогрессии. 


В моей предыдущей работе * была дана довольно общая теорема, 
характеризующая распределение наименьших положительных вычетов 
по модулю 4 простых чисел некоторого интервала 


М Ах р=—\. 


В настоящей работе тот же вопрос решается и для простых чисел, 
принадлежащих арифметической прогрессии. И здесь при весьма широ- 
ких условиях оказывается возможным установить равномерное рас- 
пределение наименьших положительных вычетов с довольно хорошими 
оценками. 

Однако в настоящей работе я уже не буду излагать решение с той 
полнотой, как это было в указанной выше работе. Я ограничусь лишь 
основным случаем, при рассмотрении которого характерные особенности 
моего метода выступают наиболее отчетливо. 

При изложении доказательств я буду опираться на некоторые леммы 
моей предыдущей работы. Эти леммы я привожу без доказательств. 

Обозначения. Символом 0 обозначаем число с условием |6| < 1. 


Полагаем 
}=2-[2], @=шт (8), 1-()). 
Буквою р обозначаем простое число. Символические неравенства 


АВ» ВА 


показывают, что А=О(В). 
ЛЕММА 1. Пусть М№М-— целое > №, где М№— достаточно большое 


постоянное > 2, г=10# М, О обозначает произведение простых = ИМ, 


* Известия Ак. Наук СССР, серия матем., 1939, стр. 371—398. 
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4 - ; 
й — положительное постоянное = 5, /= 11-й. Тогда все делители 


4 < М числа О можно разбить на 


108т 
= 7105 Х 


классов с Условием, что для каждого из этих классов существует целое 
положительное < и 3х чисел 11, ..., |, @ль --.,) @: бу ь- о В 60 Сле- 
дующими свойствами: 


» 
и - 


всякое 4, принадлежащее выбранному классу, представляется в впде 
произведения 
4=8: -.. 8%, 


где в; есть произведение ровно 15 простых чисел р с условием 


так что 
У = 8 < С.. 
ЛЕММА 2. Пусть М и Р- целые, 
р >Фщь =. 
а=т, (а, 9) =1, 9>0, 
МР : 
9 —= > 10 (и, а В 
У=М-1 
Тогда имеем 
ре : 
5 < (+ 1) (+4105 4). 
ЛЕММА 3. Пусть М>2, г=1ю8 М, 
А п. (2.9 =1 09а №. 


Тогда имеем 
я (а ) а < (4. Ч на) 18. 


ЛЕММА 4. Пусть заданы две последовательности (и) и (5) целых 
положительных чисел, № > М, где № — достаточно большое постоян- 
ное > 1, г=1о М, 


? (а, 9) =1, Ох а=\, 
09=2< 0, (О, Г)=1, (©, 4) =1, 
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= хо Ф (и) ети : 
и о 


где суммирование распространяется на все системы значений и и о, 
принадлежащих последовательностям (и) и (5) и удовлетворяющих 
условиям 


мии. МАЗ -\, 


далее $(и) обозначает функцию, для рассматриваемых значений и, 
удовлетворяющую условию 


Тогда имеем 


з = 
А ‚2 ПЕ ЗВ о Ч. 
5< о 7% Е ее р. + : 
Доказательство. 41° Пусть 5,» обозначает сумму тех слагаемых 
суммы 5, для которых 
== (то4а 0), г==й (тоа 0). 


Тогда соответственно < О парам значений в и #1, удовлетворяющих 
‘условию 


ай == Г. (то4 О), 


сумма © разобьется на < О сумм 9%. Поэтому в дальнейшем доста- 
точно оценивать лишь суммы вида ®ол. 


2 Весь интервал 


мы подразделим на < интервалов вида 
И И = 


а 
3© Рассмотрим часть 9, суммы 9.»р, отвечающую одному из таких 
интервалов. Пбдразделив в свою очередь последний интервал на 


новых интервалов вида 


будем иметь 


ое №5. в —— \ 2 (и) \ отели 


о м ща г 24 Я 
1 и< из М-А нь 
==0 (104 () ТЕ о 
Т-ЕЙ (10а (©) 


К < (+ в Е >» отв" м 
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причем в последнем равенстве и пробегает уже все целые числа с усло- 
виями и, «и < и,, и=8 (то4а 0), а не только те, которые принадлежат 
последовательности (и). 

Чтобы оценить А, изменим порядок суммирования. Очевидно о и о, 
могут принимать лишь значения с условиями 


ИА и МА М 
< Е. 


Е 
и. т 


а и, при выбранных © и 0,, пробегает значения, лежащие в интервале 


= АА" 


т И—А МА РОЯ: м м 
п’ = шах (и, ‚и = ши (#1, -., = 


(Следует помнить при этом, что и, о и в, пробегают лишь числа, при- 
надлежащие указанным выше арифметическим прогрессиям с разностью 0.} 


ОА 
Поэтому, вгиду и" —и’ < и, — и, «-у-, имеем 


в< У Уша (0% 


° 


оз +1 ев), 


или, замечая, что ©, при данном ©,, пробегает числа, лежащие в интер- 
вале длиною 


М _М-А М (и, и] + Аш: А 
и ВЫ ии < (0 


согласно лемме 2 будем иметь 


В < (0+1) (бо!) (ом+ 9). 


Вместе с тем окажется 
Я < (он) (вв+*) Сов) (оя+4"), 
% «АУ (вы) (#40) (+0) Е < 
«ву ар + 


«ИТУ 1 С И 


и вместе с тем очевидно 


$ 
ео гл 
— о!" 8 ан Е © 


ТЕОРЕМА 1. Пусть ч — произвольно малое положительное посто- 


1 
янное < +, 


М> 2, 1<А<М, 
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а=т, (а, 4) =1, О<а=\№, 
0=2< 0, (О, Г) =1, (О, 4) =1, 
9 = 


2: 
5 е Ааа 


№М-А<р<М 
РЕГ, (под 9) 


Тогда имеем 


м3 №0? 
5<5 лм И о мо —- =. 
Доказательство. 14° Имеем 


5= У Ув(а) "+0 (УМ), 
4 т 


где 4 пробегает делители произведения всех простых чисел < И М, а т 
пробегает числа натурального ряда, причем суммирование распростра- 
няется на область 

М Ахат=— М, 

ат == Г, (то4 0). 


ХУ" =Т.-Ть 
а т 


Далее находим 


где Ту есть сумма слагаемых, отвечающих значениям 4 с четным числом 
простых делителей, и Т, есть сумма слагаемых, отвечающих значениям 4 
с нечетным числом простых делителей. Мы рассмотрим далее какую- 
либо одну из сумм Ту и Т,, которую обозначим символом Т.. 

2° Числа 4 мы разобьем на классы с условиями, указанными 
в лемме 1, сохраняя все обозначения леммы 1. 

3° Числа т мы также разобьем на «л классов. Одному и тому же 
классу будут принадлежать все числа т, лежащие в некотором интер- 
вале вида 


М<т=<М,, М, <2М. 


4° Часть суммы Т., отвечающую выбранным классам значений 4 и т, 
мы обозначим символом Т.. 
5° Пусть сначала 


и. 
МС, .-.б.> №8, 


причем В— первое из чисел 1,...,^ с условием 


1 
МС,...бв> №. 
6° Пусть В >1. Тогда, полагая 


и=Т8:... 58, В — ВВ... 8%, 
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имеем 


1 
А №. 


Поэтому в рассматриваемом случае 
Этими 
т = Хоф", 


гдение пробегают целые числа с условиями 


1 2 


№ < и< №, М- АЗие=М, 
ис == Г, (то4 0), 


‚ й т т 
причем {© (и)! < М"; = а Применяя лемму 4, получим 


+В 
Та < ды т я и ОВ 


7о Пусть В =1. Полагая ради краткости [, =х и обозначая символом х, 
наименьшее делое с условием 


1 и 
Не 
мы каждое ( представим в форме 
О, 
где и есть произведение х, простых сомножителей часла 21, а © являетен 
произведением х—х, оставшихся сомножителей ©, и всех в.,...,8.. 


Здесь имеем (при х, > 1) 


< д: == ро \ е?тивттииь 


3 я у 726 . 
Ща п 0 
хе (и 


Так же, как и раныне, выводим 


1 2 


№ — ти < 9\ 


Далее находим 


и \ у 1 - - <‘ эта 6? та 
ФИ У с - 


й в 


где © пробегает все делители числа 5, и, при данном 8, и, и г, пробо- 
гают частные от деления чисел и и с на 0. Далее, применяя лемму 4, 
следует помнить. что дробь 22? после сокращения сводится к дроби, 
знаменатель ноторой >> 4-*. Наконец, необходимо отметить, что перс- 
менные 11, и, п с, пробегают значения с условием 
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Е 23 МЬ—А № 
о А < Тиль, <, 


ти: 015? = Г, (то4 О). 
8° Очевидно 8 = ИМ. Пусть, кроме того, 


8 = 0, = шш (м. из) Е 


Тогда можно применить лемму 4. Имеем 


3 р 
И < МИ тай. 


9% Если 5_> 8%, то очевидно 


АМТ м ® 
о 


10° Ввиду 8° и 9°, суммируя на все 9, находим 
5 И т 
ывр а МО № 


Весьма просто тот же самый результат получим и при х, =1. 
14° Теперь рассмотрим случай 


1 
М > №. 
з 


В этом случае 4< М 
а= ра и Ку и. 3 ет 
а Ир 


где 4 и т пробегают числа избранных классов. При этом т в сумме 59 


пробегает значения с условием 


1 М 
М <т=М,, ть 


2 
Здесь имеем при А > №0 


. А 1 
95а < шт (50 в 
и потому, согласно лемме 3, 
Теа (м) 
12° Наконец, в случае 


1 
ИС с" 


3 Известия АН, Серия математическая, № 1 
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имеем 
1 
Т: < № 


13°. Собирая доказанное в 15, 2, 45, 6°, 11°, 12° и полагая й=\\у, 


получим 
5<5 му +90 -.моч. зо и 


ТЕОРЕМА 2. Пусть з— произвольно малое положительное посто- 
и 
янное < -., 
№2 ОА М, 
0=Ё< 9, (О, Г.) =1, 0= 9—<\, (О, 9) =1, 
6—1. 

Все простые числа р с условием 

И—А<р=—М, 

р== Г (то4 0), 
мы заменим ит наименьшими полоэкительными вычетами по модулю д. 
Пусть Т обозначает число всех этих вычетов (т. е. число всех простых 


чисел, удовлетворяющих вышеуказанному условию) и Т, обозначает число. 
тех из нит, которые лежат в интервале 


ОР с4, 


Тогда имеем 


Е 


-мИ 1+ зо ее 


Доказательство. Обозначая буквою 4; наибольшее целое число 
< 64, имеем 


91 9—1 
.К (р) 
о 
аТ' р е а 

5=0 к=0 М-А<р<М 

РЕГ (то 0) 
Суммируя все члены правой части, отвечающие случаю К =0, получим 

Тат. 
Пусть теперь К > 0, причем (Ё, 9) =8. Тогда для суммы Т:к слагаемых 
правой части, отвечающих такому К, получим оценку 


№3 
Ти < о дм ом Е 50 о 


т = * 
2(х) , . 


РАСПРЕДЕЛЕНИЕ ПРОСТЫХ ЧИСЕЛ З5 


Сумма всех Т.ь, отвечающих данному 8, будет 


2 
я Из №0 МОч. 
о боытатЕкиЕ 


Отсюда, замечая, что $ может иметь лишь < № значений, получим 


т. —Т4, < ЧА, 


откуда, ввиду 


91 х А 
-— —, -<«-А 
4 МОЙ ео к 
теорема следует непосрэдственно. 
1 т : 
Пример 1. Положим А=М, 9=[м№|, = Ме 6=-. Тогда 


будем иметь 


Пример 2. Полагая А=М, 0=[М№], = [№], м будем 


иметь 
1 
1 А ле 
а 
Видоизменение теоремы 2. Пусть з— произвольно малое 


1 
положительное постоянное = -., ум Оз АМ, 


0=2< 0, (0, Г)=1, 0<9=М, (О, 9) =1, 


Рассмотрим всё простые числа р с условием 


М Ах р=—М, 


р== Г, (то4 0). 
Представляя каждое такое р в форме 
УЕ 03 нЕ 


замзним все 2 их наименьшими положительными вычетами # по модулю 0. 
Пусть Т обозначает число всех этих вычотов (т. е. число всех простых 
чисол, удовлетворяющих вышеуказанному условию) и ТГ, обозначает 
число тех из них, которые лежат в интервале 


0=й < 34. 
Тогда имеем 
Г.Р (24) 


3* 
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т му + ое мч 


Доказательство аналогично только что приведенному, так как здесь 
имеем 


т. а—1 2 Ф-93-Ю) 
О 


$=0 №=0 М№М-А<р<М 
РЕГ, (тоа 9) 


Математический институт им. В. А. Стеклова Поступило 
Академии Наук СССР. 28.Х1.1939. 


Г. УМОСВАРОМ. ОЗТВТВОТТОМ ОЕ РЫМЕЗ ОЕ АХ АМТНМЕТ!САТ, 
РВОСВЕЗУТОМ ТО А СТУЕМ МОБОГОЗ 


ВОММАВУ 


[1 Ве ргезеп6 рарег ме сопз1Чег %Ве ргоет о{ 1Ъе 41зеайов о 
ргипез о{ ап агивтейса! ргостеззлоп 40 а слуеп шода!з. Уе ргоуе Те 
{оПомлия сепега1 


ТНЕОВЕМ. 1 л фе ап агфйгагу рояиое сопяат = 
М4 АМ, 
а=т, (а, 4) =1, < 9=М, 
0=2<0, (0, Г) =1, 0,9 =1 


= м е?тиор. 


№-А<р<м 
РЕГ. (тоа 0) 


2 
А 1 № М№О?а 
5< у и 


-- 


Треп ме Ваое 


ИЗВЕСТИЯ АКАДЕМИИ НАУК СССР 
ВОСТЕТ!1М ОЕ ГАСАРЕМ!Е РЕЗ $СЕМСЕ$ ОЕ [/ОВ5$5$ 


Серия математическая 4 (1940), 37—52 Зече та ётаНаие 


Б. А. ВЕНКОВ 
О ПРИВЕДЕНИИ ПОЛОЖИТЕЛЬНЫХ КВАДРАТИЧНЫХ ФОРМ 


(Представлено академиком И. М. Виноградовым) 


В работе дается новый принцип приведения положительных квадра- 
тичных форм с п переменными, показывающий, что, начиная с п = 3, 
существует континуум неэквивалентных выпуклых пирамид приведения 
с конечным числом граней. Тем самым оказывается решенной общая 
задача о свободе выбора основной области приведения. 


ВВЕДЕНИЕ 
Пусть 


1(2) = 


= 


аут; (ау=ая) (1) 


— вещественная квадратичная форма с п переменными и 


(т - 1) 
ых: (2) 
Форме (1) соответствует точка ] с координатами а; (&<)]) в К-мерном 
пространстве %. Обозначим через $ множество точек $, для которых 
все диагональные миноры симметрической матрицы 


Я бары Фа 
ол оо ... @> 
21 ^22 2п 
(3) 


@тл @ п? ... @ти 


неотрицательны; положительным квадратичным формам соответствуют 
точки внутри $. Пусть С„ — группа унимодулярных подстановок п пере- 
менных #1, ....Х» (т. е. линейных подотановок с целыми коэффициентами 
и определителем -- 1). Две формы назовем эквивалентными, если они 
связаны подстановкою группы С». 

Задача приведения положительных форм состоит в отыскании внутри 3 
фундаментальной области группы С». Существование такой области 
для любого п в виде линейной пирамиды с конечным числом граней и 
вершиной в начале координат было впервые доказано Г. Минковским (т) 
[см. также прекрасный обзор Б. Н. Делоне (2), 55 21 —27]. Пирамида 
Минковского носит частный характер. Целью настоящей работы является 
построение более общей фундаментальной области, зависящей от про- 
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извольной положительной формы х [область Т ($), & 5—6]; при этом 
я пользуюсь свойствами так называемых совершенных форм [1огтез 
раг!а11ез] Г. Ф. Вороного (3). Такое общее построение фундаментальной 
области позволяэт ответить на некоторыз принципиальные вопросы 
об этих областях, поставленные Б. Н. Делоне (см. $ 10 настоящей 
статьи). 


Конус положительности и совершенные формы 


$ 1. Пусть 
}= Уазат, Ф= У бут: 
две квадратичные формы; положим 


($) = Хан =аи 6. |... Е апп би 2412 б2-+ .-. | 2ав—1,п би, п. (4) 
Очевидно, что при 


ф= УЖ р (2. ...-Н Аь 2) 


имеем 


(1, ®) = Ур/ (а, А», --., Ап). (5) 


Пусть 5=(р;) квадратная матрица из п? элементов определителя А и 
5, — матрица алгебраических дополнений элементов 5; обозначая вообще 
через /5 квадратичную форму 

Ира... Рл бт, Ра + --. | РжЯл, ..-, Рина --- Е Рив п), 
можем записать еще свойство выражения (4): 


(75, 951) = А? (}, 9). (6) 
В частности, при А= - 4, имеем 

(75, 95'—1) = (р, $), (7) 
причем '’и -! суть, как обычно, знаки транспонированной и обратной 
матрицы. 


$ 2. Определение конуса положительности %, данное во введении, 
можно заменить таким: %№ есть множество форм }, для которых }(т;) > 0 
при всех вещественных 2;. Если форма (1) лежит на границе %, то 
один из диагональных миноров 4, матрицы (3) равен 0; тогда и все 
диагональные миноры, охватывающие 4,, равны 0, так что и определи- 
тель формы ] равен 0. По второму определению, для формы }, лежа- 
щей на границе %, имеем }(т;)=0 при некоторых вещественных, 
не равных одновременно нулю значениях 42;- 

Пусть форма (1) пробегает конус $; множество точек {в % с коор- 
динатами 

(Фту ---о бна 2 аб а-ь в) 


назовем союзным конусом $. Плоскость в $ (с текущими координа- 
тами 4;;) 


Рл1 а11 +... -Е Рип@ти Р12 @1> т Ри—1, п @п-1, п = М (8) 
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назовем эллиптическою, параболическою или гиперболическою для 
конуса №, смотря по тому, проходит ли нормаль (:р;) (при надлежа- 
щем выборе знака з = Е 1) внутри, на границе или вне конуса %. 
Эллиптическая плоскость либо не пересекает %, либо отсекает от него 
кусок конечных размеров; параболическая плоскость при М=0 ка- 
сабтся $, гиперболическая плоскость при всяком М пересекает $. 
Плоскость (8) назовем эллиптическою, параСолическою или гиперболи- 
ческою для №, смотря по тому, проходит ли нормаль (зри) внутри, 
на границе или вне конуса №. Эти плоскости обладают для $ теми же 
свойствами. 

$ 3. В этом параграфе мы перечислим некоторые свойства так назы- 
ваемых совершенных форм; доказательство этих свойств читатель найдет 
в мемуаре Г. Ф. Вороного (3). Пусть 41,..., 4» пробегают все системы п 
целых чисел без общего делителя; рассмотрим множество точек в 5 
< координатами 


(Чань Чья ана (9) 


Все эти точки лежат на границе конуса %№. Пусть П-— наименьшее 
выпуклое тело, содержащее точки (9); Вороной доказывает, что П есть 
многогранник, ограниченный бесконечным множеством плоскостей, 


эллиптических для %. Напишем уравнения всех этих плоскостей: 


Рааи +... + Рип @ип - Ра а ... Рабы у=1, 2,3, .. >) (10) 


причем М > 0 во всех уравнениях одно и то же. Пусть 


У У У 
11, 1, ...) п 


Ь, р», $29 | (14) 


У У У 
61) 02. ...у съ 


суть значения 40;1,..., 9» Для всех точек (9), лежащих на плоскости (10); 
числа каждой строки таблицы (11) определяются с точностью до общего 
множителя +1. Обозначая через $, положительную форму У! рулить, 
можем сказать, что М есть минимум {, для целых аргументов, и строки 
таблицы (11) суть все значения аргументов, при которых ф, достигает 
минимума М. При этом уравнения 


Ч (о ан) М &=1,2, ...›б 


(с фиксированным М) вполне определяют коэффициенты формы {ф,. Такая 
форма $, и называется совершенной формой (Ююгше рафаЦе); соответст- 
вующую ей таблицу (11) будем называть совершенной таблицей. Число с 


строк этой таблицы очевидно не меньше К [см. (2)]. 
Часть П, лежащая на плоскости (10), представляет собою (К — 1)-мер- 


ный выпуклый многогранник П, с вершинами в точках 


оО ОА ПО О (12) 
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Проведя из начала координат лучи в точки Ц,, получим выпуклую 
К-мерную пирамиду П; с ребрами (12), которую будем называть совер- 
шенной пирамидой, соответствующей таблице (14) (или форме $,). Если 
взять любую точку П. и обозначить ее через } ($ 2), то форма ] имеет 
вид 


6 


= Уз ра (аж, Ра а)?, все р» 0. (13) 


в.=1 


Совершенные пирамиды П:, Пь,... заполняют всю внутренность ко- 
нуса % и не имеют общих внутренних точек. 

Всякая унимодулярная (см. введение) подстановка переводит форму $, 
в себя или в другую, также совершенную форму. Пусть $, =$,5, 
где 9 = (5%) — унимодулярная матрица; если 


а НЫНЕ По вв (14) 


есть таблица формы %„, то при надлежащем расположении строк этой 
таблицы имеем соотношения 


ен 
Ва [д == ба Е 82 оа-Е :.. Ч бш и @==1,2, „п ами», 0), 


где все &. равны +1. Формула (13} показывает далее, что если } про- 
бегает пирамиду П., то 15’ пробегает пирамиду П.. Таблицы (41) и (14), 
а также пирамиды П, и П, назовем эквивалентными. 

Вороной доказывает далее, что число строк с любой совершенной 
таблицы (11) не превышает 2"—1 и что определитель, составленный 
из и любых строк этой таблицы (так называемый характеристический 
определитель), также ограничен сверху пределом, зависящим только 
от п; среди этих характеристических определителей имеются неравные 
нулю. Отсюда выводится, что каждая совершенная таблица эквивалентна 
такой таблице, все элементы которой ограничены конкретным пределом, 
зависящим только от 7; следовательно существует лишь конечное число 
неэквивалентных совершенных таблиц. 


Леммы 
$ 4. ЛЕММА 1. Пусть 


= Ааа +. -НАж жи (у=4,2,....г, гоп) 


— вещественные линейно-независимые формы. и ни при каких & плоскость 
ну |... Рыф=0 нерациональна; тогда для сколь угодно малого з > 0 


в области |ф.|<ьв,... $,| «з найдется п целых точек (Ра), =...) 
с определителем |рё|= + 1. 


Заметим сначала, что если $=0— любая рациональная плоскость, 
то можно найти целую точку, для которой |$.|<....., | $, | в, += 0. 
Действительно, при г < п—1 к формам $,,...,4,.,ф можно присоединить 
линейные формы $,+1,...,фи_1 так, чтобы Ф;,..., ф;и_1, Ф были независимы; 
пусть в, настолько мало, что в области | $. | су, ..., | 1 | < в, |Ф| < 55 
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кроме (0) нет целых точек. Взяв <, найдем по теореме Минков- 
ского о линейных формах целую точку (5;) 0, для которой 


11| <., ..., |фи-1| <; для этой точки, очевидно, ф = 0. Рассмотрим 
область 

а Зи» +1 < (15) 
Полагая фФ=х., найдем в области (15) целую точку (4:1), для которой 
411 -Е 0; полагая затем Ф = р ыы найдем в (15) целую точку (9:2), 

21-2 
для которой т ре 0, ит. д. Таким путем найдем в области (15) 
21 122 


п целых точек (4а),...,(9ш) с определителем |45|=0. Пусть затем 
и, > 0 — наименьшее число, при котором точка (и! 9;1) целая и вообще, 
при т=1,2,....П, ит > О— наименьшее число, при котором точка 
(Р:т) = (Ипа Ча - ... + итт 9ит), © надлежаще выбранными И, ..., Ит, т—1.— 
целая; тогда ит = 1, и можно предполагать 0 < и <1,..., 0 < итт_1<1. 
Для целых точек (ри), ..., (ри) имеем |, |<.,..., || <з и, как легко 
видеть, |ри|= + 1. Лемма доказана. 


ЛЕММА 2. Пусть формы %.,...,ф, удовлетворяют условию леммы 1 
и р... в — дюбые вещественные числа; тогда для сколь угодно малого 
= > 0 в области |9 - в |< е,..., | Ф.Н в, | < з найдется целая точка. 

Согласно лемме 1 переменные 1; можно преобразовать унимодуляр- 
ной подстановкой в новые переменные. 1; так, чтобы в выражениях 


Ая а... Аж  @=1,2,....Г) 


ГА 


а Е 2 
все ^’ были по абсолютной величине меньше —. Так как $;,...,Фг ли- 


нейно независимы, то один из определителей г-го порядка, составленных 
из чисел ^’, например 


31 ...) Алле 
Ау я А 
отличен от нуля. Определим р1,..., № из уравнений 


в Аура Ее... ЕАжше (У=4,2,...,Г) 
и придадим 21,.... 2» целые значения по условиям 


1 


Я , ‚ , 1 
[тер | < 5, ..-3 [2* Нл 


< 5, Яа=... =2т=0; 


тогда для соответствующих целых 2; найдем |. + |<, ..., | м-Е $" | < в, 
что и требовалось доказать. Г 

ЛЕММА 3. Пусть $ф,,...,\„_1— любые независимые формы; при неко- 
тором постоянном К в области |%,| < К,..., | Фи-1| < К можно бесчислен- 
ным множеством способов выбрать п целых точек (разл), ...,(Рт) с опре- 
‚делителем | р|= 1. 
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Данные формы ф, можно преобразовать любой вещественной подста- 
новкой 


Уу=фаф, +... Е, пл Фи1 ЕЕ, о 


определителя +0, а переменные х,— любой унимодулярной подстанов- 
кой; достаточно доказать лемму для новых форм 7, в новых перемен- 
ных 2: Предположим, что лемма доказана для п—2 форм © п-1 
переменными. Если ни при каких # плоскость Н +... + &.14—1=0 
рерациональна, то справедливость леммы 3 вытекает из лэммы 1 для 
сколь угодно малого К. Если же при некоторых & +0, %,,..., Ш 
форма у =и +... и имеет целые без общзго делителя коэффи- 
циенты, то, совершая надлежащее унимодулярное преобразование пере- 
менных, заменим данные формы такими: 


=, = Ааа АЕ... Аж (=2,...п-—1), 


и тогда справедливость леммы вытекает из предположенной ее справед- 
ливости для форм Лель... К Атти (у=2,....П— 1). 

ЛЕММА 4. Пусть Ф, Ф’— две полоэкительные квадратичные формы 
одинакового определителя, х — форма, союзная с Ф; тогда 


(>, Ф) =(Ф, ©”), (16) 


причем знак равенства имеет место лишь для Ф = Ф’ [Минковский (1), $8]. 
° Ввиду важиости для нас этой леммы, дадим более простое, чем 
у Минковского, ее доказательство. 


Пусть 5 — вещественная матрица, для которой Фб5= ОЕ ть; 
тогда $5. =2-...- 2 (матрицу 5, см. в $ 1). Полагая 


Ф’5 = Уа: т: т), (17) 


находим на основании (6), что неравенство (16) равносильно такому: 
п <аи-+...Н а. Так как определитель формы (17) равен 1, то имеем 
два неравенства 


. й с В , 
ал --- - апп > пу а11...@пп, @11.-. @тт > 1, 


причем первое обращается в равенство лишь при 41! =... =@п», второе— 
лишь при а; =0 (< ]). Лемма доказана. 

Геометрически неравенство (16) означает, что часть дискриминантной 
поверхности 4еФ = сопзф, лежащая внутри %№, расположена с одной 
стороны от касательной плоскости, проведенной в любой ее точке Ф 
{именно, со стороны, противоположной началу координат). Другими 
словами, дискриминантная поверхность выпукла к началу координат. 


Определение области У ($) 


85. Пусть ф— данная положительная форма, Ф— союзная с нею, 
> пробегает все унимодулярные матрицы; обозначим через У ($) мно- 
жество точек ] в пространстве $, удовлетворяющих всем неравенствам 
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(1, Ф) = (}, $). (18) 


Предварительные замечания. 41) При ФУ-Ф уравнение 
{/, ФХ—Ф) =0 определяет гиперболическую для % плоскость,. и при 
различных Ф, ФХУ, ФУ, плоскости 


(1, ©. —$Ф)=0, (},Ф;,—Ф)=0 


различны (лемма 4). 

2) Пусть О — конечная область, лежащая целиком внутри %; тогда 
можно указать число М=/М (0) такое, что для всякой унимодулярной 
матрицы », хоть один элемент которой превышает М по абсолютному 
значению, и для всякой формы } из О будем иметь неравенство (18). 
Пользуясь формулой Якоби 


К. ал 2. бана 
а (аа, +...) В (р... 


можем представить каждую форму из О в виде 
т 
1= р (Ли. |... + Ат 2), 
1 


где все числа |^.;| ограничены сверху и абсолютная величина опреде- 
лителя |»^:;| ограничена положительным пределом снизу. Если для 
матрицы У = (р;;) имеем (}, ФХУ) < (1, Ф), то, обозначая форму ФХ через Ф’ 
и пользуясь (5), получим 


т т 
уз Фа Ат) И ия вое 
1=1 4=1 


что дает верхние пределы для всех чисел 
| Ра Ха -Е рр № +... Рт Ат | (1,71 =1,2,..., п) 


и следовательно верхние пределы для чисел |р»|, что и требовалось 
доказать. 

3) Пусть У» унимодулярная матрица, для которой ФУ -= ХФ. При- 
меняя неравенство (16) (лемма 4) к форме Ф’=Ф»У, получим 
(*х, Ф) < ($, ФХУ), т. е. данная форма $ удовлетворяет всем нетривиаль- 
ным неравенствам (18) со знаком <. Отсюда в связи с предыдущим 
замечанием вытекает, что ф есть внутренняя в обычном смысле слова 
точка области У ($) [т. е. достаточно малая окрестность Фх целиком 
принадлежит У ($}]. 

4) Всякая точка У ($) принадлежит конусу №. Если бы точка ] 
из И ($) не принадлежала %, то мы имели бы 
= — (Аи... Лота) (1 ж-... Е А 20)? --- Е Он жа. --Е Аль 2), 


где 


ЕЛ, Ри Аж», У =0,1,....Г (Ожг=п—4) 
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— вещественные, независимые формы; для любой унимодулярной матрицы 
У можем написать (ФУ = Ф’): 


ФО в, лоб вх 
==’ (Ао мае ФО, Пе Оо 


Если г<п-1, то к %.....{, присоединяем произвольные формы 
Фут, ... Фи: Так, чтобы %,...,Ф„_: были независимы. Применим к фор- 
мам {,,...,Фи_1 лемму 3; согласно этой лемме существует бесконечное 
множество унимодулярных матриц У, для которых Ф” (ла, ..., аи), ... 
.., Ф’ (ит 1,..:. Лиьп) ОСТаются ограниченными и для которых следо- 
вательно Ф’ (\ дл, ..., №») бесконечно растет. При этом правая часть (19} 
стремится к — со, что невозможно. 

$6. Пусть 5, =1,59,:,9.,...— все унимодулярные матрицы; расемо- 
трим ряд областей 


Если }— любая положительная форма, то существует лишь конечное 
число унимодулярных матриц УХ, для которых (]/,Ф»У) не превосходит 
заданного предела, и следовательно существует матрица УХ =5’-*, для 
которой (],ФУ) принимает наименьшее значение; для этой матрицы 
имеем (},Ф5’-!) = (1, ФУ), т. е. } принадлежит области У (55). Далее, 
при 95, + Ф5,, области У ($5,) и И (95,) не имеют общих внутренних 
точек, так как если бы Г лежала внутри У (95,) и принадлежала У ($5.), 
то мы имели бы (],Ф5,—) < (1, Ф5, 1 < (1,5! *), что невозможно. 
Итак, области (20) заполняют регулярно всю внутренность конуса $. 

Пусть $5 — любая унимодулярная матрица; если } пробегает область 
У ($), то ]5 пробегает область У (5). Действительно, применяя к не- 
равенствам (18) формулу (7), получим (}5,Ф5’-1) < (15, Ф5’-1. 5'5'—1), 
и так как 5’У5’-1 одновременно с » пробегает все унимодулярные 
матрицы, то ясно, что }5 принадлежит к У (95). В частности аутомор- 
физм формы ф (т. е. целочисленная подстановка 5, для которой 95 =) 
переводит всякую точку И ($) в точку той же области. 

Если внутренние точки } и ] областей У (9) и У (95,) связаны 
соотношением /$=}, то $5=95,. Действительно, } лежит внутри 
У ($5) и У ($51), что по замеченному выше возможно лишь при $5 = 95 - 
В частности, если две внутренние точки области У ($) эквивалентны, 
то они могут быть связаны лишь аутоморфизмом формы $. 

Из всего сказанного вытекает, что если ф— положительная форма, 
не имеющая аутоморфизмов (кроме двух тождественных $=- 1), 
то У ($) дает внутри %№ точную фундаментальную область группы Си. 


Основные теоремы 


$ 7. ТЕОРЕМА 1. Пусть } — положительная форма области У ($) 


и точка } (лежащая внутри %) принадлежит совершенной пирамиде 
($ 3) с таблицей 
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(Е Фо. 6}; (24) 


тогда числа |1„| ограничены сверху конкретным пределом, зависящим 
только от формы $ и числа п. 


По формуле (13) имеем 


и (ла, Е... + 2»)? вое р» > 0. (22) 


Так как } принадлежит У ($), то можем написать неравенство 


б 
УФ (11, 12, и =) = Ур (11, [52, Чо 155 (23) 


причем в правой части 


Пе ВЫ (24) 


есть любая совершенная таблица, эквивалентная (21). Пусть 


а (25) 
полная система неэквивалентных совершенных таблиц. 

Образуем в пространстве переменных х,,..., 57» П постепенно рас- 
ширяющихся эллипсоидов Ё,, Ё,,..., Е» следующим образом. Пусть М, 
есть наибольшее из чисел Ф([,...,[,), когда [,...,1 пробегает все 
строки всех таблиц (25); тогда эллипсоид Е, определяется условием 
Ф(5,,..., 2») = М, . Пусть, далее, (1;) — примитивная целая точка эллип- 
соида Ё, [т. е. (1, ... , [» без общего делителя] и Г, одна из таблиц (25). 
Возьмем подряд каждую строку $1,..., 5» таблицы Ги, найдем уни- 
модулярную подстановку, переводящую строку $1,...,5и в строку 
1,..., и преобразуем зэтем этой подстановкой всю таблицу Гл; 
получим ряд таблиц 

ты. (26) 


Эти таблицы (число которых равно числу строк /.) обладают, очевидно, 
следующим свойством: всякая совершенная таблица, эквивалентная /л 
и содержащая строку (1:), эквивалентна одной из таблиц (26) и притом 
так, что переходная подстановка переводит строку (1;) в строку - (Г). 
Беря за (7) последовательно все примитивные точки ЕЁ, и для каждой 
(1;:) за Г. все таблицы (25), обозначим через М, максимум Ф для всех 
строчек всех полученных таблиц (26); тогда Ф (2;) = М» будет эллипсоид Е... 

Предположим, что уже определен эллипсоид Е, (2 =г< п). Пусть 


ре (1”) г независимых примитивных целых точек Е, и (5) про- 
бегает с’ строк таблицы [4. Выбираем из 25’ строк ($1,..., 3»), 
(—$,...› — 52) всевозможными способами г линейно-независимых строк 
{5';),...,(5°) и определяем, эквивалентны ли эти строки строкам 
ЗО (”); если да, то находим переходную унимодулярную подста- 


новку и преобразовываем ею всю таблицу Г... Получим ряд таблиц (26), 
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которые опять обладают свойством: всякая совершенная таблица, экви- 
валентная Г; и содержащая строки (1), ... ‚ (7), эквивалентна одной 
из таблиц (26) так, что переходная подстановка переводит каждую из 
строк (1'),... , (17) в себя. Проделав это для всевозможных систем г 


независимых точек (1;),..., (17) из Е, и для каждого набора точек для 
всех таблиц [„, обозначим через М,.1 максимум Ф для всех строчек 
всех полученных таблиц (26); тогда Ф (1;) < М,.1 будет эллипсоид Е! +1. 

Беря в неравенстве (23) за таблицу (24) ту из таблиц Г, которая 
эквивалентна (24), находим хоть для одного значка & неравенство 
Ф(1..) =Ф(1..) = М,, т. е. в таблице (21) найдется строка (4.;) такая, 
что точка (1.:) принадлежит эллипсоиду. Е. Предположим уже дока- 
занным, что в таблице (21) найдутся г ливейно-независимых строк 
О-о п], для которых точки (1:),..., (1) принадлежат 
эллипсоиду Е,. Тогда (24) есть некоторая ссвершенная таблица, содержащая 
строки (И), ... но и, по сказанному выше, она эквивалентна таблице 
вида (26) так, что переходная подстановка 5 перевсдит строки (1), ..., (1”) 
в себя; заметим при этом, что если в таблице (21) найдутся строки, 
линейно-зависимые с (1),..., (1), то подстановка 5 переводит каждую 
из этих строк также в себя. Беря в правой части (23) таблипу (26), 
эквивалентную (21), находим, что в обеих частях неравенства (23) будут 
одинаковы члены, соответствующие строкам (1:),..., (1) и всем стро- 
кам таблицы (21), ‘линейно-зависимым с (1.},..., (1). В остальных чле- 
нах неравенства (23) коэффициенты р. > 0 не могут быть все нулями 
(иначе ] не была бы положительной формой) и потому для одного из 
этих членов будем иметь Ф (1) = © (14) = М‚4а, т. е. мы доказали, 
что г-- 1 строк таблицы (241): (1;),..., р (179) = (2), содержатся 
в эллипсоиде Вл. 

Таким путем докажем, что в таблице (21) найдутся п линейно-неза- 
висимых строк (1;),..., (1), принадлежащих эллинсоиду Е»; числа [, 
стоящие в этих строках, ограничены следовательно пределом, зависящим 
только от формы Ф и числа п. Что касается остальных строк таблицы (21), 
то каждая из них выражается линейно через строки (1),... , (1"), 
причем коэффициенты в этих выражениях суть отношения двух харак- 
теристических опрэделителей таблицы (21); а так как эти определители 
для любой совершенной таблицы ограничены пределом, зависящим только 
от п ($ 3), то и для остальных элементов таблицы (21) получаем предел, 
зависящий только от Ф и п. Теорэзма доказана. 

Следствие. Если положительная форма ] принадлежит областям 
У (5) в У (55), то элементы унимодулярной матрицы 5 ограничены пре- 
целом, зависящим лишь от Ф ип. 

Пусть ] принадлежит совершенной пирамиде с таблицей (21), так 
что имеем формулу (22); по теореме 1 


а <-К. (2=1, Эка бра Чиа 
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где К =К (2, п) — постоянная. По $ 6 форма ]5-! также принадлежит 
У ($); полагая 5-1=(р;;), получим из (22) 


с 
15 У ры + + 62} , 


где числа 


д = риал - РэЦа -- ... Ри», @=1,2,... ‚в, #=1,2,... , п 


образуют совершенную таблицу, эквивалентную (21). Применяя опять 
теорему 1, имеем | '„.| < К и так как`среди характеристических опреде- 


лителей таблицы (21) найдутся не равные нулю, то получаем пределы 
для чисем р.;, что и требовалось доказать. 


ТЕОРЕМА 2. Если формл } области У ($) лежут на границе % 
и разлагается на г квадратов незавлсимых линейных функций (1 <г< п), 


то } унимодулярной подстановкой преобразуется в форму с г перемен- 
ными. 


Заметим сначала, что если }, — положительная форма спределителя 4, 
Е, — союзная с нею, ф=)7.71,-+... их, — любая линейная форма, 
то существует такое разложение |, на п квадратов, при котором один 
из квадратов имеет вид А\?. Действительно, приравнивая нулю опре- 


, а 
делитель формы /, — Кс?, находим искомое значение К И Анало- 
1“ 
гично, если } лежит на границе $ и представляется в виде 
т т 
2 
= Учи = У Ола <... Анима), (27) 
т=1 т==1 
то для любой линейной комбинации ф=1 +... +, существует 
разл. ж›ние } на квадраты вида / = К? --... Это замечание вытекает 
из предыдущего, если ввесли новые переменные а ыы Яр, я 


Приступая к доказательству теоремы, положам, что данная форма } 
имеет вид (27). Так как.} принадлежит Г ($), то для всякой формы Ф’, 
эквивалентной Ф, имеем 


г т 
и ин Од (28) 
т=1 1 

Если ни при каких { плоскость #1", |... +1", =0 нерациональна, 


то для сколь угсдно малого з (лэмма 1) мсжно найти унимодулярную 
матрицу 5, все строки которой удовлетворяют неравенствам || 
<:,...,|"+| < з; для Ф’=Фб5 правая часть (28) будет сколь угодно 
мала, а л. вая предэтавляет полежи:ельноз число. Это противоречие 
показывает, что при некоторых { форма ф= Ц". {...-Н&., имеет целые, 
без ‹б.цего делителя, коэффициенты и по замеченному выше разложе- 
ние ] на квэд^аты (27) межго заменить разложенизм вида /=е "+... 
Преобраз. вы ая т; унимодулярной подстановкой так, чтобы Ф=аи, 
можом написать {9 =е, 21+... 
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Предноложим, что уже найдены унимодулярные матрицы 65,,...,;5с 

(1 =с< г) такие, что 
751 --- 5е = еле, (ах, -- 2)... Рес (Та ЕР... Е Ть, ее Ее) 2 
- (Был д -- ... Е ею п) Е > Е (Ех, -- 2% - т.) й (29) 


причем 
= ВЕ ро НОЯ ЗА ‚› Фг-с = Я. сроа = - > - ых» (30) 


— независимые формы переменных 211,..., 2. Форма (29) принадлежит 
области И (95, ...9‹) ($ 6); обозначая поэтому через Ф; форму, союзную 
с 95,...5, и через Ф. — любую эквивалентную Ф., имеем неравенство 


ее (4, бр. . те Чао оо бен, ПО Е 
лю ие О бы 


ТС-+1 


о енот о ость 10 зао ре 


т=с-+1 


Применяя это неравенство к форме Ф.=Ф.У, где Х— унимодулярная 
матрица вида 


[10... О зе ое И у 
О ось @ бы сре с 
о О Ре (31) 
| 00 0 пс . Эт } 
получим 
а : 
о ся — — Ф. (бл - би са ьена- Е бщюбть › - бис > 
чИ=о--Т Т=с-1 
НЕ са Зелена ... Е тибе Я ее оо = 
обе п ЗАОНЯ ас $то са... + ит) (32) 


Рассмотрим линейные формы (30); если ни при каких форма 
9... -Ь-с®,_с не равна форме с целыми коэффициентами, то для 
сколь угодно малого з найдем, по лемме 1, унимодулярную матрицу 


56-1, с+1 +... бет 


строки которой удовлетворяют неравенствам |, | в, ..., |®,_с| <, 
и, по лемме 2, прямоугольную матрицу 


$1, ›.. бт 


бе, 6+1 ... ст 
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строки которой удовлетворяют неравенствам 


| Зил ЗЕ бил, с-181, са Е > -- биол | < $, ...) бте Е бт, себе, са ... 
= -- битбет | < 5, ЕО а Г 
применяя неравенство (32) к соответствующей матрице (34), получим 


в правой части опять сколь угодно малое, а в левой — положительное 
число, что невозможно. Итак, при некоторых # имеем 


Не -... Вс = Ре е-а-- ... -Р Ри, 


где р— целые числа без общего делителя. Полагая 


т 


р Вис (Еиаж ... - пит) = Меча: Е ... Е Леа Яе-- 


т=с-1 
= Роса а ььь Ри, 
можем заменить разложение 
(са, 21 ЭВ сео 98 бет и ... - (нь ... + нь) 

разложением вида 

Фе-1 (Теча 2-Е... Е еее Рена... 4 Ри)... 
Преобразуя 2‹11,..., т» унимодулярной подстановкой в переменные 

о РечаЖена Е ... -- Ро, ое > В 
найдем 
2 
151 ... ее = е 21-Е 25. Че (Чет Е 
НЕ (Теа НЕ ооо Нч 2611) а 65 


Матрица 5,...5, и будет искомой унимодулярной матрицей, перево- 
дящей ] в форму с г переменными. Теорема доказана. 

Следствие. Если } принадлежит И ($) и лежит на границе конуса $, 
то через точку | проходит бесчисленное множество плоскостей вида 
(7, ФУ —Ф) =0 (»— унимодулярная матрица). 

По теореме 2 для некоторой унимодулярной матрицы $ имеем 


у 
ла, п. 
ТП=1 


Полагая Ф5’-1—=Ф, , имеем для всякой эквивалентной формы Ф; = Ф, У 


а ТОТ 5. ОУ ОАО 07220} 5 33) 
Т-=1 Т=1 
Примем за УХ матрицу вида 
[1 05а бт у 
0 . . 1 бт, т-1 ... бути, 
У ово со Зе-1, та +. бт 
(0 а 0 бт, та ... бт ] 


Для всех таких матриц неравенство (33) обращается в равенство. След- 
ствие доказано. 


№ Известия АН, Серия математическая, № 1 
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Конечность числа граней пирамиды У ($) 


& 8. Пусть Х-— унимодулярная матрица, для которой ФХ, + Ф. 
Плоскость (/, ФУ, —Ф)=0 назовем гранью области У ($), если суще- 
ствует положительная форма /› из У ($), для которой в неравенотвах 
(, Ф) < (д, ФУ) равенство имеет место лишь при ФУ =Ф или ФУ = ФУ,. 

1. Если для положительной формы % из У ($) некоторые из неравенств 
(›, Ф) < (Ф,ФХУ) обращаются в равенства (именно, при Х=У.,...,Х)), 
то одна из плоскостей 


(ФУ. —Ф)=0 т. 0 (34) 


будет гранью У ($). Можно предполагать, что Ф, ФУ,, ..., ФУ, различны. 
При / =1 утверждение очевидно; при {>> 1 заметим, что ($, ФУ„ —Ф) >0 
[3) $ 5], и рассмотрим линейные (в коэффициентах ]) формы 


‚Фу, 
о ОН 2, ы „Де (35) 


Эти формы различны [1) $5] и обращаются в нуль в точке }=%. 
Поэтому в скрестности ф можно найти точку Ф’ такую, что значения 
форм (35) при }=Ф’ все различны и сколь угодно близки к нулю; 
пусть наименьшее из них соответствует значку т=1. Положим 

(+, ФУ, —®) 


1 е-ф,%-$ 


тогда для формы к =(1—Йо-+ Ш” имеем 
(, Ф.-—Ф)=0, (д, 22„—$)>0 (т=2....,1. 


Кроме того точка /› (сколь угодно близкая к $) удовлетворяет вместе 
сфи всем неравенствам (, Ф) < (д, ФУ), в которых ФУ». Е Ф, ФУ,, ... 
...ФУ; [2)$5]. Итак, плоскость (}, ФХУ, —Ф) 0 есть грань У ($). 

2. Если положительная форма ф не принадлежит У ($), то найдется 
грань, для которой ($, ФУ, —Ф) < 0. Рассмотрим отрезок (1 —Во- 
+ & (0<=1+=<1); по условию, существуют плоскости (}, ФУ—Ф) = 0, 
пересекающие этот отрезок во внутренней его точке, и так как число 
этих плоскостей конечно, из них можно выбрать одну или несколько, 
пересекающих отрезок в ближайшей к ф точке. Из этих последних 
плоскостей по предыдущему замечанию одна будет гранью, что и тре- 
бовалось доказать. 

Из доказанного замечания вытекает существование граней У ($) 
[так как по $ 6 существуют положительные формы, не принадлежащие У ($)]. 

3. Если ф—форма области У ($), лежащая на границе %, то суще- 
ствуют грани У ($), проходящие через точку ф. По следствию из тео- 
ремы 2 ($ 7) существует бесконечное множество плоскостей вида 


(1. Ф„-Фем (0-1 23.., (36) 


проходящих через ф. Возьмем одну из них (}, ФУ, —Ф)=0; так как 
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это плоскость гиперболическая для 3% [1) $ 5], то на ней лежит поло- 
жительная форма ®. Пусть 


(7, Ф.—$)=0 (5=1,2,...,Д 


—все плоскости, отличные от (36), для которых (®, ФУ. —Ф) < 0; так 
как для этих плоскостей (у, ФХУ, —Ф) > 0, то при достаточно малом & > 0 


ооо обо ее А 


Тогда про форму ®'’=(1—В-Р2% можем сказать, что она лежит на 
одной из плоскостей (36) и что неравенство (®’, ФУ—Ф) «0 может 
иметь место лишь для плоскостей (36). Соединяя, наконец, точки ®’и © 
отрезком и рассуждая, как в предыдущем замечании, докажем, что одна 
из плоскостей (36) есть грань. 

. На основании замечаний 1, 2, 3 легко доказать, что из неравенств 
(7, ФУ —Ф) >0, определяющих область Г ($), можно удержать лишь те, 
которые соответствуют граням Г ($). Возьмем какую-нибудь грань 
и напишем уравнение ее в виде (7, Ф5’!—Ф) =0 (5 -— унимодулярная 
матрица); для некоторой положительной формы }› имеем 


(№, Ф) = (д, Ф5'—*) < (ф, ФУ) при ФУ = Ф, $5’. (37) 


Отсюда прежде всего вытекает, что /› принадлежит областям У (9) 
и У ($5), так что элементы матрицы 5 ограничены некоторым пределом 
(следствие из теоремы 1, $ 7). Таким образом, число граней У ($) конечно, 
т. е. И ($) есть обыкновенная линейная пирамида. Далее, из (37) выте- 
кает, что плоскость (}, Ф5’-'—Ф) =0 является гранью и для пирамиды 
У (+5), причем И ($) и У ($5) соприкасаются по этой грани; внутренние 
точки этой грани не принадлежат, кроме У (9) и И (95), никаким другим 
пирамидам И (5%). 

$ 9. Докажем, что всегда существуют ребра пирамиды У ($), лежащие 
на границе конуса №. Рассмотрим луч в 5, идущий из начала координат 
в точку вида К =(9:2.-+ ... +97); легко видеть, что существует 
касательная к % плоскость, не имеющая с $} общих точек, кроме точек 
луча /›. Поэтому, для того чтобы указанный луч был ребром пирамиды И ($), 
необходимо и достаточно, чтобы |› принадлежала У ($). Если }› при- 
надлежит У ($), то по теореме 2 ($ 7) % унимодулярной подстановкой 
приводится к виду а21, т. е. 4:,...,4» можно предполагать целыми 
числами без общего делителя; далее, Ф(1:) < Ф’(9:) для любой эквива- 
лентной Ф формы Ф’. Эти неравенства равносильны тому, что Ф(4:) есть 
минимум формы Ф для целых аргументов. Итак, луч #(9.2.- ... Е 9}? 
(025 о) на границе $ является тогда и только тогда ребром У (7), 
когда числа (1,...,4» целые и дают представление минимума формы Ф. 

$ 10. Если Ф- положительная Форма, обладающая аутоморфиз- 
мами ($ 6), то очевидно можно найти сколь угодно близкие к $, экви- 
валентные и различные между ссбою Формы, так что ни при каком 
выборе фундаментальной области У группы С» точка ф не может лежать 
внутри 7. Напротив, если $ не гмеет аутоморфизмов, то из изложенного 


4* 
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выше вытекает, что существует выпуклая линейная с конечным числом 
граней фундаментальная область С„ (именно, И ($)), внутри которой 
лежит ф. Эта теорема дает ответ на вопрос, предложенный мне Б. Н. Делоне. 
При п=2 фундаментальную область группы С, дают условия при- 
ведения Лагранжа 
0 = 2а,, < а, <= а». (35) 
Граница этой пирамиды сплошь состоит из форм, обладающих аутомор- 
физмами, откуда вытекает, что другой связной фундаментальной области 
группы С,, кроме пирамиды (38) и ей эквивалентных, не существует. 
На этот факт впервые обратил внимание Б. Н. Делоне [см. (2), $ 30]. 
Пусть ‹— форма без аутоморфизмов и У— одна из подстановок, для 
которых (}, ФХ —Ф) =0 есть грань У ($); очевидно при всех бесконечно 
малых изменениях © подстановка Х сохранит свое значение для области 
У ($). При этом, ‘если п>2, то положение плоскости (}, ФХ—Ф)=0 
может быть изменено надлежащим изменением формы ©. Итак, фунда- 
ментальная область группы С„ при п>2 может меняться непрерывно. 
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В. УЕМКОУ. ОВЕВ РЕ ВЕБОСТ ОХ РОЗИТУЕВ ООАБВАТЬСНЕВ РОВМЕХ 
ГОЗАММЕМКАЗЗОМа 


Ез зе С„ ае Сгирре ег ипипода]атей сапа сев Зарзиаиопет 


- : пей т: : 
уоп п УегапаегИсвеп х,,..., 2», 8 — 4ег ив -Анпепз1опа]!е Вацшм 


т 
Чег Кое лете аз ег розуеп аладгаизеВев Готшеп /= У) а; 5:5; 


(а; = ая). Оаз 71е] 4ег уогПезепаеп Азрец 154 Фе Ач еИиие т $ етез 
зерг аЙоететеп Еипаатен(аБегелевез ег Старре С. 

136 5 = (рн) (&,/=1,2,...,п) еше дфааагаизеве Мацмх, зо Безелсвпеп 
уг Чагсв 75 @1е Еогп /(ра,--... Рыб, ...); за }= У аут; виа 
$= У: ту яме! чфаайтайзеВе Когтеп, зо аейтегеп \ 4аз бутЬо1 
(1, <) Чите Че Когте| (4). Ез зет о еше оезеБепе розшлуе счиадгаизеве 
Еогт, Ф — те Ад]аполее, У аагсаа в Фе Сгарре Ср; Г (5) 13% а1е 
Мепое 4ег Когтеп /, мееве аЙеп Цпо]е1сВапсеп (18) сепасеп. У ($) 1% 
ег х-{асВе Еипдатепсаегесь ег Сгарре С»„(\мо х @1е Апха |. 4ег 
АщотогрЬ1зтеп уоп © 131). Оег Уег{аззег Бе\ме1зё, Чазз -Г ($) те Руга- 
14е т % шЦц ешег еп Исвеп Ап2аВ1 уоп Зецеп 13. 


ИЗВЕСТИЯ АКАДЕМИИ НАУК СССР 


ВОСЬЕТИМ РЕ ГАСАРЕМ!Е РЕЗ $СТЕМСЕ$ БЕ [/ОР5$ 


Серия математическая 4 (1940), 538—104 Земе та!ВётаНанц 


М. А. НАЙМАРК 


0 САМОСОПРЯЖЕННЫХ РАСШИРЕНИЯХ ВТОРОГО РОДА СИММЕ- 
ТРИЧЕСКОГО ОПЕРАТОРА 


(Представлено академиком И. М. Виноградозым) 


В статье вводится понятие расширения второго рода линейного оце- 
ратора и дается общий вид самосопряженных расширений второго рода 
замкнутого симмегрического оператора. В связи с этим получается ряд 
других результатов, имеющих самостоятельный интерес. 


Пусть Н — симметрический оператор в гильбертовом пространстве ® *. 
Как известно **, всякий такой оператор допускает максимальные расши- 
рения, а в некоторых случаях самосопряженные (гипермаксимальные) рас- 
ширения. При этом, однако, основное пространство $ остается неиз- 
менным, и расширение области определения Н производится, не выходя 
за пределы %. 

Настоящая работа посвящена другому виду расширения, которое 
я называю расширением второго рода оператора НЯ в отличие 
от обычного расширения, которое я буду называть расширением первого 
рода и которое получается расширением самого пространства %. Именно, 
линейный оператор А в & называется расширением второго рода опе- 
ратора А, в пространстве %:, где $, С 9, если область определения А 
пересекается с %, по области определения А, и если на этом пересече- 
нии А совпадает с А.. 

С описанным здесь переходом от А к А, часто приходится иметь 
дело при рассмотрении дифференциальных операторов, именно, при 
сужении области изменения независимых переменных. Наиболее инте- 
ресным является тот случай, когда А=Н есть самосопряженный опе- 
ратор; тогда А, — замкнутый симметрический оператор в %;. 

Здесь сразу же возникают следующие вопросы: 

1° Всякий ли замкнутый симметрический оператор имеет самосопря- 
женные расширения второго рода? 

20 Как охарактеризовать все самосопряженные расширения второго 
рода данного симметрического оператора? 

В общих чертах эти вопросы решаются следующим образом. 

Пусть Н в 9—самосопряженное расширение второго замкнутого 


* В этой работе сепарабельность $ не предполагается. 
** См. (7), стр. 90 или (16), стр. 339. 
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симметрического оператора Н, в %,. Обозначим через 9, ортогональное 
дополнение %, в %, а через Н,— оператор, определенный на пересе- 
чении $. с областью определения Н и равный там Н. Тогда значения 
Н», входят в ©, так что Н» является замкнутым эрмитовым * опера- 
тором в 5, причем его область определения а рг1ог1 не должна быть 
обязательно плотной в %5. 

Обозначим, далее, через Н, прямую сумму Н, и Нь, т. е. оператор 
в 9, определенный равенством 


Но (ДЛ) =Н Л то Нэ}», 


где Н,р, Н.Ь имеют смысл. Очевидно, НЯ, является замкнутым 
эрмитовым оператором в 9%, а Н- расширением первого рода опера- 
тора Н,. Дефектвые же пространства 9%, 9% оператора Но, т. е. со- 
вокупности векторов, ортогональных соответственно ко всем векторам 
вида (Н, —21)/, (Н, + И), являются прямыми суммами соответствующих 
дефектных пространств 9}, ЖЖ и 9%, 92 операторов Н, и Н.. 
Отсюда легко выразить Н через Н, и через изометрический оператор И, 
отображающий № =93 ФУ на 9% =9): Ф9Э. При этом И изо- 
бражается в виде матрицы || Ох» |; „—1,2 из четырех операторов, где Иж — 
ограниченный оператор из )%% в 9}. Таким образом область опреде- 
ления Н состоит из векторов вида 


1=ю—Ф-+09=А-Ь- (91 $2) + (О 11$, + 012$) + (Оз, + 9.2»), 
ФЕ, ФЕ , 


причем 


Н)= Не = 
= Я. +Н-1 (9: + 95) +2 (0 аа + 0129) +2 (И зе, + 95$»). 
Мы будем говорить, что Н, и И определяют Н. 


Оказывается, что данные Н, и 0 определяют самосопряженное расши- 
рение второго рода оператора Н, тогда и только тогда, когда 


из Дб ЕО: +9 =0 следует ==. =0 (1) 
и 
из Аб ФНО НИ», = следует | =$=9,=0. (2) 
В частности должно быть 
0.545 = 0, 051, 0, ОЪф =0, Оф +0 (3) 


при $, +0, 9. =0, Ф, = 0, ф› 0 соответственно. Отсюда следует, что 
ат У =9и09), 41195 =апи ЕР, (4) 


где апп $ — мощность полной ортонормальной системы в #. В $4 дан 
общий вид всех И, удовлетворяющих условию (3), ав $ Б— всех 0, 
удовлетворяющих условиям (1) и (2). 


* По поводу терминологии см., например, (1), стр. 387. 
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Тем самым дается решение 2°. Одновременно решается в положи- 
тельном смысле и 1°. Более того, если хотя бы одно из чисел Чт): , 
Чип 9)" конечно, то область определения Н. плотна в %5; обратно, 
для всякого Н, с плотной в ®, областью определения, удовлетво- 
ряющего (4), существует оператор О такой, что Н, и 0 определяют 
самосопряженное продолжение оператора Н,. Именно, в этом случае 
условия (1) и (2) сводятся к условию (3). Если же оба числа аа) , 
ап Г бесконечны; то для произвольного Нь, удовлетворяющего усло- 
вию (4), существует ПО такой, что Н, и 0 определяют некоторое само- 
сопряженное расширение второго рода оператора Я,. В частности, если 
т 9) =а419}: и 419): — бесконечное кардинальное число, то 
существуют такие самосопряженные расширения второго рода ЯН опера- 
тора Н,, что область определения Н пересекается с %, только по нулю. 

Распределение материала в работе следующее: 

В $1 рассмотрен наиболее общий случай, когда А — произвольный 
замкнутый оператор с областью определения, плотной в %, и изучена 
связь между А” и А!, а также между их графиками. 

В $2 строятся Н!: и 9, Е по данному Н. 

$ 3 посвящен эрмитовым операторам, область определения которых 
не обязательно плотна в рассматриваемом пространстве. Некоторые из 
полученных здесь теорем (особенно: теоремы 8 и 9) имеют самостоятель- 
ный интерес. 

В $4 рассмотрены прямые суммы операторов, в частности, как уже 
упоминалось, рассмотрен общий вид изометрических операторов И, отоб- 
ражающих 9): ФЭ% на 95 ФУ и удовлетворяющих условию (3). 

В $5 дан общий вид всех самосопряженных расширений второго 
рода данного симметрического оператора. 

Наконец, $ 6 посвящен выводу спектральных (вообще неортогональ- 
ных) разложений симметрического оператора, аналогичных разложениям 
Карлемана *. Однако связь этих разложений с карлемановскими остается 
пока не выясненной **. 

В заключение пользуюсь случаем выразить благодарность' А. И. Плес- 
неру за ряд ценных советов, данных им при выполнении этой работы. 


$ 1. Чаеть замкнутого оператора в инвариантном подпространстве 


Определение 1. Замкнутый оператор А в % с областью опреде- 
ления, плотной в ®, мы будем называть №-оператором в $. 


* Карлеман (2), часть [; изложение результатов Карлемана в абстрактной форме 


имеется также у Стона, (10) гл. 1Х, $ 3. 
** Примеч. при корректуре. Недавно мне удалось решить этот вопрос, 
а также охарактеризовать все карлеманогские спектральные разложения симметри- 


ческого оператора. Изложение этих результатов я надеюсь опубликовать в одном 
из ближайших номеров этого журнала. 


56 М. А. НАЙМАРК 


Определение 2.` Пусть А есть М№-оператор в $, а %, — замкну- 
тое подпространство в 9%. Будем говорить, что & инвариантно 
относительно А, если * 


$(4)$5, =$, и А(3(4)5) С %.. (1) 
Оператор А, в %,, определенный равенством 
А.=А на %(4)$, (2) 


мы будем называть частью А в®,, а А — расширением второго 
рода оператора А, в пространство 9. В дальнейшем термин «расши- 
рение» будет всегда обозначать расширение второго рода. 

ТЕОРЕМА 1. Пусть %, — замкнутое подпространство, инвариантное 
относительно А, и А, —часть А в ®,. Тогда А, есть М-оператор в ®.. 
Пусть, далее, Е, — оператор проектирования в Э на 9, а В, — опера- 
тор с областью определения 


> (В,) =Е.? (4А°), (3) 
определенный равенством 
В.Е {=Е.А”/, ГЕЗ(Н). (4) 
Тогда # 
Аз = В,. (5) 


Доказательство. Первое утверждение очевидно. Для доказа- 
тельства второго заметим, что при }ЕХ(А,), =Е!$Ф, ФЕЭ(А“) имеем 


(А./, Ел) = (Е. Ал}, $) = (А), 9) = ($, А'$) = (Е1\, А) = (7, Е, А'$). (6) 
Отсюда следует, что если Ех =0, тои (}, Е, А*9) =0 для всех Е ® (А), 
следовательно, в силу (6), Е. А*о =0. Это означает, что (4) определяет 
В, однозначно. Кроме того из (6) следует, что Е ФЕ ® (41) и Ее = 
=. А*о = В. Е1ф, т. е. 

ВС Аь 
следовательно ** и 
ВИ (7) 
Пусть теперь ДЕ ®(В1); тогда для всех Е! Ф, ФЕ® (А*) имеем 
(+, В! ]) = (Е1Ф, В!) = (В. Е1з, /) = (Е, А*ф, Л) =(А‘Ф, Е) = (А'Ф, 1, 


следовательно *** Е (А"") =® (А) и В! = А" } = А}. Кроме того Е %,, 
следовательно ДЕ ® (А) $, =® (А,) и В1/= А. так что 


ви 


* Здесь, как‘'и в дальнейшем, (А), У(А) обозначают области определения 
и изменения А; Е — замыкание 3 и 45% — область изменения А на %. 
** АСВ означает, что В — распирение первого рода А, т. е. (А) СХ (В) 
и 4] = В} если | Е? (42); А обозначает замыкание А (если таковое существует). 
*** В силу известной теоремы Неймана (8) для всякого №-оператора А имеет 
место равенство .4** = А. 
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Отсюда, беря », получаем 


В, = В: 52 Ат, (8) 


ТЕОРЕМА 2. Пусть 3(А)—график* А в %'=9Ф5; 3(4,), 
3 (41) — графики А,, А1 в $ ФУ, а ПИ унитарный оператор в ®’, 
определяемый равенством 


И {1,8} =, —Л. 


Пусть, далее, Е =Е, ФЕ, — оператор проектирования в ®’ на ®, Ф9:. 
Тогда ** 


3 (41) = Е1($’© 03 (4,)) = Е! (8 (4°) ФИ (3 (4)© 3 (4,))). (9) 


Доказательство. Пусть {/, } Е9’ОИЗ(А,). Тогда для любого 
УЕЗ (4,) 


0= ({7, 8}, {А/, —Л)=(, АЛ) — (во, Л) = (Еф, АЛ — (Елво, Л, 
следовательно, Е.) Е ® (А!) и А!Е./=Е, в. Это означает, что 
Е! {1о› 80} = {Е 4, Ел8о} Е $ (А), 
так что 
Е’ 00% (4,)) С 3 (43. (10) 
Пусть; обратно, {/, 2} Е 3 (4). Тогда для любого ТЕЗ (4А,) 
0= (411, о) — (7, во) = ({А/, —Л, 4, 80} = (4 АЛ, {1, во}, 


следовательно, 


{1о› 0} ЕЭ’© 03 (А!) 


{Го › 80} = Е {, 80} ЕЕ: (5’О 03 (4,)). 


Сравнивая последний результат с (10), получаем, что 


% (41) = Е! (9'’ © 03 (4,)). 


и 


Кроме того 
(5' 203 (4,)) © 3 (4°) = (5’©И3(4,)) 9 (30 03(4)) = 
— 03 (4)©03(4,)=0 (3 (4)©3(4,)), 


следовательно, 


5'003(4,) =3(4') ФИ (3(4) ОЗ (А,)) 


$ (41) = Е!(9'©03(4,)) = Е: (8 (4°) ФИ (3 (4) © 3(4,))). 


* Графиком А навывается совокупность пар вида {.А, 1Е3 (4); определе- 
ние прямой суммы пространств и операторов см. в $4. 

** Знак (Ф) обозначает прямую сумму взаимно ортогональных подпространств, 
Е — ортогональное дополнение. 
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ТЕОРЕМА 3. Всякий элемент Е ® (А!) имеет. вид 


1=Е1Ф-- Е. Ав, (14) 
где 
фФЕЗ( А‘), Е АвЕЗ(А;) (12) 
и 
АЗЕ. Ав, = — Е\ в. (13) 


Доказательство. Пусть /Е®(А!). Тогда {}, А} Е (41), следо- 
вательно в силу (9) 


{1, Аз} = Е1 ({$, А"У}-НО {8,83}. (14) 


где 


ФЕ (4"), {8,8} 63 (А) О (Аи. (15) 
Из (14) получаем 


{1, А} = Е ({Ф, А’Ф} + (8, — в} = ЕЦ 8, А*Ф— в} = 
== {Е1Ф - Е1 85, Е 4*} —Е: 8}, 
следовательно 
1=ЕФ-+ Е!) Ау=Е, А“ — Елво- (16) 


С другой стороны, Е ФЕ ЗФ (В) ® (А!) (см. теорему 1), и 
АЕ 1$ = В, Еф =Е! А“), 


так что в силу (16) 
А1} = АА ФЕ, — Ев = А! (}— Еф) = А1Е 18$. (17) 


Кроме того из (15) следует, что {в,, 8} Е3 (А); поэтому &= Ав и из 
(17) мы получаем 
А.Е, Ав = — Е во. (18) 


Утверждение теоремы следует теперь из (16) и (18). 

Теорема 3 дает возможность построить замыкание В, = А! опера- 
тора В,; более полные результаты получаются, если А — самосопря- 
женный оператор. 


$ 2. Свойства чаети самосопряженного оператора 


ТЕОРЕМА 4. Пусть Н — самосопряженный оператор в 9, 9 — 
замкнутое подпространство, инвариантное относительно Н, и Н,— 
часть Н в %,. Тогда Н, — замкнутый симметрический оператор в %;,; 
он является самосопряженным в том и только том случае, когда 9, 
приводит Н. 

Доказательство. В силу теоремы 1, Н, есть М-оператор в %;. 
Так как, кроме того, Н, равен в своей области определения само- 
сопряженному оператору Н, то он — симметрический. 
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Пусть теперь Н, — самосопряженный оператор. Тогда 
Н=Н!: > В,, 
следовательно, если ДЕ Ф(Н), то Е} ЕХ (В) С ®(Н) и 
Ва Ну = ЕН“) = В.Е) = Н.В] = НЕ}, 


т. е. $, приводит Н. Обратно, если $, приводит Н, то очевидно 
что Н, — самосопряженный оператор в $.. 


ТЕОРЕМА 5. Пусть Н, %$,, Н,—те же, что и в теореме 4, а .— 
произвольное комплексное число такое, что Г (}.) 0. Тогда всякий эле- 
мент ДЕ »(Н!) представим в виде 


1=Е-- $, (1) 
где ФЕЗ(Н), а % удовлетворяет условию 
НЕ ф=. 
Доказательство. Пусть }Е® (Н!); положим 
фФ=(Н—^1)-1 (Ну — 1) }. 


Очевидно, ФЕ ®(Н) и, по теореме 1, 
Н1Е 1? = Е: НФ, 


следовательно 
(Н1-— М) Еф = Е, Не —\Ее=Е,(Н — 34) =(Н: 21). (9 
Положим 
Е. 
тогда 


}=ЕФ-+$,  ФЕЗФ(Н); 
кроме того из (2) получаем 
(НЗ— 4) ф=(Н:— М4) (1—9) =0,  Н№=М. 


ТЕОРЕМА 6. Пусть Н, $, Н, и Х—те же, что и в теореме 5. 
Тогда для всякого элемента Ф, удовлетворяющего условию Н1ф=)^Ф, 
существует последовательность »ЕФ(Н) такая, что * 


Е Ни = ЛЕ; о = Шип Ел}. (3) 


Доказательство. В силу теоремы 1 существует последователь- 
ность 2. Е®(Н) такая, что 


Е 1—4, В:Е1 в = Е.Н8® —>Н1$ = №, 
(следовательно 


Е, (Н— №) в, —>0. 


* Во всей этой работе, если не оговорено 06060, предел рассматривается 
в смысле сходимости по норме (т. е. сильной сходимости). 
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Положим 

Фи = (Н —^1) 1 Е, (Н — 1) 6»; 
тогда ф,Е®(Н) и, в силу непрерывности (Н —*41)-1, ф„—>0. Кроме 
того 


Е (Н— 1) 9, = Е, (Н — 4) в» 
следовательно 


Е, (Н— №4) (8, — №») =0. 
Отсюда, полагая [= 2, —Фи, имеем 
№Е®(Н), ВН = МВ 
2 Ем = Е. — Вт Еф, =%Ф—0=%. 
Следствие 1. Всякий элемент }Е Ф(Н!) представим в виде 
1 = Е1® $, 

ге ФЕЗ(Н), а Ф есть предел последовательности Е} такой, что 
»ьЕЭ(Н) в ЕН =лЕЬ: 

Это следствие непосредственно получается из теорем 5 и 6. 

Следствие 2. Пусть $ и 3}, — совокупность векторов Е З(В,) = 


=Е®(Н) и «Е ЗФ(Н!), удовлетворяющих соотношениям 


В. =, Ш е=^8 
Тогда 
У. = У. (4) 


Это следствие является простой перефразировкой теоремы 6, ибо (3) 
можно переписать в виде 


В =, ф= ШИ Фи, и = Ешь. 


ип-—со 
Следствие 3. Если для какого-нибудь » (1(^)-0) $, конечно- 
мерно, то И: =В.. 
Доказательство. В самом деле, в этом случае 


3% == с< Е.Ф (Н) = (В,). 


С другой стороны, согласно теореме 5, всякий элемент }Е®\(Н!) 
имеет вид 
7=Еф-- ЗЕ ЭН) ФЕТ, 
следовательно 
Е (В), 
так что 
> (В) =®(Н!), В, =Н:!. 
Следствие 4. Если для какого-нибудь Х (1(^) = 0), = (0), 


то Н — максимальный оператор, дефектная полуплоскость которого 
не содержит ^. 
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В самом деле, в этом случае $, = 5% =(0) и полуплоскость, содер- 
жащая ^, не является дефектной. 

Следствие 5. Если для \, с 1(%,) > Ошдля №, с Г(\,) < 0 9, = 
= У», = (0), то Н,—самосопряженный оператор в $1 и %, приводит $. 

Согласно следствию 4 обе полуплоскости не являются дефектными 
для Ни, так что Н — самосопряженный оператор в %,. Поэтому %, при- 
водит Н в силу теоремы 4. 

Пример 1. Пусть $ — совокупность функций }(2) с суммируемым 
квадратом модуля в интервале (— со, со), ® (Н) — совокупность {1 (2) Е $, 
абсолютно непрерывных в любом конечном интервале и таких, что 


Г (5) 65. Для ](х) Е ®(Н) положим 


ма 
но = 9; 


как известно, Н — самосопряженный оператор в 9%. Пусть %, — сово- 
купность функций 9(7) с суммируемым квадратом модуля в интер- 
вале [0,1]; мы включим %, в 9%, отождествляя 9(5) с функцией 
7(х)Е 5, определяемой равенствами 
Ф(х) почти всюду в [0,1] 
Я 
7(=) 0 » » вне [0,1]. 
Очевидно, 9,-® (Н) состоит из функций $ (2), абсолютно непрерывных 


в интервале [0, 1], равных нулю на концах [0, 1] и таких, что ©’ (7) Е 
Е 9,:; следовательно 


Е. 


Кроме того если $ (5) Е 5..3 (Н), то © (1) =0 вне [0, 1], а значит и 


На = 17 =0 вне 0, 1} 


т. е. Н]}(2)Е%.. 
Таким образом 9%, инвариантно относительно Н и часть Н, опера- 
тора Н в %, определена в 9, .®(Н) равенством 


О 
В силу теоремы 4, НЫ, — замкнутый симметрический оператор в %.. 
Далее, ® (В,) =Е.® (П’) =ЁЕ3(Н) состоит из функций о (2), абсолютно 
непрерывных в интервале [0, 1] (без условия © (0) =о (1) =0) и таких, 
что ©’(7)Е®:, причем В, определен для ФЕ3(В,), о=Е!], ДЕ ®(Н) 
равенством 


й рат (© . 4%: 
Вуе (2) = В,Е/ (2) = ЕАН 1 (+) = — Её “И с 


Найдем теперь %›. Если © (2) Е, то 


следовательно 
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Таким образом 53$} одномерно; поэтому У = и Н! = В, (ем. след- 
ствие 3), так что В, замкнутый оператор в $:. Полагая ^=-а, 
получаем, что индексом дефекта ИН; является (44). 

Пример 2. Пусть & и Н те же, что и в примере 1, а &, — сово- 
купность функций © (2) с суммируемым квадратом модуля в интервале 
[0, -- оо). Мы включим 9, в %, отождествляя Ф (2) с функцией 


Ф(х) почти всюду в [0, + 05), 


= @: 5 » вне [0, оо). 


Легко видеть, что и в этом случае ©, инвариантно относительно Н, 
причем ®(Н,)=®(Н)-$, состоит из всех $(2)Е$:, абсолютно не- 
прерывных в любом конечном подинтервале интервала |0, -- оо), рав- 
ных нулю при 7==0 и таких, что $’ (2) Е 9, а 


‚ до (5х) 
Н\$ (2) = —# = 


Далее, ® (В,) =Е®(Н) состоит из всех 9$ (2) Е $, абсолютно непрерыв- 
ных в любом конечном подинтервале интервала (0, -- со) (без условия 
ф (0) =0) и таких, что $’ (5) Е 51, а 


В: $ (2) = —1 р. у 
Если $ (5) ЕЖ-4, то $(х) =Се и 9(1)6%, только в том случае, когда 
С=0; следовательно = (0). Если же х(1) =, то $) =Се-* 
и $(т)6$, при любом С; следовательно 5$}; одномерно. Поэтому Н1= 
= В,; В, —замкнутый оператор и Н, — симметрический оператор * с ин- 
дексом дефекта (0, 1). 

Пример 3. Пусть $ — совокупность функций }(5, у) с суммируе- 
мым квадратом модуля в [(— ©, оо), (—<5, - о5)], а ® (ИН) — сово- 
купность ] (т, у) Е и удовлетворяющих следующим условиям: 

1) почти для всех у функция ] (5, у) абсолютно непрерывна в любом 
конечном интервале & == в; 

2) почти для всех значений х функция }, (х, у) эквивалентна ** функ- 


ции, абсолютно непрерывной в любом конечном интервале & < у = В; 
3) /хи(2, )ЕЗ. 
Для /(х, у) 6ЕЗ(Н) положим 


НКх, у) = ху (т, у); 


легко видеть, что Н — самосопряженный оператор в %. 
Пусть 5 — совокупность функций $(х, у) с суммируемым квадратом 


модуля в квадрате [[0, 1]; [0, 1]. Мы включим ©, в &, отождествляя 
ф(х, у) с функцией 


* Как известно, И,—так называемый элементарный (т. е. неприводимый с ин- 


дексом дефекта (0, 1)} симметрический оператор. См., например, (19), теорема 10.8. 
** т. е. почти всюду равна. 
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54 Ф(т, у) почти всюду в [[0,1]; [0,1], 
ПАО оц млЬНЫмО 9 [01 


Тогда 9, инвариантно относительно Н; ®(Н,!) состоит из всех функций 
Ф(х, у) Е 8:1, удовлетворяющих следующим условиям: 

а) почти для всех у функция о (5, у) абсолютно непрерывна в ин- 
тервале О=х=<1; 

Ь) почти для всех х функция $. (т, у) эквивалентна функции, абсо- 
лютно непрерывной в О<=у=—1; 

6) Фли (х, У) Е 91; 

4) $ (5, у) =0 на границе [[0, 1]; [0, 4]. При этом 

Ну (т, у) = Фи (т, У). 

В силу теоремы 4, Н, — замкнутый симметрический оператор в %.. 
Далее, 3 (В,) =Е.Ф(Н) состоит из всех функций Ф(т, у) Е ©., удовле- 
творяющих условиям а) —с), причем 


В; © (5х, У) = фхи (х, У). 


По теореме 1, И; = В,, причем замыкание оператора В, можно построить, 
пользуясь следствием 1. В данном случае, как показал Гальперин *, 
можно также положить ^Х =0, однако в общем случае этот результат 
не имеет места. В самом деле, если бы в следствии 1 всегда 
можно было положить ^Х=0, то вышло бы, что оператор В, замкнут, 
если 5, = (0). Однако ниже мы увидим (см. добавление), что суще- 
ствуют операторы Н в % и такие подпространства %,, инвариантные 
относительно И, что 4 =(0), в то время как В, = В.. 


$ 3. Эрмитовы операторы в гильбертовом пространетве 


Определение 3. Линейный оператор Н в ® мы будем называть 
эрмитовым, если для любых двух элементов }, Е ®(Н) 


(НУ, 8) = (1, Ив). 


Очевидно, эрмитов оператор является симметрическим в том и только 
в том случае, когда 9(Н)=5. 


ЛЕММА 1. Пусть Н—эрмитов оператор в 5. Определим опера- 
тор Инв \ (Н—1) равенством 


Ин (И—и)7=(Н-И)/,  16Е3(Н); (1) 


тогда Ин — изометраческий оператор с областью определения \(Н — 11) 
и изменения Ж(Н-И), причем 


из И нФ=о® следует $=0. (2) 


* См. (3), теорема 3. 1. 
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Обратно, если И —произвольный изометрический оператор в 5, удовле- 
творяющий условию (2), то существует эрмитов оператор Н такой, 


что П =ПОн. При этом 
ъ(Н)=%(0—1,  Н(09—9=и ИФ) (3) 


и соответствие 
Н-—Он 


взаимно однозначно. 


Доказательство этой леммы получается непосредственно из опреде- 
ления Ц через Н. 


Определение 4. Оператор Ин, определенный в лемме 1, мы 
будем называть трансформацией Кели оператора Н. Введем 
обозначение 

[41=\(Н--И), [=%У (Н- И). 
Подпространства 
- - + 
=5ог, Э=5оГ 
мы будем называть дефектными подпространствами опера- 
тора НЙ, а пару (т, п), где* ш-=ана 5%, п=ашт 9’, индексом 
дефекта Н. 


ЛЕММА 2. Пусть Н, Н,—эрмитовы операторы, ан, Ин, —их транс- 
формации Кели. Тогда соотношения 


Н (© И. Он (2 Он, 
эквивалентны и Н замкнут тогда и только тогда, когда Он замкнут, 
т. е. когда [4, [/ замкнутые подпространства в У. 
Доказательство этой леммы мы опускаем ввиду его очевидности. 
ЛЕММА 3. Пусть Н,—замкнутый эрмитов оператор в 5; \, 9 — 
его дефектные подпространства, а Н—его самосопряженное расширение 


первого рода, т. е. самосопряэженный оператор в ®, удовлетворяющий 
условию НОН.. 


Тогда (Н) состоит из элементов }, представимых в виде 


1=А-- 0$, (1) 


где НЕЗ(Н,), ФЕ, а И — изометрическое отображение 34; на 
Э: такое, что из 


ОО позе © О Е (5) 
следует 


* 41 3% обозначает мощность полного ортонормального базиса ‘в замкнутом 
пространстве 3%. 
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при этом 
Н}= Не Ио. (6) 


Обратно, если И —изометрический оператор, отображающий 9): 
на 3: и удовлетворяющий условию 15), а Н—оператор, определенный 
равенствами (4) и (6), то Н—самосопряженное расширение первого рода 
оператора Н;. Полученное таким образом соответствие между Н в П 
взаимно однозначно. 

Доказательство. Пусть Н—‹амосопряженное расширение пер- 
вого рода оператора Н,. Тогда Ин - унитарный оператор и Ин ->Он.. 
Так как Ин отображает Гл =® (Ин,) на [1 =% (Он,), то он отображает 
также 9), =©О Г, на Е! =5ОГ!. Положим 0 =н на 9); тогда 0 
изометрически отображает У\; на 3} !. Кроме того первое из равенств (5) 
перепишется в виде 


Он (из) = $; 
в силу леммы 1 отсюда следует, что 9 +о=0. Так как $, 1$, то 
«ч=о=0, так что ( удовлетворяет условию (5). %(Н) состоит из эле- 
ментов / вида 

1=Ин—%, Е (Он) =5 

и 

Н}=Е (фу). 
С другой стороны, так как ® (Ин,) ФУ; =%, то ® можно представить 
в виде = о, 3 Е» (Пн,), < Е');; следовательно 


7=Он (и —(ы-Е9)=Ов и бо-е=р-э- 0, 


где 
И Он - МЕХ (В), 

и 
Ну= Он (3) + (а з)1= а (Ин 9) +8 + Из = + 0%. 

Пусть, обратно, ( — изометрический оператор, отображающий 3}; 
на №, и удовлетворяющий условию (5). Тогда оператор И’, определен- 
ный во всем $ равенством 

(ие =Он а 0%, 9 Е (0н,), ФЕ Ж, 

будет, очевидно, унитарным оператором в $, удовлетворяющим усло- 
вию (2). Поэтому П’=Ин, где Н — некоторый самосопряженный опера- 
тор в %, и НОН,, в силу Ин 2 0Он,. Кроме того из построения 
П' —Ин ясно, что Н задается равенствами (4) и (6). Оператор И опре- 
деляет, очевидно, Н однозначно; с другой стороны, разным 0 соответствуют 
разные Ин, а следовательно разные ИМ по лемме 1. Таким образом 


соответствие между Н и 0 взаимно однозначно. 
Замечание. Мы определили (Ин равенством (1); но можно было бы 


ввести оператор Ин, полагая 
Ин (НИ) = ‘ (7) 
так что 


Таба, (8) 


5 Известия АН, Серия математическая, № 1 
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Легко проверить, что леммы 1, 2, 3 будут верны и в этом случае, если 
только всюду поменять & на —# местами. Так, например, если Н, и Н 
те же, что и в лемме 3, то ®(Н) будет состоять из элементов } вида 
{= -—Ть, (9) 
где  Е®(Н,), ФЕ +, а У— изометрический оператор, отображаю- 
щий 9}! на 9}; и такой, что 
из Ун1: + Уф= 91-9, 9 Е 1л, ФЕД следует 1 =Ф=0; (10) 
при этом 
Н7= Н.- 1 (+ Уз). (11) 
Отметим, что если У и О соответствуют одному и тому же Н, 
то У=0-1. | 
ТЕОРЕМА 7. Пусть Н — замкнутый эрмитов оператор в 9%. Тогда 
ъ(Н).Ж => (Н). 9 = (0), (12) 


®(Н) + => (Н) + =5. (13) 
Доказательство. Пусть ДЕЗ (Н) - 3); тогда 1 [= (Н- И). 


В частности. 
(НУ-ЕКЬЛ=(НУ-и, Р=0. 


Так как (Н, /) и (}, /) — действительные числа, то из этого равенства 
следует, что (], /) =0, а значит и /=0. Таким образом ® (НВ) - Е = (0); 
аналогично доказываем, что и ®(Н). ЗЕ = (0). 


Пусть теперь 1 ® (Н) {+3}. Тогда в частности } 1 9), а значит, 

в силу ламкнутости Н, 

199% == (Н-й). 
Поэтому } представим в виде 

{=Н8—8, 86%(Н). 
С другой стороны, } 1 ®(Н), а значит } | в, т. е. 
(Нв, в) — (в, в) = (Нв— в, в) = ($, в) =0. 
Отсюда, как раньше, заключаем, что =0, следовательно и 
1=На-е=0. 

Таким образом из } 1 ®(Н)--% следует }=0; в силу известной 
теоремы Рисса (9) отсюда вытекает, что ®(Й)--)} =5. Аналогично 
доказываем, что и ® (Н) |+} + =®. 

ТЕОРЕМА 8. Если Н — замкнутый эрмитов оператор в ©, то $(Н), 


и * 


3, + — линейно независимы тогда и только тогда, когда ®(Н)=®, 
т. е. когда Н — симметрический оператор. 

Доказательство. Если Н — симметрический оператор, то, как 
известно, ® (Н), }-, 3% линейно независимы. Пусть, обратно, ® (Н), 
3), У" линейно независимы. Положим ® (4)=®(Н+УЕ-УЕ и опре- 
делим оператор А следующим образом. 


* Если Ж и ХФ — два линейных многообразия в 9, то Ж- 5% обозначает сово- 
купность всех элементов вида ох -- ф, %Е%%, фЕХ. 
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Если ДЕ 3 (А), то, в силу линейной независимости ® (Н), 9, %*, / 
однозначно представим в виде 
1=Е+9-+$, ЕЕФ(Н), ФЕ, ФЕ", (14) 
и мы полагаем 
А} =Неё—ю- в. (15) 
Так как представление (14) однозначно, то (15) определяет А одно- 
значно и, согласно теореме 7, 


$23 (4) = (Н) Е ЗЕ > (В) + =5, 


% (А) =®. (16} 
Докажем, что А — замкнутый оператор. Пусть »Е® (А), т. е. 


=, ЕФ(Н), ФЕ), Е 


так что 


и у 

п—>/, Ар= Ни — НИ А. (17) 
Тогда 

А» — и = (Н Ев — 8) — 2 — № — 

Ар Ив = (И, 48") 2 —> На - 
Но 


Ни — 28.6 Г., — 24%» ЕС, 
1 5 
следовательно, вводя обозначение * х, = > Рэз- (№ —2/), в силу непре- 


рывности Рул-, имеем 
р . 1 з 
== — п Ра- (41. —/) > — зРа-и-ИМ=Ф, |) 


1 . 
причем 9% Е”. Аналогично, вводя обозначение -Рул+ (№ 1/0) = Фо Е 


получаем 

фи Ра» (Аи Ин) —> Рав (№ +) = (19) 
Положим 

= -— Фо — Фо, 80 = № 0 — #0; 
тогда из (17) — (19) следует, что 
®=р—т%-— %—Л^-—%—%=8, 
Нёь = АЙ, — ю-+— = 80. 

В силу замкнутости Н отсюда следует, что &ЕФ(Н) и 80 = Нео, сле- 
довательно 


= -+%-%Е% (4) 
ы * . 
Ар = Но — 0 + = 80 — 0-Е =, 
так что А— замкнутый оператор. Комбинируя этот результат с (16), 
получаем, что А есть М-оператор в У. Но в таком случае ** А” также 
М№-оператор в 9. Докажем, что А”=И; тем самым будет доказано, 
что Н есть М№-оператор в ®, а следовательно что ® (И) =5. 


* Рул обозначает оператор проектирования на 2%. 
*+ См. (8), теорема 2. 


5* 
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Прежде всего для 
1Е9(4), /=в-+{9-1, ЕЕФ(Н), ФЕ, ЗЕ и РЕЗ(Н) 
имеем © | Н&’ —18'’; отсюда 
(в, НЕ) РЕ, 60, 1, Ее 
и аналогично 


Поэтому 
(А}, &') = (НЕ -\, #') =(Н&, о (9, Е) Е (ф, 8’) = 
= (5, На’) - (®, Нз’) + ($, Н 8’) = (7, Н=’), 
так что 
ИЕ В (20) 


С другой стороны, если #6? (4“), то для всех 


1Е% (4), 1=Е-то-0, ВЕЗФ(Н). $69, 56 
имеем 


(АЛ, №) = ($, А"^), 


(Нет, = (вто, АТ. (21) 
Полагая, в частности, <=0, »=0, получаем, что 
—1(%, й) == (=. А“й), (=: 4*п— 1) =0; 
следовательно А“ —{1ЕГ.. т. е. имеет вид 
А*й—1= НН’ —1', “"ЕЗ(Н). (22) 
Аналогично, полагая е=0, о=0, получаем, что 4-Е ЕЛ 
довательнео. имеет вид 
Д-Р = Ню" ЕН» (23) 
Полагая теперь ="%=0, получаем, что 
ЕО -Е 
следовательно, в силу (22), 
(НЕ -ав, п) = (5, АВ) (в, — я (д, ит) = (в, На’ — м) = 
= (в, Н 8’) (8. 8”) = (Нав. ©). 
Отсюда следует, что 
(Нем, 1—8’) =0 для всех вЕЗ (ПМ), 


= ЕЖЕ, ПЕ. (24) 
Аналогично, в силу (23), имеем 
(НЕ, №) = (8, А"В) + (в, 1) = (4, АВТ) = (в, На" к 
= (в, 98”) + (— 28,5") = (8 —8,0”) 
отсюда, как и раньше, заключаем, что 
Те (25) 
Сравнение (24) и (25) дает 


р о й ” р и х. 
пы” И -н=6,; 
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в силу предполагаемой линейной независимости ® (Н), 9}, &', отсюда 


следует, что 


а значит 


и [ем. (22)] 
Не, АН 


Таким образом А'С.Н; комбинируя же это соотношение с (20), 


получаем, что А*=Н, и теорема 8 полностью доказана. 


ТЕОРЕМА 9. Если Н — замкнутый эрмитов оператор в ©, то всякий 


элемент }ЕЗ\(Н) - (9% +9’) представим в виде 
/=+Ф—Хф, 


где Х — некоторый изометрический оператор с областью определения 


3 (Х) = 09 > (Н)) и изменения $ (Х) =" 9 + Э(Н)). При этом, 


если ФЕ -, то Хэ=х. 


Доказательство. Пусть 0 =Ин — трансформация Кели Н. Если 


1Е®(Н) : 9-9), то 1ЕЗ(Н), следовательно представим в виде 


Ио се С. 
С другой стороны, /Е9}{ 9)”, следовательно имеет вид 


}=Ф-ф, ФЕ, 69, 


так что 
ОЕ. 
Отсюда 
А 
и 
ЕР = [О — УР. 
Так как 


фу 8, фт Ое и |П&|=|8|, 
то последнее равенство перепишется в виде 
= Р-Р, 
откуда 
[Ф|=|4ф1. 
Положим 
ф= — ХФ; 


в силу (26) Х — изометрический оператор и { представим в виде 


Ее 
Если ФЕ®(Х), то }=з— ХФЕХ(Н); следовательно 
$=/-+ ХФЕФ(Н) +", +6, 


т.е. ФЕ) - (9 +>(Н)). Обратно, если ФЕ (®(Н)-+ 96), то 


ФЕД, э=ф-Е, ФЕ, ЕЕЗ(Н); 
следовательно 
8=Ф—фЕФ(Н) . 9+9), 
так что ФЕ (Х). 


(26) 


(27) 
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Таким образом ® (Х) = (+ ®(Н)). Аналогично доказывается 
утверждение относительно 5% (Х). 

Пусть теперь $6) .3)%"; тогда ФЕ ® (Х) и з— ХФЕХ(Н). С другой 
стороны, $9", ХЕ, так что и ф— ХЕ. Согласно теореме 7 
отсюда следует, что 


ф— ХФЕ® (Н) -9 "= (0), э- Хе=0, = Хе. 


$ 4. Прямая еумма гильбертовых пространетв и операторы © облаетью 
определения в одной прямой сумме проетранств и изменения в другой 


Определение 5. Прямой суммой $, Ф®, двух гильбертовых 
пространств 9, и $. называется совокупность пар {7}, 2}, ДЕ5., 6ЕЗ., 
для которых введены операции сложения, умножения на скаляр и ска- 
лярного умножения следующим образом: 


о {Ть, 8} Е {, в} = 4 + №, в 83}, 
2 ` а {7, 8} = {а], а=}, 
3° ь ({71, 81}, {№ь, &>}) = (Л, Г) (81, 82). 


Очевидно, что 9, Ф9, также образует гильбертово пространство. 

В дальнейшем мы не будем делать различия между {1}, 0} и ри между 
{0, 2} и 8; тогда 9 и 9%, можно очитать взаимно-ортогональными 
и взаимно дополняющими друг друга подпространствами ©, © 5.. 

Определение 6. Пусть А,, А, — линейные операторы с областями 
определения в $5,, ©, и областями изменения * в 91, 5. Прямой 
суммой А, ФА, операторов А, А, мы назовем линейный оператор А, 
определенный в %(4,) - 3 (А,) равенством 


А (7+ 8) = А/- Ав, 76 9(4,), 8ЕЭ(А,). 

Очевидно, А, Ф А, — линейный оператор с областью определения 
в 9, ФУ, и изменения в 9, $$. 

ЛЕММА 4. Если ® (41) =$, и ®(4,)=$,, то ®(4)=$, Ф5, и 

(4. ФА," = 41 © 43. (1) 

ЛЕММА 5. Если А;, А, — замкнутые линейные операторы, то 
и А. ФА, — замкнутый оператор. 

Следствие 6. Прямах сумма М-операторов есть также М-опе- 
ратор. 

Это следствие непосредственно получается из лемм 4 и 5. 

ЛЕММА 6. Если Н,, Н, —эрмитовы операторы в %1, ® с дефект- 
ными подпространствами У), 1 и ЭД, $, то Н=Н, ФН, — эрми- 
тов оператор в 5, Ф%, с дефектными подпространствами 


3: =9%: Ф%; = ФЗ. (2) 


* Операторы с областью определения в одном гильбертовом пространстве и изме- 
нения в другом рассмотрены Мурреем (4). В дальнейшем мы используем некоторые 
из его результатов. 
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Доказательство. Легко видеть, что Н=Н, ФН, — эрмитов 
оператор. Далее, 

Я(Н-)=Я(Н,-И)-я(Н,- И); 
следовательно | 

= ЕТ Я(НЫ-И), Е, 6%, 
тогда и` только тогда, когда 

71 (Я, —#1), в М (Н,—4). 
Таким образом 
($, ФЗ)ОЯ(Н-и)=(5,оя(Н,-—и)) Ф ($, ОЯ(Н,- и), 
т. е. 
У =Зы ФЗ. 

Аналогично доказывается, что =! ФУ). 

Следствие 7. Прямая сумма симметрических операторов есть 
также симметрический оператор. 

Это следствие непосредственно вытекает из лемм 4 и 6, 

ЛЕММА 7. Существует взаимно-однозначное соответствие между 
классом всех ограниченных линейных операторов А из 9, ФУ, в 91 Ф%> 
и классом всех матриц |Азж|уь-—2, где Аз — линейный ограниченный 
оператор из $» в %;, — такое, что если Аи | Аж|; вл,» соответстзуют 
друг другу, то 

А (7 Л) = (А, А+ А» 1) + (Аз т + Аз />), ЛЕ 1, ЬЕ 5». (3) 

Доказательство. Пусть А — ограниченный оператор из 9, ФУ, 
в 9, ФУ, и Е1, Е. — операторы проектирования в 9, ®%5 на ®: и 5> 
соответственно. Положим для А Е®», =1,2 

АЕ А, —]=1:2, (4) 
Очевидно, Ал. — линейный оператор из 9» в 9%; и, кроме того, 
[Арк |= ТЕ А Дь | < [АД | < | А 
так что Ал — ограниченный оператор. 

Полученную таким образом матрицу | Аж|; в=1,? мы ставим в соот- 
ветствие с А, что в дальнейшем обозначаем так: А ^^ | Аж |, в=ь2. Тогда 
А(А- Л) = АБ АЛ = ЕЕ АД Е! А] Ез АБ Е: А], = 
=Аа ЛА» Аа + АЛ, 
так что Аи | Аж|;ь-ь» удовлетворяют соотношению (3). Обратно, если 
матрица | Аж |; в—1,з задана, то оператор А, определенный равенством (3), 
является очевидно линейным оператором из 9%, №9, в 9, ® 55. Кроме 

того 
ГА (А- Л) = Ад А | Аа А = 2] А: Л РА Л 8) + 
| +2 (| А АР А В) < 26° (| АВР) = 20 АР, 


С? = тах (2 Аж |, , К=1, 2), 


так что А -— ограниченный оператор. Взаимная однозначность получен- 
ного соответствия очевидна. 


где 
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ЛЕММА 8. Евли А, В — ограниченные линейные операторы из 5, Ф5» 

ы ’ й и и 

в 91Ф)$>, С - ограниченный линейный оператор из 5,295 в 91 Ф%», 
а «— скаляр, то из 

А Аж ль», В | Ви |рь-ьь С | Си, кньз, А” | Аж, ь-а,? (5) 


следует 


А+ВЬ | Аж- Вик, САМ У Ср Арь | 
р=1 


сито? А ^ Аж, вы», 
Ар = Ак. (6) 

Эта лемма непосредственно следует из равенства (4), определяющего 
Аз по А. 

Следствие 8. Пусть ат (9, ФУ.) = ана (5, © 55). Оператор 
И > Ожь-ь2и3 9, ФУ, в 9, Ф > изометрически отобразкает $, ФУ» 
на 9: ©%> тогда и только тогда, когда 

2 


Уи =8ь -1 | . уе (7) 
=- я при ] и у Ре 

я р Ей, ЪЁ=1,2. 
Уорда - 1 (8) 
ф=1 


В самом деле, И отображает $, ФУ, на ®, Ф5.5 тогда и только 
тогда, когда 


и О (9) 
Так как 1 ^ |6 -1| ь-ь», то, в силу (6), первое из равенств (9) экви- 
валентно (7), а второе (8). 
ТЕОРЕМА 10. Пусть ПИ —|Ип|;, в-ь> — изометрический оператор, 
отображающий 5, ФУ, на 9, $ $5 и такой, что 


из Окрь=0, ] ЕЁ, №ЕЗь следует р, =0 (10} 
и 
из Иъвз=0, 1+ Ё, 865; следует в =0 (и) 
Тогда 
41 $5, =@на $>, 4па %, = апп ®: (12) 


0. = И" УзВУ,, Ц, = УИ 1 — ВИ, (13) 


0, =У1-—ВУ,, О. = ВИ, 
где У,,У› — изометрические операторы, отображающие $, на 1 и %, 


на $» соответственно, В — положительный самосопряженный оператор 
в >, удовлетворяющий условию 


ВАУ, ДЕЗ, 1-0, (14) 


И’ — частично изометрический * оператор такой, что У” имеет на- 
чальную область В» и конечную в %,5; далее, И’, — частично изометри- 


* О частично изометрических операторах см. (5), стр. 141—143, а также (Я . 
стр. 342. 
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ческий оператор с начальной областью У3В®5 й@ конечной в 9! такой, 
что оператор 


А=УуП. (15) 
перестановочен с В’ = \/"ВУИ’ и 
В’(А-1)=0. (16) 


Обратно, если @1т $, = аа $, апп 9, =апо 91 и У,,У,, В, \, И’, — 
произвольные операторы, удовлетворяющие перечисленным условиям, 
а операторы Из определены равенствами (13), то Из. удовлетворяют 
условиям (10) и (11) и оператор И —|О |, и-ь> изометрически отобра- 
вает $, Ф 5, на 5: Ф5. 

Доказательство. Пусть 0 ||; к-з изометрически отобра- 


жает 9, ФУ, на 5, ©У, и операторы Из удовлетворяют условиям (10) 
и (11). Положим 


* ПТТЕ ТТ а 
в у ОО», В’= У 90»; 
так как (,, — ограниченный оператор из ®, в $, то В, В’ — ограничен- 
ные положительные самосопряженные операторы в 35,5, соответ- 
ственно и * 
ОБ’ ИВ" ВЕ ИВИС. (17) 
где И’ — частично изометрический оператор с начальной областью В’ 
и конечной в 5, а И/”° — частично изометрический оператор с начальной 
областью В®> и конечной в ®,. Применяя теперь следствие 8 и полагая 
в (8) /=А=2, получаем 
О >, а а 05 = 1 
а значит, в силу (17), 
(3 0 - В? =1. (18) 
Но 0., 05, — положительный самосопряженный оператор в %›, причем 
из 0: 05: /=0 в силу (11) следует, что 
19:18 = (Из. Оз 1,1) =0, О: 1=0, ] =0. 


Пользуясь равенством (18), мы отсюда заключаем, что при +0, /Е 55 
| Ву = (В, 1) =()— (Од Оы Л < =, 

так что В удовлетворяет условию (14). Кроме того из (18) выводим, что 

ОИ = 26°, 
а так как О». /, 03:] равны нулю лишь при /=0, то отсюда следует, 
что 

О» = у! — В%Г,, (19) 
‘где У,-— изометрический оператор, отображающий $, на $5. Далее, 
полагая в (7) ]=й=2, получаем 

20-0» О» =1, 
следовательно 

ИИ ь=1—О»р0О„=1— В =1— И" ВИ’; 
в силу (10) и (11) при /=1, Ё=2 отсюда следует, что 
0,=ИУ 1— ВИ, (20) 


* См. (4), теорема 4. 24. 
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где У, — изометрический оператор, отображающий 5, на 91. Положим 
теперь в (7) ] =Ё=1; получим 
Ив, +00 =1, 
следовательно, в силу (19), 
ИИ =1- Он 0 =1-— У} (1 — В?) У, =У? [1 — (1 — В?)] У, =У> В? Т,; 

отсюда 

Пи=ИУ УЗВ, = И УЗВТ,, (21) 
где И’, — частично изометрический оператор с начальной областью 
УТ:ВУ.®, = У5В$» и конечной в $5. 

Таким образом равенства. (13) доказаны и остается доказать, что И’, 
удовлетворяет условиям, указанным в формулировке теоремы. Положим 
для этого в (8) 1 =й=1; получим 

О, би-+0:»Оь=1, 
т. е., в силу (20) и (21), 
ИИ: В2У. ИУ, (1 —\"В:И/)У!=1, 


откуда 
И’, У: ВУ, И’! = И.И" ВИТ! =У,В”У1. (22) 
Так как У, изометричен в У:В®., то 
ИМ, Г:В =У3В, (23) 


следовательно, умножая (22) слева на И/’1, получаем 
У. ВИ, И’! = ИУ, В’2У1; 

отсюда, умножая слева на Г, и справа на У,, приходим к равенству 
ВУ МУ, =У. ИТ, В”, 


т. е. 
И ВИТ, ИУ, = У,ИЛУ, В”. (24) 
Так как В’®, — начальная область И’, то \*И/ = Рьзуз; следовательно, 
В’ = ИВ’ =’ (25) 


поэтому, умножая (24) слева на И/”*, получаем 
В’ЗИУ МУ, = И"У,ИЛУ, В’, 
т. е., в силу (15), 
В’ А*= `В. 

Таким образом А’, а значит и А перестановочен с В”?; поэтому А 
перестановочен также и с В’ и остается доказать, что А удовлетворяет 
равенству (16). Положим для этого в (7) ]=2, к=1; получим 

0 НИИ =0; 
следовательно, в силу (19) — (24), 
И1-— ВУИ У:ВУ, + В'И"И1- ВУ, =0. 
Умножая обе части последнего равенства справа на У; и пользуясь 
равенством 
В=И’В’И”, (26) 
придем к равенству 


Ут ВИЗУ В' И"  ВИ"УТ- В" =0; 
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в силу (25) и (15) отсюда следует, что 
У1-— ВзАВ’ | ВИТ ВИ’ = 0. (27) 
Так как Ру то /’И/” перестановочен с В, а значит и с И1-— Ве. 
В смлу (25) отсюда следует, что 
(ИУ 1— В) = И ИТ — ВИ" 1 — ВЕ = ИМИ" (1 — ВФ) — 
=И "ИИ: (1 —И/В'ЗИ/”*) И = (И И’)? (1 — В) = ИИ’ (1— В”). (28) 
© другой стороны, в силу перестановочности И/”*И/ и В’, 
(ИИ 1-— В) = И" (1— В"), (29) 
а так как операторы 
У!" 1 — В и ИТУ 1 В? 
— положительные самосопряженные, то из (28) и (29) следует, что 
ИИ 1— ВИ = УИ - В". (30) 
В силу (30) и (25) равенство (27) перепишется в виде 


У1-— ВЗВ'АЕУ1- ВВ’ = 


И1-— ВВ’ (А+ 1)=0. (34) 
Но из (20) и (10) следует, что И1-— В" не имеет собственного значе- 
ния ^-==0; поэтому 
В’ (А- 1) =0 

Пусть теперь, обратно, ао %, = д $>, фт 5, =911%1; В, ИУ, 
И’, Т,, У, — произвольные операторы, удовлетворяющие всем ‘условиям, 
перечисленным в формулировке теоремы 10, а Из», — операторы, задан- 
ные равенствами (13). Докажем, что оператор И — | Из» |}, „=1, 2 изометри- 
чески отображает 9, Ф 9, на 9, Ф 5. Согласно следствию 8, достаточно 
доказать, что операторы И;» удовлетворяют условиям (7) и (8). Прежде 
всего, в силу (23), 

91-90 = ИЗВУ ИМИ .ГЗВУ» - У? (1 — В*)У, = 
= Уз ВУ. УЗВУ, - У: (1 — В*)Т, =1. 
алее , 
й 0 а - 0205 = (1 — \* ВИ’) Е ИВ? =1; 
наконец; пользуясь равенствами (30), (16) и 
ИМИ” =, 
получаем, что в 
пзиа- 00, =И1-= ВЗИИ ИЗ В’И"У, + В’У"И 1 — ВУ, = 
=УИТ-— ВЗАВ'\/"У, Е В’И"И1 — В?МИ” у. =И1-— ВВ’ АМУ, + 
+- В'"МУИ 1 — ВЗ\"У, =И1— ВВ’ (АНУ, =0. 


ИИ а -+ ЧИ = 0; 


беря * от обеих частей этого равенства, получаем 
у: О» ОО» = 0. 


Итак, 
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Таким образом мы доказали, что равенства (7) выполняются. Далее 

мы имеем 
Пи0 + ОзОть = ИДУ ВУИ: + И, (1 — В?) У: = 

= У, (ИИ ВМ" ИИ, 1 — В?) Уз = У, (ВАА*-1— В”) У!. (32) 
Но, в силу (16), 

АВ' = ВА” 
следовательно 

А-В В. (33) 
Поэтому 

В.А ее р АВ А В АТВ? 
л (32) перепишется в виде 
Па - Ч». = У, (В’-1— В”) У1=1. 
Кроме того 
Из: + >20 = (1 — В) - В? =1, 
и наконец, в силу (33), (16) и (30), 
О + бы — — УТ о И ++ ИВ’ ВУ! 1— ВУ; = 
= ИИ/"И/И 1 — ВВ’, ИР: Еву Ву: — 
=ЖИТ-— ВВ’ (ИУ, ИУ, +1) У: = ИТ - ВВ’ (А*- 1) У: =0. 

Беря * в обеих частях, мы получим отсюда 

Он ри И 20 = 0, 
так что равенства (8) также выполняются. 

Таким образом ПИ ^— | Ох |5 кв? изометрически отображает 5, ФУ.» 
на 9, Ф55> и остается только доказать, что операторы И;, удовлетво- 
ряют условиям (10) и (11). 

Если 0... =0, ЬЕЗ., то, в силу (14), 

= [Оль В = ТИ 1-Й Ву 2 = ((1 — ИВР) д, = |ВИЬР> 
> Ир — ВИ =0 
следовательно 
ВИЛ = Иль в ВУ’, Ё =0, |5} = И |= |ВУТ/, |. 
Отсюда, в силу (14), И’, =0, а значит ||! = М |=0, /=0. 
Далее, если ПИ], =0, ДЕЗ, то 
ОО. т У. ВР. | 

отоюда, в: силу (1%), Удо ол 0, 

Таким образом условия (10) выполняются; совершенно аналогично 
можно доказать, что условия (11) также выполняются. 

Следствие 9. Пусть апп ®, = Чиа $5 и аа %, = ани 91, аС — произ- 
вольный ограниченный оператор из 55 в >, удовлетворяющий условию 
[С < |Л| при 1-0, }Е$.. Тогда существует бесконечное множество 
изометрических операторов ПИ — Из |; к—1,2, которые отображают %, ® 
ФУ. на $ ФУ, удовлетворяют. условиям (10) и (11) и для которых 
С. 
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Доказательство. В силу теоремы 10, достаточно доказать, что 
по данным В, И’,У,,У,, удовлетворяющим условиям теоремы 10, межно 
подобрать оператор И’, такой, что оператор А, определенный равен- 
ством (15), перестановочен с РВ’ и удовлетворяет равенству (16). Для 
этого же достаточно положить 

И, = — Т.И. . 
В самом деле, так как \/* — частично-изометрический оператор с на- 
чальной областью В®> и конечной в ®., то Й', — частично-изометри- 
ческий оператор с начальной областью И5В%> и конечной в У, =%.. 
Кроме того 
А = — ИИ ИУ. = — ИУ, 
так что А перестановочен с В’ и, в силу (25), 


ВА = В" (— И" 1) =0. 


$ 5. Самовопряженные расширения данного симметрического оператора 


ТЕОРЕМА 11. Пусть Н, — замкнутый симметрический оператор в 1, 
а Н — самосопряженный оператор в $ (—7%,), который является расши- 
рением Н\:; положим 9,=%0О%, и обозначим через Нъь оператор 
с областью определения ® (Н.) = ® (Н\%., заданный равенством 

Н./= НУ, ГЕЗ(Н,). 

Тогда Н,—замкиутый эрмитов оператор в 5. Икть Чи, №; 
9. ‚9 — дефектные подпространства Н. и Н.; тогда ®(Н) состоит 
из тех и только тех векторов }Е®, которые представимы в виде 


= (бабе -Н ое») + ( — Ф-Е О 929), (1) 


ЛЕХ (Н!), ЬЕЗ(Н:), ЧЕЗЬ, Е, (2) 

а И Ил тии — изометрический оператор, отображающий Зе Ф 
ФУ, и ЗЕ: ФУ) и удовлетворяющий следующим условиям: 

из < -РО 1 +129 =0 следует р == =0, 

из ФО +9 =0 следует р == =0; 


н> 
— 


при этом 

Н}= [На-На НЕО и + Оф) [НР 29 (О Иь9.)]. (5) 

Пусть, обратно, Н,— произвольный замкнутый эрмитов ойератюр 
в некотором гильбертовом пространстве 5», такой, что для него суще- 
ствует изометрический оператор ИИ, отображающий 
У ФУ на У Ф9)% и удовлетворяющий условиям (3) и (4). Тогда 
оператор Н в 9=%, ФЪ,, определенный для всех элементов ] вида (1) 
равенством (5), является самосопряженным расширением Н\, причем 
% (Н)5.=®(Н.) а Н//=Н} для 1ЕЗ(Н,). 

Доказательство. Прежде всего из равенства (6) $ 1, приме- 
ненного к А=Ни А, =Н,, вытекает, что из Е] =0, ДЕ Ф(Н) следуст 
ЕН}=0. Но это означает, что из Е Э(Н,) =®Ф(Н)5» следует Н,}= 
— НУЕ\., так что Н,— линейный оператор в %,. Кроме того Нь 
является очевидно ормитовым и замкнутым оператором. Положим ИН, = 
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=Н, ФН,; в силу лемм 5 и 6 $4, Н,— замкнутый эрмитов оператор в $ 
с дефектными подпространствами 
- - - + + 
\ = ФЗ, = ФЭЪ, (6) 
причем очевидно, что НН). Согласно лемме 3 $ 3 отсюда следует, 
что ®(Н) состоит из элементов |, представимых в виде 


1=№—$Ф- 9, КЕ» (Но), ФЕЖ , (7) 
где ПО — изометрический оператор, отображающий $} на +, причем 
Н}= Но + Из. {8) 


Но дЕФ(Но), ФЕ) тогда и только тогда, когда они представимы 
в виде 


=А+Л, 9=9-9, ЛЕЗ(Н,), ЪЕЗ(Н»), (9) 
че, ФЕ; 
кроме того, в силу леммы 7 $ 4, примененной к 5 ФУ и 9: Ф& 
вместо 9, $9, и 9 Ф%>, И>. | Иж ь-12, так что 
Оо= И ле, + 0152 О 191 + О»$5. (10) 
Из равенств (7)— (10) тотчас же следует, что ®(Н) состоит из эле- 
ментов, представимых в виде (1), причем имеет место равенство (5). 
Остается доказать, что 0 — || Ох |5, в-ь2 удовлетьоряет условиям (3) и (4). 
Пусть 
А-Я - Он 0159. =0; (11} 
в силу линейной независимости ® (Н,), 9}: и}: (Н, — симметрический 
оператор!) отсюда следует 
д=0, 9=0, Ил НО. =0. 
С другой стороны, из (11) следует, что ДЕ 55; следовательно 


Е (В) 5. = (Н,,), 


№ — Ф-+ (ИФ: + 0,29) Е (Н,). 
Так как рЕЗ(Н,), то и 
1 = — $2 + (Оч, + 019.) Е ® (Н,), 


ет 


Ной = (И: - 09). 


причем 


Отсюда 
Ной. — И =2ю,, 
а так как НЙ. —ИЕЖ(Н,— и), 212, Е) и Я(Н.— И) 1 9 >, то должно 
быть ©, =0. Таким образом услоьие (3) выполняется. 
Пусть теперь 


2 — 95 + (О ие: + ОФ) = 0; (12) 
тогда /Е%,; следовательно 
д — Ф- (Ч ие, + Ч 1555) = 16% (НН), =® (П,). (13) 


В силу линейной независимости ®(Н,), Д\ и И, отсюда следует, 


что = и 
я=0, Иша, + Ир =0. (14) 
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При этом Н/=Н,Е®,; следовательно 
Ныь-{ 395 + $» = 0. (15) 
Умножая (12) на —{ и складывая с (15), получим, в силу (14), что 
Н;» — = — 24%; 
отсюда, как и выше, заключаем, что $, =0; в силу (12) и (14), отсюда 
следует, что и № =0. 

Пусть теперь, обратно, Н,— эрмитов оператор в некотором гиль- 
бертовом пространстве 5,, а 0 — || Оз» || „-1,2 — изометрический оператор, 
отображающий 9}: Ф9)> иа 9} 29% и удовлетворяющий условиям 
(3) и (4). В силу леммы 3 $ 3, равенства (1) и (5) определяют само- 
сопряженный оператор Н в 9 в том и только том случае, когда из 


(Он, -+О?=Ф-9, ФЕЖ(Н,—И), $) ФЕ (16) 
следует 
0, 

По определению $, и ©, эти векторы представимы в виде 

Ф=(Н.—-М) А-(Н,- И) р, ф= $: - $», (17) 
где 

РЕЗ (Н,), ЬЕХ(Н,), я ЕД, ФЕ, 
причем 


ОноФо = (Но +1) (А) = (Н.И) (НИ). 
Но тогда из (16) следует, что 
(НИ) А(Н,-+ И) Ь-+ (О ав - ОтоФ) + (И лФ, - С.) = 
=(Н.—й) я-+(Н,-— И) +», 


21} — Ф + (Оле: + 01595) = — [28], — $ - (Ч 19, + 0+9) ]. 
Так как левая часть, Е®,, а правая Е9,, то должно быть 
2—9 + (Илле: + 0159) =0, 24] — 95 + (Ил: + ЧФ) =0, 
откуда, в силу (3) и (4), следует, что д=р = =9$=0. Но тогда, 
в силу (17), и %=Ф=0. 

Итак, оператор Н в ©, определенный равенствами (1) и (5), само- 
сопряженный. 

Если теперь /Е®(Н)®, то р—Ф-| (Из, + 09) =0; следова- 
тельно | =$=$,=0,' /= ЛЕХ (Н,) и Н/=Н/ = Н\}. Так как, с дру- 
гой стороны, очевидно, что ®(Н,) С ®(Н)5:, то мы получаем, что 
® (Н,) =®(Н)5, и Н- самосопряженное расширение Н,. Аналогично, 
если /Е®(Н)®,, то 1 — ©. + (ИФ: + 01295) =0; следовательно д == 
=9=0, /=ЬЕХ(Н,) и Н/= Н;], = Н»]. 

Таким образом ® (Н) 9, =®(Н,) и Н/=Н.} при Е ®(НЬ,), так что 
теорема 11 полностью доказана. 

В дальнейшем мы сохраняем все обозначения теоремы 11. 

Следствие 10. Пусть Н-— самосопряженное расширение Ну, 
ап-| И | -ь2 — оператор, связанный с Н как в теореме И, То 


значит 


из Оль == 0, Фь Е Е. ) 7 Е Е следует Фи = и (18) 
из По; =0, %; ЕД, 1-ЕК следует %; =0, (19) 


до 9: =а09), ана) = апо 9 (20) 
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и области изменения И и Из (71 =) плотны в У и 9+ соответ- 
ственно. 

Доказательство. Пусть, например, 0..0. =0. Полагая }, =, =0, 
мы можем написать 

А-Я - (аа: + В 1292) =0; 

следовательно, в силу (3), должно быть ©, =0. Совершенно аналогично 
получаем, что из 0$, =0 следует 9.=0. С другой стороны, в силу 
замечания на стр. 65, для оператора У =(-* = (/” имеет место предло- 
жение, аналогичное теореме 11, нужно только поменять )& и 9Ж,, 
= и 9% местами. Поэтому, полагая Г ^^ ТУ в-12, получаем, что 

из У =0, 4690, 7- К, следует 9; =0, (21) 
и остается только воспользоваться леммой 8 $ 4, согласно которой 
Ин = Ом. 

Таким образом условия (18) и (19) выполняются. Условие (20) сле- 
дует из (18), (19) и теоремы 10 $ 4 (равенство 12). Наконец, последнее 
утверждение непосредственно следует из (18) и (19). 

Определение 7. Если замкнутый эрмитов оператор Н, в $, 
и изометрический оператор И —'@ж зь_1»2 связаны с самосопряженным 
расширением Н оператора Н, как в теореме 11, то мы будем говорить, 


что Н, и С определяют Н. 
Определение 8. Самосопряженное расширение Н оператора И, 


мы будем называть регулярным, если ® (Н.) =®(Н)$.=5., и не- 
регулярным в противном случае; будем называть Н выродив- 
шимся, если ® (Я.) = (0). 

Определение 9. .Самосопряженное расширение М оператора В, 
мы будем называть &«-мерным, если аш 5. =&. 

ТЕОРЕМА 12. Если готя бы одно из дефектиых подпространств 
оператора И, конечномерио, то всякое расширение оператора та 
регулярно. 

Доказательство. Пусть Н-— расширение НЯ, Н, и Ом 
=> | Ол ‘ук? - операторы, определяющие Н, и пусть, например, 9 
конечномерно. (Случай, когда АА конечномерно, приводится к этому 
случаю умножением НЧ, на —1.) В силу (20) 3) также конечномерно. 
Кроме того, соглаено следствию 10, 0,9): =. В силу конечномер- 
ности 059), замыкание излишне, так что 


Сы =. (22) 
Пусть теперь 
№ —9-:=0, тде ЬЕФ(Нь), 369, Е. (23) 
Из (22) следует, что найдется элемент ©, 69) такой, что 
Орле, = 23 — 025, (24) 


так что (23) можно будет переписать в виде 
5 — 2 (Е ии Оз) = 0. 


В силу (4) отсюда следует, что =, ==9. =0, а значит и $, =0. 
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Таким образом ®(Н,), № и 9) линейно независимы; согласно 


теореме 8 $ 3 отсюда следует, что ® (Н.)=®,, т. е. что Н — регулярное 
расширение. 


Следствие 11. Симметрический, но несамосопряженный оператор 
не имеет конечномерных расширений. 
Доказательство. Пусть Н — конечномерное расширение Нуртое 


пространство %, конечномерно. Тогда 9} и 9 конечномерны; в силу 
(20) отсюда следует, что 9), ) также конечномерны. Поэтому Н 
регулярно, т. е. ®(Н.,) =55. В силу конечномерности %, замыкание 
излишне, т. е. ®(Н.)=%, и Н» — самосопряженный оператор в $. 
Согласно теореме 4 $2, $, приводит Н; следовательно ©, также при- 
водит Н и Н, — самосопряженный оператор в %,. 

ТЕОРЕМА 13. Всякое регулярное расширение Н оператора Н, опре- 
деляется замкнутым симметрическим оператором Н» в ®› и изометри- 


ческим оператором И ^|Изв || ь=ь2, Удовлетворяющими следующим 
условиям: 


ана 9) =9109)5, Ян 9)5 = ап 9%, (25) 
из Олок=0, ФЕ, |+ Ё, следует 9 =0, (26) 
чз Ору =0, 9690, 7=Ё, следует $; =0. (27) 


Обратно, если замкнутый симметрический оператор Н» и изоме- 
трический оператор П — | !уь-12, ОтТображающий Зи ФД на 
уе ФУ), удовлетворяют условиям (25) и (26), то они определяют 
регулярное самосопряэженное расширение Н оператора Ну. 

Доказательство. Первая часть утверждения непосредственно 
следует из теоремы 411 и следствия 10. Чтобы доказать вторую часть, 
достаточно установить, что выполняются условия (3) и (4). Если 


д—®-+ (02-0195) =0, ЛЕХ(Н,), ФЕЗа, Е, 

иной — 9+ 

то, в силу линейной независимости ® (Н!), За ‚ Д&, 
л=0, в=0, Оша, Е зо» =0. 
Отсюда 
1222 = 0, МЕ 0, 

так что условие (3) выполнено. Так как Н»— симметрический оператор 
то условие (4) проверяется совершенно аналогично. 

Теоремы 13 и 10 дают полное описание всех регулярных расширений 
данного замкнутого симметрического оператора. В силу теоремы 12 
мы получаем, в частности, все расширения замкнутого симметрического 
оператора Н,, если хотя бы одно из дефектных подпространств Н\ 
конечномерно. Поэтому в дальнейшем мы будем рассматривать только 


такие операторы Н:, у которых оба дефектных подпространства беско- 
нечномерны. 


ТЕОРЕМА 414. Для того чтобы операторы Н» и И И > 
определяли самосопряженное и ше оператора Н\:, необходимо 
и достаточно, чтобы ат) — ана , ати у = ана 9 и чтобы 
операторы Оз задавались равенствами 
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бы=ИУ: ВУ, бв=ИуУТ-УВ, (28) 


Ин ВИ ВИ! 
_где У, У. — изометрические операторы, отображающие 3] на Е 
и 9 на 92 соответственно; В— положительный самосопряженный 
оператор в 8, а \”* — частично изометрический оператор с началь- 


ной областью В! и конечной в >, причем В и \' удовлетворяют 
условиям: 

из (1—И”)о.=0, 569) следует 9. =0, (29) 

| ВФ. | < 92| при ф2 = 0, Е», (30) 

(1) (®(Н:) +И1-В98) = (0); (34) 


наконец, И’, — частично изо метрический оператор с начальной областью 
УЗВ] и конечной в и такой, что оператор 


А=УИ1И 7 (32) 
перестановочен с В’ =И”"ВИ’ и 
В' (444) =0, (33) 


Доказательство. Пусть Н, и О определяют 'самосопряженное 
расширение оператора Н\. В силу следствия 10 [и теоремы 10 $ 4 
ана 9 =апа 9), ано 9) =ано )& и операторы Ил определяются 
равенствами (28). При этом все перечисленные свойства В, И, У1, Из, И’, 
за исключением (29) и (31), следуют из теоремы 10. Остается доказать, 
что выполняются условия (29) и (31). Пусть 

(1—1) 9:=0, 926; (34) 


положим |, =0и 


де (уу ви. 
Тогда 9 Е) и 
ИТ ВУ: -И1—В\У=0; 
следовательно также 
Ь-+И1-В(И1- ВУ, -И1- ВИ’) — (1-\)=0, 
т. е., в силу (28), 
и ив. 
№в— - (О 1$, ыы (5292) = — 


Отсюда, в силу р. следует, что о зе так что условие (29) 
вьыитолнено. 


Пусть теперь 


ВЕ (1 — У’) 9) (® (Н,)--У1-—В9%); 


тогда А имеет вид 


=(1-\)®=Ь-+У1-Вф, 
где 


ФЕ , $. Е, РЕЗ (Н.). 


Положим 


ф= Уз (ИТ В)" (УВ); 
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со 
[а 


тогда $ Е: и 


УТ-ЕВУ,е, -УИ1—ВИз, =, 
следовательно 


(1—Ие=А-+И1-В(И1+ ВУ. -И1-ВИ,). 
Отсюда 


ФИ 1-— ВУ + ВИ’, =0, 
т. е., в силу (28), 
Ь— 2+ (Ола Е Оо) = 0. 
Согласно (4) отсюда следует $, = 
вие (31) также выполнено. 


Пусть теперь, обратно, апт $ = а 3), ана 9) = ао 9, а опе- 
раторы Ил определяются равенствами (28), причем И,, И,, В, И’, 
удовлетворяют всем условиям, перечисленным в формулировке тео- 
ремы 14. Тогда оператор 0 О |5, в-ь>2 изометрически отображает 
У ФУ на Эн ФУ) и, согласно теореме 11, нужно только дока- 
зать, что ( удовлетворяет условиям (3) и (4). 


› =0, а значит и й=0, так что усло- 


Итак, пусть 
№ — 22-- (Из: - О) =0, ЬЕЗ(Н:), «ЕЗДЫ, © Е „ 


т. е. 


№ —2-+УИ1-— ВУ, ВУ =0. (35) 
Отсюда 


(1) + —И1-— ВТ, + (1— В) Из, =», 
следовательно у 
4 М) о =А+уУ1т-В(И1+ВУ,, -И1-ВИъ,). 
Так как левая часть 6 (1 — И’) ‚ а правая Е» (Н.:) -- утв, то) 
в силу (31), (1-—И”) в. =0. Поэтому, согласно (29), $.=0, так что (35) 
перепишется в виде »-- 05:5, =0. Но ®(Н.) и 9) линейно независимы 
(см. $ 3, теорема 7), следовательно 
12=0, И: =0. 
В силу теоремы 10 $ 4 отсюда следует, что $. =0, так что условие (4) 
проверено. Условие же (3) следует из теоремы 10 и рассуждений, при- 
веденных в доказательстве теоремы 13.} 

ТЕОРЕМА 15. Пусть ИН, — произвольный замкнутый симметрический 
оператор в %1 с индексом дефекта (т, п), где т, п — бесконечные карди- 
нальные числа, а Нь.— произвольный эрмитов оператор в \. с индексом 
дефекта (п, т). Тогда существует бесчисленное множество изоме- 
трических операторов ИП ^^ || И ь-ьз, отображающих Зи ФУе 
на М $9 и таких, что Н», и 0 определяют самосопряженное рас- 
ширение оператора Н\. 

Доказательство. В силу теоремы`14 ‘и следствия 9 $ 4 доста- 
точно доказать, что, каков бы ни был Н, с индексом дефекта (и, 1), 
можно подобрать В и \/ так, чтобы удовлетворялись условия (29), (50) 
и (31). Положим 

—=9: (®(Н,)--9%), Р^ = @®(Н) +9), 
01=9 ОР*, 0 = ОР, 


6* 
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и обозначим через Х изометрический оператор, построенный для Н» 
как в теореме 9, так что ® (Х) = Р”, %(Х)=Р*. Дополним Х до изоме- 
трического оператора Х’, отображающего Р` на Р*. Не нарушая общно- 
сти, мы можем считать, что Апа О" =4па О”, ибо случай @т О" > 
> ап О` можно привести к предыдущему, умножая ВН, и Н, на —1. 
Пусть А — произвольное замкнутое подпространство в О’, такое, что 
411 А =ана О*; расширим Х” произвольным образом до изометрического 
оператора Х”, отображающего Р- ФВ на 35. 
Пусть теперь В — произвольный положительный самосопряженный 
оператор в 9} ‚ удовлетворяющий условиям 
0<! 8%, <|%,| при 9-0, ФЕ, (36) 
ИТ В96 +95. (37) 
Условие (37) означает, что оператор (/1-—В)'— неограниченный; 
по известной теореме Неймана *, отсюда следует, что существует в 9 
самосопряженный оператор С такой, что 


(Сэ (ИТ в) ')=0, 


т.е 
>(СУ1-В38 = (0). (38) 
Пусть У — трансформация Кели С; положим 
И’ =УХ” на Р ФВ, | (39) 
о 


И =0 на ООВ, | 
и покажем, что В и И’ удовлетворяют всем условиям теоремы 414. 
Прежде всего, в силу (36), ВЕ =9); следовательно \/*— частично 
изометрический оператор с начальной областью Е = ВЕ я конечном 
РФИС 9). Далее, если 
(1—1) ,=0, Е, (40) 


то 
95 = И’; 


так как левая часть 63), правая Ее, то ФЕ 5 Ы. Поэтому 
ХХ”, = Хх, =®» (см. $ 3, теорема 9), и (40) перепишется в виде 
((—У)=0. 

Так как У — трансформация Кели, то, в силу леммы 1 $ 3, отсюда 
следует, что 9,=0, так что условие (29) выполняется. Наконец, если 
РЕ (1—1) 96 (®(Н)ИТ-В9), 

то й представим в виде 
п=(1-\), — 96, 
п=-+У1-—В%,, ЬЕФ(Н,), 698, 


откуда 


=, — (Мо 


—- 
ых 
> 
| 
— 


* См. (6), теорема 418. 
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В силу теоремы 9 $ 3, отсюда следует, что фЕ%®(Х)=Р` и 
Ив ее: ф› = Хо. 


Кроме того Их, = УХф,, следовательно 


УХе, +И1—Ву.=Хф,, 


откуда 
И1—В=(-—У)Х+. 
Но левая часть последнего равенства ЕИ1- В, а правая Е ® (С) 
(см. $ 3, лемма 1); в силу (38), отсюда следует, что (1—У) Хе, =0, 
Хе. =0„.9,=0; вледовательно 
й=(1— У). =0. 

Таким образом условие (31) также выполняется, и теорема 15 
доказана. 

Теоремы 12—15 дают полное описание всех самосопряженных рас- 
ширений данного симметрического оператора. 

Следствие 12. Для того чтобы замкнутый симметрический опе- 
ратор Н, имел нерегулярные расширения, необходимо и достаточно, 
чтобы оба дефектных подпространства Н, были бесконечномерны. 

Это следствие получается непосредственно из теорем 12 и 15. 

Следствие 13. Для того чтобы замкнутый симметрический опе- 
ратор Н, имел выродившиеся расширения, необходимо и достаточно, 
чтобы его индекс дефекта имел вид (ш, т), где т — бесконечное карди- 
нальное число, причем в этом случае Н, имеет бесчисленное множество 
выродившился расширений. 

Доказательство. Если Н, имеет выродившееся расширение, 
то для него ® (Нь) = (0), следовательно 5 =9) =%.. Поэтому, обозна- 
чая ЧФ 9. =, получаем, в силу (20), что 41 3) =а 9) =м. 
При этом, согласно теореме 12, и — бесконечное кардинальное число. 
Обратно, если Н, имеет индекс дефекта (т, 1), где т — бесконечное 
кардинальное число, то достаточно применить теорему 15 к оператору Н, 
в пространстве 55 размерности ш такому, что ® (Н,) = (0). 


$ 6. Спектральные семейства для симметрического оператора 


ТЕОРЕМА 16. Пусть Н, — произвольный замкнутый симметрический 
оператор в %5.. Тогда существует семейство ограниченных самосопря- 
женных операторов Е| (\) (— © << +) в 51, удовлетворяющее сле- 
дующим условиям: 

1° при > ^., Е. (А) =Е, (1) — Е! (9.1) — положительно определенный 
оператор; 

2° Е, ().) — непрерывная слева* функция параметра »; 

3° Е, ().)—>0 при Х—>— <, Е, (^) 1 при \ > - о; 


* Непрерывность и предел оператора здесь рассматриваются в смысле сходимо- 
сти по норме на каждом элементе $1. 
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40 для всякого элемента }ЕУ! и произвольного конечного интервала 
А = (^1, ^2) (\, <^,) Е1 (4) Е ®(Н\), причем 


НИЕ, (А) }= | ^аЕ, (1); (1) 
5° /ЕЭ(Н!) тогда и только и когда сходится 
"Ува, 02,7, (2) 
причем +5 
ну [ лаЕ, (^) }. (3) 


—с 


Если, кроме того, Н, — максимальный оператор, а п — полуплоскость 
собственных значений Н!, то 


о 
6 (а | и 
—© | 


при ХЕт, 1(%) = 0. 


+ оо 
7 
(нм) “у- ме. 


о 


—с© 
В этом случае условия 15—49 определяют Е\(») однозначно и стоди- 


мость (2) является необходимым и достаточным условием для сильной 
со 


сходимости ( ^аЕ! (\) }. 
‚„ Доказательство. Пусть Н в $ какое-нибудь самосопряженное 
расширение Н:, Е (^) — спектральное разложение Н, а Е, — оператор 
проектирования в 9 на 9%,. Положим для }6Е У, 
Е (*)/= Е! - Е (\)] 
и ‘докажем, что Е, ()) удовлетворяет условиям 1°— 5°. Для /6%; мы 
имеем Ё,}=], следовательно 
(Е+ (4) /, /)=(Е, - Е(А)}, )=(Е (4) }, Е) =(Е (р) >0. 

Таким образом условие 1° выполняется; условия же 2° и 3° непосред- 
ственно следуют из аналогичных свойств Е ()^) и ограниченности Е). 

`Для доказательства 4° отметим, что для конечного интервала ДА 
всегда Е (4) /Е®(Н); согласно теореме 1, примененной к А=Н, отсюда 
следует, что Е! (4) }=Е, : Е (А) Е ЗФ (ИН) и 

НЕ, (4) |= ВНЕ (А) |= Е, \ лав) /= \) Е.Е (\)| = ^ ЧЕ, (^) 1, 

А А А 

причем все интегралы сходятся сильно (ибо Е, ограничен). 

Перейдем к доказательству 5°. Пусть }65:; в этом случае [Е®(Н!) 
тогда и только тогда, когда ДЕ Ф(Н), следовательно когда сходится 


о со сэ 
заводу, д= ) за(Ео) р в, р= }24(Е, 091,5. 


—с©с 
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При этом Н!/ = Н]ЕФх, следовательно 


--со Нос 
Ну = Е, Ну = Е.Н| = В, \ заЕ(%);= \ хаЕ, (%)}, 
оо й 
а сильная сходимость \ лаЕ, ©) { следует из сильной сходимости 
+ р: 
| лаЕ 0.) }. 


—© 


Пусть теперь Е, (\) — произвольное семейство самосопряженных огра- 
ниченных операторов, удовлетворяющее условиям 1°— 4°. Из 1° и 20 
следует, что (Е, (р) }, }) — возрастающая ограниченная функция |», сле- 
довательно (ЕЁ, (№)}, 5) (1, 865.) — функция с ограниченной вариацией 
в интервале (— со, со). Поэтому при /1(^) == 0 существует интеграл 

= 
1= | о та(Е, (2) 8), 


т. е. существует слабый предел 


со 
1 
в0)= \ дав, =, а ев () 


и В(\)— ограниченный оператор. Кроме того из 4°`и слабой замкну- 
тости Н! легко следует, что, для любого {Е %., В (\) Е З(Н1) и 
со Я - оо 
нзво)у= | та (ав, (м) = \ ЧЕ, 
следовательно 
+ оо 
Н —# 
(Н:—м)вОд1= | "дав (в) 1 =}. (4) 
Пусть теперь Н, — максимальный оператор. Тогда для ^ Ет существует 
ограниченный обратный оператор В» = (Н! — 21) "=(Н,—Ж№М) "; поэтому 
из (4) следует, что 
В(\)=В, при ^Ет, (5) 
В(0\)=В; при ЛЕт. (6) 
Таким образом 6° доказано и одновременно доказана однозначность В (^): 


Но из (5) и (6) следует, что 


(В, Г) = Ц" и Л при ЛЕт, 


(ВЬЛ= К ПИ при ^Ет; 
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ользуясь формулой обращения Стильтьеса*, мы получаем отсюда, 

что (Е! („) р, Уха значит и Е, (№) однозначно ** определяется по ВН. 
Для доказательства последнего утверждения теоремы обозначим 

через ®(Н,) совокупность тех векторов }, для которых сходится 


= со 
\ ^аЕ; (1.) }, и положим 
— 5 ги 
в \ ^ аЕ, (.) /. 


Тогда Н, — симметрический оператор и, в силу 5°, Н, ЭН,; но Н.— 
максимальный оператор, следовательно Н,=Н, и ®(Н)=®(Н,). 
Отсюда, в силу 5°, следует последнее утверждение теоремы. 
) я 
Следствие 14 ***. Пусть Н,— произвольный симметрический опе- 
ратор в %,. Тогда существует последовательность самосопряженных 
ограниченных операторов Н® в $, такая, что для любого }Е®(Н\) 


Н/= На Н®}. 


Доказательство. Очевидно, можно считать Н, замкнутым, 
но в таком случае можно, например, положить 


т 


Н® — \ ЧЕ, (*.), 
—% 
где ЕЁ, (^) — какое-нибудь из спектральных семейств для Н|, построен- 
ных в теореме 16. 
Добавление 


Мы покажем здесь, что в следствии 1 нельзя положить /\ =0 (см. 
замечание в конце $ 2). Прежде всего докажем следующую лемму. 

ЛЕММА. Каков бы ни был замкнутый симметрический оператор Ну, 
у которого оба дефектных подпространства бесконечномерны, суще- 
ствуют такие (даже регулярные) расширения оператора Ну, что опе- 
ратор В:, построенный как в теореме 1, не совпадает с В, =Н\. 

Доказательство. Применим теорему 10 $4 к оператору 
И - Оз |5, 1,2 в теореме 13 $5. При этом мы можем очевидно 
поменять в теореме 10 индексы 1 и 2 местами, следовательно написать 


0,=В, П,=У1- В9У,, 
О =У.И1-— ИВ, 0„= ИВТ, 


где В, М, И,, Г,, И’, удовлетворяют условиям, которые получаются из 
соответствующих условий теоремы 10 перестановкой 5%, и %,, 5! и %>. 
Выберем В таким, чтобы 


У1-— 89 + За 
* (м., например, (15), стр. 163. 
** Если Н, не максимальный оператор, то Е, (4) будет зависеть от Н, как в этом 
легко убедиться на простейших примерах. 


*** Это предложение доказано Стоном (16) для случая, когда &, сепарабельно 
‘см. теорему 9. #6). 
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и пусть д 
ЕН, ФЕИТ-ВУы. (1) 
Очевидно, что тогда ®. Е® (Н1). С другой стороны, $3. Е®(В,) = Е! 3 (Н). 
В самом деле, в силу. теоремы 14 $5, Е\ 3) (Н) состоит из векторов вида 
А —#-+ (019, + 0159), ЛЕ® (Н!), ФЕ, ФЕ, 
так что из ЕЁ. Ф(Н) должно следовать представление 
и=А— 9 - (ОФ - 01295). (2) 
Но ®(Н,), Зи, 9): линейно независимы; поэтому из (2) следует, что 
А=0, 9=0, 9 =0:чь, 


о У! — ВУ», 
что противоречит (1). Итак, ® (Н1) = ® (В,), следовательно В, = И! + В, 
и лемма доказана. 


т. © 


В силу сказанного в конце $ 2 остается только построить симме- 
трический оператор Н, с бесконечномерными дефектными подпростран- 
ствами и нулевым подпространотвом = (0). 

Элементарный симметрический оператор, рассмотренный в примере 2 
$2, имеет очевидно индекс дефекта (0,1) и нулевое подпространство 
= (0); мы его обозначим теперь через Н.. Пусть ®, — произвольное 
гильбертово пространство; разложим его в прямую сумму взаимно 
ортогональных сепарабельных пространств &° и построим в каждом 
из них оператор Н®, изометрический Н, или — Ну. При этом мы по- 
заботимся еще о том, чтобы как оператор Н“®, изометрический Но, так 
и Н®), изометрический — Но, встречались бесконечное число раз. Тогда 
очевидно, что Н® определяют симметрический оператор Н, в ®,, при- 
водимый каждым 9“ и равный Н® в 9°, при этом Н, обладает всеми 
требуемыми свойствами. 


Математический институт им. В. А. Стеклова Поступило 
Академии Наук СССР. 20. 1Х. 1939. 
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М. МЕОМАВК. ЗЕГЕ-АОУОТМТ ЕХТЕМЗ!ТОМ ОК ТНЕ $ЕбОМОЮ КМ 
ОК А ЗУММЕТВ1С ОРЕВАТОК * 


БОММАВУ 


ТЬе ргезепф рарег 13 4еуофе 10 а пем Кш@ о{ ех\епз100$ оЁ а зут- 
тпег1с орегафог, мВ1еВ \!Ш Бе саПеф ехцепз1опз о{ Ф№е зесоп@ Ета т 
ог4ег $0 а1зиполизЬ 4Веш ош 4Ъе изаа] ех{фепзопз саПеф Беге ехфеп- 
81018 0Ё Фе Пгз& Ка. 


$ 1. Тие ратё оЁГа с10зе@ Ппеаг орегафог ш ап шуагапф зазрасе 


Пе! 1п1%10оп 1. А с1озед \пеаг орегабог А ш © уиВ \№е доташ 
Чепзе ш © \Ш Ъе саПе4 ап М-орегафог 11 ®. 

Пе! 1п1610т 2. 1 А Ъе ап М-орегафог ш © апа %, а с1озед заЪ- 
зрасе ш 9; © \Ш Ъе вза14 №0 Ъе 1пуаг1ап% м16Ь гезрес% 
т о ьы 


> (4)5, =$5, апа А(Ъ(4)5) С 5:. (1) 
ТВе орегафог А, ш %, дейпед Ъу 
А, =А оп %(А)5, (2) 


У\Ш ре саПе4 $Ве рагф о{ А ш 5, апа А—ап ехфепз1от о{ %&Ъе 
зесопа К1п4 о? А, 1пфо ©. 

п \мВаф {0По\з «ехфепяоп» а|\ауз шеапз ехбепз1оп о{ 4Ъе зесопа 
Капа. 

ТНЕОВЕМ 1. Геё $, 6е а с105е4 зибзрасе сей 1$ тоатат ий 
гезресй 10 1е М-орегафог А, ап4 (её А, ве \е ра о} А т 5,. Тйеп А, 
15 ап М-орегайог т 5. Ге ит \ег Е, фе Фе ргоуесйоп ат 9 ото 9, 
апа В, \е орегюог ат 5, ИВ Ше 4аотат 


> (В,) = Е! 3 (4*) (3) 
аейпеа ву 
В.Е /=Е: А‘), Е З(А°). (4) 
Тиеп 
А! = В.. (5) 


Ргоо{. Тье 115 рагё 13 ору1оиз. Еиг\ег, {0г {6 ®(4,), #=Е1х, 
хЕЗ (4*) ме Вауе Зы 
(А}, Е!Ф) = (Е. Аз, 9) = (А, 9) = ($, А*$) = (Е, 4") =(}, Е! А*Ф). (6) 
Тьоз Еф=0 парШез Е, А*’о =0[с{.'(1)], 1.е., (4) дебпез В, амалеу. 
Мотеоуег (6) парПез В, С А! апа Ъеге{оге *** 
ВС А+. (7) 
И пом 16 ®(В!), еп 10г аП Е; о, ФЕ З(А*) 
(ф, В!/) = (Елф, В!) = (В:Елз, |} = (Е1 А", }) = (4%, }), 
* БерагаЪ1114у оЁ $ 15 поё аззитей 1п 461$ рарег. 
_ ** \е аепое Ъу (А), Я(А) Ше аотая ап@ Ве гапае о! А гезресйуеу; 
3% Чепо{ез 4ве с1озиге оЁ! 3% апа 43)—\Ъе гапое о! А оп %. 


*** АСВ шеапз 11а В 15 ап ежепз1оп оЁ А, 1.е., (А) СФ (В) апа А} = В} 
10г ДЕЗ (А); А депо4ез Ве с1озиге оё А (Ш 413 с1озиге ех1з13). 


ЕХТЕМ$1ОМ№ ОР А ЗУММЕТВ!С ОРЕВАТОВ 91 


Вепсе * 163 (4"')=® (А) апа В! = 4./. $0 ВС А., В, > А+, ава 3 
гези]6 фосефег \ИВ (7) влуез (5). 


ТНЕОВЕМ 2. Ге 0 6у #е ипйагу оретпог т 5’ =9Ф5 аейпеа 
Фу 0{}, }={8, — В ап4 Е, Це ргоуесноп т 5’ ото 5, =9, @ 91. Тйеп ** 
3 (41) = (Е) 5’ 003 (4,)) = Е! (3 (А) ФИ (8(4)©3(4,))). — (8) 
РгооЕ. Ш 13 ‹еаг \Ъаф 
$ (41) = Е13 (4) СЕ! (5' © И%(А,)}; (9) 
оп {Те офег Вапа, И {/, 2} Е9’О©ИЖ(А,), Шеп 10г аП 1Е® (4,) 
0= (№, 4:7) — (в, )=(Е\, А) —(Елвь, 1; 
Вепсе Е! {/, 8} = (Еф, Еле} Е 3 (А!). Товебвег жиЪ (9) 13 о1уез 


3 (41) = Е! (5' © 03 (41). (10) 
№ м {гот 
(5'00$ (4!)) © 3 (4*) = (5’'003(4!)) © 
О (5213 (4))=0 (3 (4) 03 (4!)) 
ме се 


$’ 203 (4!) =3 (4*) ФИ (3 (4) ОЗ (4,)) (11) 
ап@ (10), (11) пару (8). 
ТНЕОВЕМ 3. Еъегу е@етет | Е®(А!) 15 гергезета Ме аз 


1= Е1® -- Е1А8ъ, (12) 
зуйете 
фФЕФ (4"), Е.АЕФ (А1), (13) 
апа 
А1Е180 = — Е180- (14) 


ТЬ1з 4Веогет сай Бе еазИу Чедисей {гот (8). 


$ 2. ТВе рагё оЁ а зе11-а4}010$ орегафог 

ТНЕОВЕМ 4. [е Н Фе а :е-а4уолтф орегаог ат 9, $: а с105е4 
зифзрасе атоапат И тезресёф 10 Н, апа Н, \е рай о} Н т 9. 
Т№еп Н, #3 а с10о5е4 зуттейтс орегаот ат 91; Н, 1$ з@}-аатои, &} апа 
оту #}'51: гедисез Н. 

РгооЁ. Т№е 1{1г3% аззегмоп 13 оБу1оиз, 1Ъе зесопа 1оПо\уз {гот 

ев. 

ТНЕОВЕМ 5. [её ^Х фе ап атфИтагу поп-теай питфег. Треп еъегу 

еетет }Е®(Н!) 15 гергезета Ме аз 


1= Е1® $, (1) 
фреге ФЕ ®(Н) апа $ запзрез Фе сопайоп 
Н! = №5. (2) 


РгооГ. Рив 
е=(Н—)1)-1(Н1—^1)]}, $=]1-Е15; 


д* Ву а \\еогет о! 9. у. Меитапи [с4. (8), 4Пеогет 2] {ог еуегу М-орегафюг А 
Ба 4 
** Ког {Ве аейп оп о{ Ве этарь 3 (4) о А «4. (8) ог (4). 
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еп /=Еф-+- ф, ФЕ® (Н) апа Бу ТВеогеш 1 
(Н!—^1)%=Е,(Н—^1) о —(Н!—1)1=0. 
ТНЕОВЕМ 6. [её Х Фе ап агийтагу поп-геай питбег. Рог еъегу @е- 
тепё $ зайзНите (2) айете елё518 а зедиепсе ьЕ (НН) засй йа * 
НА м ЕЕ (3) 


Ргоо#. Ву ТЬеогет 4 $Ъеге ех1з4з а зедаепсе „6 3 (Н) зас фВаф 
Ее, —>%, ВЕ18, = Е1Н 8 —> Но = №. 
Ри 
"= (Н — ^1)-*Е\ (Н — ^^) 8") №=8и— и; 
еп {№ Ваз а] \е ргорегез гедлагед. 
Сого11агу 1. Еъегу @етет }ЕЗ(Н!1) #5 тертезетла 1 е аз 
1= Е: %, 
;ффеге ФЕ ®(Н) апа $ 15$ (те Пти ора зедиепсе Е1}» зисй фай рЕФ(Н), 
Е Н№ь = ^Е1 п, 1 (7) = 0. 

ВештагКк. Аз Г. Нарега ** зво\уе4 же сай раб ш зоше сазез = 0, 
Баф 13 геза Чоез поф по1Ч ш 4\е сепега! сазе (1. Аррепаах). 

Сого!1агу 2. [е №, Зы %е ше татр]1а$; ор а оес1отз Е З{В)) 
апа Е З(Н!) вайзутв 

Ву =, Н!1в =^8, ИА) = 0, 
тезрес исеёй у. Тйеп 5 = %. 

Сого1]агу 3. 1{ ]ог зоте №(1(%) = 0)%, 15 Ппие-@тепяопай, 
еп Н:= В. 

РгооЁ. п 615 сазе У = 5% =9% < ® (В); оз, Бу Тфеогет 5 
® (И1) => (В). 

Сого11ату 4. 11 юга ^(1(\) = 0) № =0, еп Н, #5 тазжта!. 

Сого 1 |агу 5. 1} ога № ий 1[(\,) > 0 апа га ^, тай Г() < 0 
5, = %» = (0), Зею Н, 15 зе]-а4ауотё апа \, гедисез Н. 

Ехашр!е. её 5 Ъе Фе зе о! а! ГеЪезояе зфааге затта е апс- 
мопз }(52) ш (—©, +0), ®(Н) —Ше зе оЁаП }(52)Е®, умей аге 
аЪзойце!у сопйпаоч$з ш еуегу ПЙпце ицегуа! ап@ засВ {Таё Й (2) Е. 
Рог }(2)ЕФ(Н) р Н}(х) = —' (х). Аз 13 Коми, Н 15 зе !-аа]ота+. 

Геф $, Бе \\е зе оЁ аП Гереземе задаге зима е Глпемопз $ (2) ш 
[0, | оэ); ме шеаае $, ш ® Бу \ЧепыГуше о(2) ми 


ео Ф(2) аШп0$6 еуегумиеге ш [0, | оо), 
| О амоз еуегумВеге ощёзае [0, + сэ). 
Треп $, 13 еазИу зееп 10 Ъе туагаи \УИЬ гезрес% 10 Н.. 
${В,) сопз155 ор а 0(2)ЕЪ, \16й аге абзойцеу сопипаойз шт 
еуегу Ипце заБ\цегуа1 о! [0, -- <<) апа засл \Шаь ©’ (2) Е$,:. Могеоуег, 
В; $ (1) = —' (1); ®(Н,) 13 Ше зе оГаП $ (2) Е ® (В,) заафуше ф (0) =0 


* ТЬгоцеВои& Те упое рарег \№е И! 13 шеапё 11 Фе зепзе оЁ Ве {топе 
{оро1оэу. 
** СГ. (3), ТВеогет 3. 4. 
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апа Н.С В,. Ву Тьеогеш 4, Н, 13 а с1озе зутштенчс орегафог. Киг- 
Тег 3: — (0), У; = (Се-*); \Ваз Бу СогоПамез 4, 2, Н, 13 шахииа1* \ИЬ 
Фе 4еНслепсу шаех (0, 1) апа В, 13 с1озе4, 1.е., В, = И1. 


$ 3. НегиЙаи орегафог$ ш НИЪегё зраее 


| Ре! 1п161оп 3. А Ппеаг орегафог И ш © \Ш Бе саПеа Негю ;- 
б1ап, И [юг агрИгагу р вЕ®(Н) 
(НУ, 8) =(), Н®). 
Н 13 еу4еп у зутшей“с И апа опу И ® (В) =®. 

ГЕММА 1. Ге Н Фе ап Негтёцат орегалог т 5. Ме аейпе ап 

оретафот Ин т Я(НЬ- И) Фу 

Ин(Н—И)/=(Н-и)}, (1) 
Лет Ци 1$ ап з5отейче орегйог тиф Ше аотат %(НЬ-—И) апа Це 
гапве Я(Н-+И) зайзипе Ше сопагиоп 

О не=ф атрПез о=0, (2) 

Сопоетзеу, #} И 15 ап агЬитату гзотеряе орегалот ат Э зайзрите е 
сопагоп (2), еп ап Нетпииап орегалог Н е254$, юг тис П=ОНн. 
М отгеосег 

> (Н) = (0—1), Н(Ио—9)=1([-+$), ФЕ (0), (3) 
ап@ Фе соттезроп4апсе Н — Он 15$ опе-10-опе. 

Тре ргооЁ {о По\уз потейтафе]у {тот Ве дейиилопз оГ Он, Н т \егтз 
о! Н, 0 гезресмуеу. 

Пе! 1п1фтоп 4. Тье орегафог Ин Чейпе 1 Гетша 1 \Ш Ъе са1- 
1е4 е Сау1еу-{гаюзЁогш 0[ Н. И ме рщ 

мени) Г эЭН-) 
(ей {Те заЪзрасез 
$ =5о0Г, Ж=5о[ 
\Ш Ъе саПей №е 4е!1с1тепсу-зрасез оЁ Н апа 1№е раш (мт, п), 
у\Йеге ** т=ана 9) , и=ань Е \Ш Ъе саПе@ \№е Че! 1с1епсу- 
ее ‘о 

Т.ЕММА 2. Ге Н, Н, %е Негтацап орегайотз ап Ин, Ин, ет 

Сайеу-тапзрюттз. Тйеп \е таапопз 

О Он: 
аге едироет апа Н 15 с105е4 &} ап оту 1} Он 28 с108е4, в. е., Ц 
17, [/ ате с10зе4 зи0зрасез т 5. 

ТЕММА 3. [её Н, Фе а с10зеа Негтацапт орегалогат 5; За, Е" 215 
аейсепсу-зрасез, апа Н—а зйрааройй еепяюоп о} Ше Птяё @пта 
о} Н, г.е., зе |-а@ота орегаот т У зайзрутв йе сопйиоп Н ОНУ. 
Треп ® (Н) соп5 51$ ор аЙ еетеплз } гергезета @е аз 


* Н, 13 4е зо саЙеа еетеп(агу зуштеййс орега\юг. СЁ. (10), 'ТБеогет 40. 8. 
** ао 9% аепойез Ме сага!па] питабег оЁ {е сотр1е{е ог опогта! зе 1 Ж. 
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чфреге НЕ®(Н!), ФЕ) апа 0 15 зией ап азотете тарртв 9] За 
ото Е, Та 
Иня + Оз= $, 9 ЕЗ(Н!), ФЕЗЫ атриез в =Ф=0. (5) 
М огеосег 
Ну Нл. (6) 
Сопоегзёй у, 1 И 15 ап взотейе таррте о} Эм ото У заизфуитв (5} 
апа Н 15$ аейпеа Фу (4) апа (6), 1еп Н 15$ а зе!}-а4тата емепяют 9} 
Те ртзё Мпа о} Н:. Тйе соттезропаепсе Фе тфееп Н апа Ц 50 об те4 
1$ опе-1о-опе. 

Ргоо{. 1 НН, апа Н 13 зе [-а9 010%, ЗЛеп Он Ин, ава Он 15 
ипЦагу. Таз \уе Вауе оп1у 10 ра И =Ин оп 3} ап арр!у Геготваз 1, 2 
ап \\е едоа\у ®(Ин,) ФУ =®. НП, сопуегзу, а О заазуше (5) 
13 слуеп, Мер Ин 13 ипЦцагу; Бепсе Н 15 зе!-а4}]о апа НН. 

ВешагК. У№е Вауе деЙптеа Он Бу (1); Ъаф же сошШа шитодлсе ап 
орегафог Ин Ъу рабмае 


Ун(Н-И)]=(Н—11) У, (7) 
зо (Тав 
ИЕ. (8} 
1% 13 еазПу зееп, №аф Гештаз 1, 2, 3 геташ уаП4; уе Вауе оу +0 
гер!асе —& ЪУ &. 50, {.1., ®(Н) ;с009155 оф аП }= р -+Ф— То, мвеге 
ВЕФ(Н!), ФЕ), У шарз 9) 1вотейчсаПу ошо и ава Ну= Ни + 
2-2 7ъФ. И ТУ апа 0 соггезропа 40 {Ве заше Н, Меп У=И-!1. 
ТНЕОВЕМ 7. [Ге Н фе а с1о5еа Негтанап орегафог ат %®. Тйеп* 
> (Н)3) =» (ВН) =0, (9) 


(И) = = 5. (10) 
Ртоо{, ЦП Е® (В) С, Шел ГР: ба 
0= (Ну, )=(НЬР-ИЬ ЛР. 
шее (Н}, 7) 13 геа1, 1$ парЦез 1=0. Ну ® (НН) 9, еп 7ЕГ-, 
}= Н8—13, 8ЕЗ(Н) апа } в. Аваш 415 парПез /=0. Ву а {Ъеогет 
07 Е. Везз (7) 1% ГоПо\мз Ва ® (Н)- 9} =. 
ТНЕОВЕМ 8. 1} Н #5 а с10зе4 Негтёват орегалог п $, еп ®(Н), 


УС СГ аге Ппеату гтдерепаетщ ‚ 8} апа ошу #{ ®(Н)=5, в. е., #Н 2$ 
зуттейтс. 


Ргоо{. Тре за елепсу о! 1Ъе сопаншйоп 1з уеП-Кпомп. И, сопуег- 
зу, ®(Н), ЖЖ, ЭЖГ аге Ппеау ш4ерепдеп, ра ®(4А)=®(Н)- 
-- Е -- ЗЕЕ ап9 10г 7 =8-Ф-$, 86% (В), ФЕ, ЗЕЖ+ 

А]= Н8—ю- №. 
Ву Твеогет 7, ® (А) =. И шефег 
= 9-Е, Е ЗН), "п Е -, 3% ЕЗС+, ие. 


А и. 


* И ЭХ апа Х аге Ипеаг шапо1а$ 1п ©, 4Веп 9% - % адепо{фез Вет Нпеаг зат. 
1. е., {Ве зе оЁГ а] еее: 9 ф, ФЕ, ФЕХ. 
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Фет 
Ар, — и = (Н&» — 18») — 29 1—1, 
А-а = (На-На) 2, в), 
: 1 
Непсе, И же рш* = — 5: Рал- (%— 140), %= = Рэд» (№ -- 1/0), \е Вауе 
а 
= — эр Рае (А) | Е 
1 
ый Ри (АИ). | 
Ра 


80 = — 9% —%, 80=№ + —№; 
{Бей 16 1оПомз {ош (14), (12) 
5" —> 80 Н-—> 8. 
Тиз 0 ЕФ(Н,), & = Нзо, ап4 \Веге!юге ХДЕФ(4), %=АХК. Непсе А 
13 ап //-орегафог ш ©. 
Еигег, ог ФЕ), ЗЕЖ+, "ЕЗ(Н) ме еазПу аеачсе 
(т, Нё') = —#($, 8'), ($, Н)=#(, 8’); 

Бепсе {ог = Е о-- 9, ВЕ Ф(Н) ме омат Чак (АУ, =’) = ({, Нг'). Тыз 
шеапз {Таф 

Е ВЫ (13) 
Оп \№е о\Ъег Бата, 1 Е Ф (А*), Феп 10г аЙ }=е-фео-%, ВЕЗ(Н), 
ФЕ), ФЕЗЕ+ ме Вауе 


(Нее, = (в э-, А", (14) 
Рийлия Беге 8 =Ф=0, же оаш, \Ваф 4" —МЕГ-, 1. е., 
А" — = Н’—#', &ЕЗ(Н) (15) 
ап зноПау 
Ат = На" 8", Е (Н). (16) 


Риби шифег о=Ф=0 ме оаш (Н&, й) = (8, А”Ё); Бепсе 
(Нав, №) = (в, А’ — №) = (8, На" — 18’) = (НЕ, 5), 
(Н8-+ 18, #—#)=0. 

ТЬ15 шеапз {Ваф = — 5’ ЕД г. биоПа]у ме оаш 16а 9 =й— 
— 2" 9); Виз г, = 5" фь, &’— 5" —Ф-- =0, апа \№е Ппеаг т- 
дерепдепсе о{ ® (И), %-, 9+ парНез =, =0, в’ ===, ЛЕФ(Н); 
;.е., А’СН. ТЫз тез! фобетег ми (13) элуез А"=Н. Ваф шее А 
13 ап /Л-орегафог, Н 13 а[з0 ап /-орегатог **; из ® (Й)=5. 

ТНЕОВЕМ 9. 1} Н 13а с105еа Нетпаиап орегалог ат 9, Ф1еп есету 
еетет }ЕЗ\(Н): (9% 9+) 15 тергезепла Ме ат а1е ротт 

1=$— ХФ, 

фреге Х {$ ап азотеше оретаг чий а4отат ®(Х)=3)5- Е- 
+® (Н)), апа тапее Я (Х) = ФЕ -®(Н)). 11 ФЕ ЖЕ, еп 
Хэ=. 


* Ру» депоцез 4Ве ргодесИоп ошо 9%. 
** СГ. (3), ТВеотет 2. 
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Ргоо!. 1 ДЕЗ (Н) (9 +9!) еп 
== 8=Ф-5, 8ЕГ-, ФЕ, ЕЕ, 
ап ФегеГоге 
ЕР ная ФР, 


о. 
Рийше ф= — Хо ме оМашт \Ше 4езтеЯ гергезепбайоп о! ]. Тье аззег- 


иопз афопь ® (Х) ава Х(Х) аге еу!4еп. ЕшаПу, Из Е ЖЖ, Шев 
Ф—- ХФЕЗ (ВН). = (0); Вепсе о— Хо=0. 


$ 4. Тве @тееё чит 0? НИЪегё зрасез ап@ орегафотз УИ {Ве дошат 
11 опе 41тесё зи ап@ Фе гапее ш апоег 


Пе! 1114101 5. Ву \№е @1тесф зат 9, ФУ, оЁ{ мо НИБег зрасез 
$, апа ©, \Ш Ъе шеапё \№е зе оГ а] рашз {], =}, ДЕЗ, 5653», Пг 
Ус {Ве орегамопз —, ап@ Ве зса!аг шаИ1рИсамоп аге аейпей аз 
{оПо\з: 


о {1 ва} (, ва} = {ТР в 85}, 
2 а {}, 8} = {*], в}, а а зса]аг, 
3° (1, 81}, {75› 8>}) = (В, 12) - (81, 8»). 


[| 13 еу епт, ШФаь $, ФУ, !ютаз а НИЪегь зрасе. Уе зваЙ поф 41зит- 
си1зВ реб\уееп {], 0} апа {, {0, 8} апа 8; еп $5, апа 5, шау Ъе сопз1- 
4еге аз пафааПу ог озопа1 зиБзрасез оЁ \, ФУ. сотр!етепйие еась 
о\Вег ш ®, Ф%.. 

Рей птатом 6. Ге А;, А, Бе Ипеаг орегабогз \ИБ 4отатз шт 9), 
$. ап@ гапзез * ш $1, 55. Ву Ме @а1тесь зиш 4,ФА, 9А,, А, 
\Ш Бе шеарё фе Ппеаг орегафог А по еа ш (4) +9 (4А,) Бу Ще 
соза ву 

А (7-8) = А+ Ав, ГЕ (А,), 83 (4.). 
ГЕММА 4. 11 %(4А,)=®,, ® (А,)=9,, Шеп ® (4). =%, 25, апа 
(4. ФА," = 41 ® 4$ (1) 

ГЕММА 5. 1] А,, А, аге с1о5е4 орегафот$, еп А, ФА, #5 а с105еа 
орегафог. 

Сого!1ату 6. 1] А,, А, аге М-орегазот$, еп А, Ф А, #5 ап М-оре- 
га(ог. 

ГЕММА 6. /] Н,, Н, аге Негтёшап орегайотз ат 5, 9, фир аей- 
свепсу-зрасе; у, 3 апа 9, 98, еп Н=Н, ФН, #5 ап Негтенап 
орегазот ап 5, 5. тий 4ейаепсу-зрасез 

3 =: ФЗ, = ФЗ. (2) 

Сого11агу 7. ТАе @хгесё зит о} зуттейе ореталогз 18 а вутте“- 

7с орегафог. 


* Орегафогз УИ \Ше аота! 11 опе НИБегь зрасе ап@ Фе гапее 11 аво#тег 
\уеге сопз1Чегей ру Миггау (*). \№е зваП Бео\у изе зоше оЁ 4Ве геза1$ о Миггау. 
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ГЕММА 7. Тйеге ел1515 а опе-10-оте согтезропаепсе Фезуееп 1Ёе с1аз5 

о} а Ппеат Фоип4е@ орегалотз А рот $, 9, ю 91:9; апа Ие с1а5$ 

0} а тайтсеез || Ак |; вл», йеге Аз 25 а Фоипае Ппеаг орегалог 

тот Фь 10 ©; зисй Вай, &} А апа || Аж|; в-ьо соттезропа Фо еасй оффег, 
еп 

А (+ },) = (Ацл + Аьу,) + (Ал + А),), НЕФ, ЬЕ5,. (3) 


Ргоо{. ПОепще Бу Е; \е рго]есмоп шт 9: Ф 95 опо 9; апа ри 
Ав =ВЕАр, №ЕФь; Г) Ё=А, 2. (4) 


ТЬеп Ах» 13 Боипае4 апа замзНез (2). Сопуегзе!у, И А 1$ хуеп Бу (3), 
А 13 Ппеаг ап4 Боппдед. Тъе опе-60-опе сБагасфег о{ {Ве соггезроп4епсе 
А^ | Аз В. К=1,2 13 еу14епф. 


ГЕММА 8. [} А, В аге Фоипае4 пеаг орега1ог$ гот $5, ©, №0 $5:Ф%», 
С а Фоипае4 орегают рот 9495 ю 91455 апа а а зсааг, еп 
тот 


А— || Аж ь=ь», В м | Ву к | ь-ьз, С | Са рвы, } (5) 
А* | А |, а, 2 
юПо%5 
З 
А-В! А+ Ва || СА. А 
= | Аж-Е Ву ||, =, ры 32 Арь ||}, и=ьз, (6) 
®—=1 
А — | «Аз, |, в=ь2, Аж= Ац. 


Ргоо{. Те Йгз% 3 геамопз о{ (6) 1оПо\ аф опсе 1гош (3). То ргоуе 
$Бе 1аз%, депо{е Ъу Е; \№е рго]есмоп ш 9, ФУ, опо 9; Шей Азй = 
= В.А’, ь Е Эь; Бепсе юг № Е Эь 

Авуйх» №) = (Ев Ар, р) = (Ар, №) = (р, А") = (р, Е, А“) = (ф, Ав), 
Ге АА. 

Сого 1]агу 8. Ге ана (9, © 5.) = Чаша (5: ® 5); Ше орегаюг И — 
— Иж; ва, › тарз ёзотейчеаИу 9, ФУ», ото $9: Ф5», 1} апа ощу | 


ХИ =. 1 (7) 
= 
к 1 члйеп 1 =Ё, 
| О йе 7+ 
2 
> Оль 6-1, (8) 
р=1 


Ргоо{. Арр!у Гешта 8 {40 Ше тейайотз И“ =1, 00" =1. 

ТНЕОВЕМ 10. Геё 0 — | Ож |, к-ьз 6е ап а5отейче орегафог тар-, 
ртЕ ©, ФУ. ото 91$; ап зайзритв Ше роЦовтв сот лопез: 

Онь=0, №ЕФь 1-ЕЁ тру р =0, (9) 

Оз: =0, БЕЗ 1 тру в=0. (10) 


7 Известия АН, Серия математическая, №1 
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Тйеп 
9 $, =ана 9, аш 9, =а $ь (11) 
апа 
Пи =У,У:ВУ,, И,=И, а (12) 
И =и1 ВУ, ПО. = ВИ, 
фрете У., У» аге з5отейтс орегайогз, тарртё ©, ото 1 апа 9, ото 5> 
гезр., В 15 а роййое зе-а4уот орегайог ап 9» зайзрипе афе сопайоп 
|В < Л, 165» 1=0, (13) 
\ —а гагпаПу 15отейчс * орегафог зисй 11а И”* паз те ааа зе В%> 
апа ппа| зе т 9,; райег И’, 15 а рагнаГу 5отеме орегафог тий 1е 
папа! 5г1 У5В®» апа Ппа| зе т ®: апа зисй, Тафт Фе орегазог 


А=ИМ УМ (14) 
сотти4ез; тиф В’=\И”*ВУ апа 
В’(А-+1)=0. (15) 


Сопоегз2”у, &} (44) по 4$ ап1 }Т,,Г,, В, И’, М, ате агфйтагу оре- 
газогз зайзрипе а’ айе сопбизотз аезстёфеа абосе, еп Ше Из аерпеа 
Бу (12) аге засй Фваф Фе орегафог 0 || Оку ь=1,2 таррз 9, Ф®. 250- 
татгкаё у ото 9, $ $5 апа зайзДез (9) апа (10). 

Ргоо{. Ву а \Меогем о{ Миггау ** уме сап \гце 


И: = ВИ/ =У/В’, чвеге В=У 0,0», В’=У 00», В’=И’ВУ, 
утеге В, И’ Бауе 4№е шеаплей 4езстаБеЯ 1п 1Ъе 1Веогет. Мом Фе га 
ап 1№е зэсоп4 о{ 4Ъе едиай ев (12) ап4 4№е сопашлов (43) 1оПом а% 
опсе тот (8) 1=Е=2), (7) (=Ё=2) ава (9), (10); Ве Пгзь о! Ме 
едтаМопз {оПо\уз {тот Ве зесоп4 апа (7) (/=А=1). 50 ме Бауе опу 
10 ргоуе, \Ваф А замзЙез \Ве сопаИлопз о! {№е {Веогст. То №13 ригрозе 
ри 11 (8) 1 =А=1; ме ге И„Ии-0,.012=1 ог, Ъу (12), 

И И-В?У М1-У, (1 — И’*В?М/) У! =1. 
Непсе 
У, У: ВУ, М! =У, В'?У1. (16} 
Озяпо {Ве еда Нез 
У. У.В =У:В, В’ = И” В’ = В’, (17) 


ме оМаш {ош (16) \аф ВЗ\У`У УИ, = МУ МИ, В”, 1. е., В А* = 
— А”В”?. Те 1аз$ едаа]!Цу парез, \№Ваф А сошшлцез миВ В’. Мом 
раи ш (7) /=2, А=1, апа изо (12) ме ве 


УТ ВЗИИ, ЗУ В’\/"У,  В'У*"УТ- ВИ, =0; 
Вепсе Бу (17) апа (14) 
ИУ! — ВАВ’-+ В'У*У1- ВИ =0. (18) 


* АБонЕ рагйаПу 1зотаейче орегабогз с. (5), р. 141 — 143 от (4), р. 312. 
** СГ. (&), ТВеотеш 1.24. 
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Зшсе \УИ/* сотшлицез мЦЬ В, же Вауе 


(И И1— В) = ИИ (4 — В) У = ИМИ (1 — ИВ’*) ИИ = 
=ИМ (1— В) = ("ИУ 1-— В}. 


ТБаз \ 
и У1-—-Ви=и"и Ив», . (19) 
апа Ъу (17) хе оБа т {гот (18) а /1— В”? АВ’- В’ Ут — В'2 = 0, 1. е., 
УТ В? В’ (А+ 1)=0. (20) 


(15) ТоПомз пом ош (20) апа (9). Сопуегзеу, изша (12), (47), (19), 
(15) ап {Ве ге]а\моптз А”В’ = В’А* = — В’, В'АА* = В’, юПомша тот (15), 
\е еазПу 4едисе (7), (8) зпа (9), (10). 

Сого 1 Тагу 9. Ге аш 9, =ама $5, аш ®,=аии ®1 апа [её С $е 
ап агбИгату Фоиплей атеаг орегафог топ 5, 10 $; зайзйитв \е соп- 
авоп |С}|<|]|, #йеп {= 0, }Е5,. Тпеп Шеге елёз1$ ап атйпие $21 о} 
фзотере орегафотз ПИ — | И, в, тарр:пв 9, Ф®, ошо 9. 55, зайз- 
Дитя (9), (10) апЯ зисй, па О», =С. 

РргооЕ. Ву ТБеогет 10 ме Вауе ошу 40 зом: И В, И, И, Г, 
замзГутео 1ре сспаи1опз оЁ ТВеогет 10 аге слуеп, ме сап с\о00зе И’, 
11 засВ а паппег \ваф А соттиез мИь В’ ап замзНез (15). Ва 5 
{№13 ригрозе ме Вауе оу 10 риф И”, = — И.И Г.,. 


8 5. ВЗе!-а4]01ё ехфепз1018 0Ё а 21ует зушшейте орегафог 


'ГНЕОВЕМ 11. Ге Н, Феа с105е4 зуттештс орегафот ат & ап] Н 
а 561]-а@]оётё орегайот ат 9 ОФ, %!асй 1$ ап емепяоп о} Н,; ри $. = 
=$О5, ап4 аепое Фу Н, Ше оретаюг аейпе4 т ®(Н,) => (Н) 5» 
Бу Н/= НУ, ДЕ З(Н,). Тлеп Н» #5 а с’озе4 Негтизап орегают т $». 
Ге 9: , 9, 9%, 5 6е 1е аейчепсу-врасез 0] Н,, Н»; еп ®(Н) 
015518 ор ай еетепа$ Е ® исй аге тергезетаь ве ат Ше ротт 


1=(— «+ ОФ + 915%») 4 (5 — ФН И 9: Е Чо»), (1) 
йете 
ЛЕЗ(Н!), »ЕЗ(Н,), ФЕЗЬ, ФЕ, (2) 
апа И Омь, 2$ ап 250тете орегадог таррте 6 ФЗ оо 
9) 29а ап4 зайздитЕ Ше рюПоватв сопейопз: 
ФО -+Оь%=0 тр; д=ч-=$%=0, (3) 
№ — © -НИ ня - И» =0 {тр 4е; р =Ф = =0. (4) 
М отео сег 
Н|= ЕН 1, + (ли Е Из) ] + [В - 22, Е (Ола Е Чо). (5) 
Геё сопоегз 1у ЦН. % ат атфИтагу с зе Негпи ип орего4ог ат а 
НИфогё зрасе ®» [ог лей ап ёзотеие орогофог И | Ив |,и-ь® тар- 
9% 
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рте и ФЗ ото 9 ФУД апа заизрите (3) ап (&) езда. Треп 
Пе орегог Н т 9=$, Ф% 4ейпеа рюгаИ @етет$ } о] йе ротт (1) 
Бу (5) 15 а зе]-адрют ежепяопт о} Н,; тогеосег, ® (Н)-5. =® (Н») апа 
Ну = Н} ]0г ДЕЗ (Н,). 


Ргоо[. 1% ГоПомз 1тош (6) $ 1 аррЦе о А=А, А,=Н., а Н, 
13 ап орегафог т 95; Н, 13 обулоц у Негтилап апа с10зед. Ра Н,= 
=Н, ФН,; еп Н, 13 с1озе4 ап4 Негюаап т © (с{. Беттаз 5, 6) мив 
фе 4еЙслепсу-зрасез 


3 = ФЗ, % = ФЭЬ (6) 

апа Н > Н,. Непсе (1) апа (5) юПом от Гешштаз 3 $3, 7 $ ий (6) 

ап Ве дей оп оЁ Н,. Зшсе ®(Н!), & , а: аге ш4ереп4етф, }, — 

—2 Оше, + 0:29, =0 нарНез д=0, в=0, Ише, + И $=0. Непее 
1= 2 — $ 02$. Е ® (Н.), Ль= — $ 029. Е ®(Н,) 


апа Н.й, = НА =, + /.2Ф.. ТБаз Ной, — #1. = 215.; чтсе Ж(Н.—И) 1 
4 9, 113 парЦез $, =0. И 

2 — < + (Изеи + Оь222) =0, (7) 

еп 6 5:; из 1, -- 4 Е (О ие, + ИФ) =1 Е (Н,) ап@ Фегеоге =), 

$1 =0, 0119, - 012$. = 0. Могеоуег, Н} = Н.Н Е $; ш уме о{ (5) {51$ теапв 

Ньь 95 ИЛозфь == 0. (8) 

Егош (8) апа (7) ме дедасе Н»/ — #] - 212. =0 ап Ъеге{оге $. =0, № =0. 

Сопуегзе!у, 1её Н, Бе а с10озе4 Негиилап орегафог т 5, засб фа 


И > [Ом к,» зайзуше Ве сопа\лопз оЁ Треогет 411 ех1зз. Ву 
Гегатра 3 $ 3, (1) апа (5) дейпе а зе\{-аа]о1пф орегафог Н ш У, И 


Он, + ОФ=ф- $, ЕЯ —И), ЗЕ ФУЬ (9) 
парИез =е=0. Ву Ше аейпилой о{ 5, © ме Вауе 
Фо = (ЯН. — И) А-(Н, 81) 7, = -%», 
Непсе (9) парЦез 
211 — 9 + (И, + Иль Ф) = — [2371, — ФЕ (Чи - О» 25)] 


ап4 еге!оге 2], — 9, + (9, НО» 9) =0, 21, — в (Ин И» $») = 0. 
Сопа1опз (3), (4) хлуе пом Д=Ф == =0, %=$=0. Непсе И 15 
зе М-а4 ош. Егош (3), (4) ме Чедисе ао Ва! Н 15 ап ехепз10п оЁ Н, 
аа Н=Нгод НВ) 

Ве1о\ ме ргезегуе аЙ {Ме пофамопз оЁ Треогеш 41. 

Сого1]агу 10. /[{ Н 25 а зе}-а4уоетр емепяоп ор Н, апа 
ИО ь-ь» 28$ ап орегайог аззосдайе4 ий Н, аз ат Тфеогет 11, 
гйеп Из» зайз}у (9) ап4 (10) о} $4, Чип Эх = ань 95, апп 95 =апи 9" 
ап4 1е тапвез о} Иль, И\ь аге аепзе т 9, гезрес ое у. 
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РгооГ. ЕРгош (3) апа (4) № ТоПомз Фаь Ил замзу (9) $ 4. Озше 
$ е гетагК оп р. 94 апа Бешта 8 \\е о\башт (10) $4. ТВе 1аз6 аззегопз 
ТоПо\м по\’ гот (9), (10) $ 4 апа Тьеогеш 40 $ 4. 

Ре! 1п1610п 7. Па с1озед Негиимап орегазюг Н, ш $, апа Ме 
орегафог 0 ^^ |И|;, в=1,» аге соппесбей \ИП ап ехепзюп Н о! Н, аз 
11 ТЬеогет 14, \№ев Н, апа 0 \Ш Ъе за1А во де! 1те Н. 

Ре 1и141оп 8. А зе1{-а4]010 ежепзюп Н о! Н, \Ш Ъе саПед 
геси|1аг, 1 ®(Н,) => (ИН) -5.=9, ап4 поп-геса]аг ш Ме сопкагу 
сазе; Н \Ш Ъе саПе Чезепегафте, 11 ® (Н,) = (0). 

Ре! 1п1610п 9. А з@!Ё-а4]ошф ехепзоп Н о! Н, \Ш Ъе саПеа 
а-41т епз1опа], И а 9, =а. 

ТНЕОВЕМ 12. 1] ай [еа5& опе о} йе аейсепсу-зрасез о} Н, #5 Ппие- 
@тепяопа[, 1йеп еъегу зе}-а4тотЕ еллепяот о} Ну 1$ гевиаг. 


Ргоо{. Аззите 9} 1з Ппце-4аппепз1опа!. Твеп Ъу СогоПагу 10 


О = ИЕ У Зы. (10) 


ИН р —-=0, ме сай Ёпа Ъу (10) ап еетет ФЕ) зайзуше 
И =, — ИФ; ЧВаз, Бу (4), р =Ф==0. 50 ®(Н,), У; ‚9\= аге 
14ереп4епф ап \Ъеге!оге % (Н,)=%. Бу Тцеогеш 8 $ 3. 

Сого!1агу 411. А с!05е4 зуттеряе Фит пот зе ]-а4уойт орегафог паз 
по ппие-@тепяопта елдепзоп$. 

Ргоо{. И 5, 13 Нице-Апаепз1опа!, {Ве 50 ате 9}, 9): (с{. Сого1- 
]агу 10). ТЬьлз Н 13 гесаг апа ®(Н,)=®(Н,)=®,, 1. е., Н» 13 зе - 
аа}010. Ву ТЬеогеш 4 $2, %, апа \Шегеоге ©, гедасе И; Вепсе Н, 
13 зе {-а@ 0104. 

ТНЕОВЕМ 13. Еъегу гевийЙаг еепяопт Н о} Н, #5 аейпе4 бу а с10- 
5е4 зуттейтес орегайог Ньгт ®5 ап4 ап 1зотейе орегалог И — | Ок |, 


зайзруите 11е сопайюотз 
ао а =ано 9), ана 9% = ана 9% (14) 


апа (9), (10) ор $ 4. Сопоегзейу, апу с105е4 зуттете Н, ап 1зотейче 
И сзайзрите (14) апа (9), (10) о} $ 4 4аейте а тевшаг ежепяотп о} Н,. 

Ргоо{. Тье Нгзь аззеглоп {оПо\мз тот СогоПагу 10. То ргоуе те 
зесоп@ \е оЪзегуе 41аф ®(Й,) =. апа (9), (10) 01 $ 4 пору (3), (4). 

ТЬеогегоз 13 апа 10 Чезсг1Бе а геса]аг ехбепз1оиз 0{ Н;, ап4 \Веге- 
Гоге аЙ ехфепз10пз 0Ё Н,, И аф 1еазф опе о{ {фе аеНелепсу-зрасез о! Н, 
13 Пице-аппепз1опа1. 

ТНЕОВЕМ 14. А с105еа Негтаёйап орегайот Н» ап ап взотете 
орегазог И Иж в» от 9: ФЭ№ ю ЗЫ ФЗ аерте а ве 
аауодтё емепяот о} Н:, #} апа оту 2} (11) 1914$ апа Фе Из» аге вет 
ву (12) $4, идете У,,И,, В, М, И’, зай у а 1е сопайлопз о} Тйеогет 10 
$4 (тив 9; ‚ & стяеаа о} 9» ®ь) апа 1е аа@иопа! соп@Ёйопз: 


(1) в. =0, ФЕ тру =, (12) 
(1—7) - (Ф(Н)+И1-В9) = (0). (13) 
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Ргоо!. И НИ, апа 0 4ейпе ап ех4фепз1оп о! Н,, Веп аП ет рго- 


р — Ф-- (О: 91+ 095) =0 ап@ $=0 Бу (4). И 
ВЕ(1 — И”) 95 - (®(Н)ЕУИТ-В9), 
$ еп 
в=(1—- И) =Ь-+И1-—Вч,, ЬЕ®(Н,), Ее, ЕДЕ. 


Непсе, И ме рё э=У2' (ИТ В) ' (.+И1- ВИ’е,), ме ве 
5—0: 94 -0О»4=0. Т.з ф=0, й, =0. 


[её по\ 0 апа Я, вайзГу { е сопа\топз о! Твеогеш 14. Ву ТВеогетз 10, 
11 ме Бауе оп1у 40 ргоуе 1Ъаё (3) апа (4) аге заызйеа. Сопацлоп (3) 
ГоПо\уз аф опсе {гота (9) $ 4 апа Ге Ппеаг ш4ерепаепсе оЁ ® (Н,), 9) , 


9. И, Гагф.ег, р — 92 - (Ил - Ол $2) =0, еп 


(1 —\) = У 1 —В(у1 ВУ. -У1 —В\ф). 
Твиз Бу (12) апа 13 ме оШала: (1—У/) в» =0, в. =0. Непсе № - Из, =0, 
Ь =0, О: =0, $, =0 [с{. Тлеогет 7 $ 3 апа Т еогеш 10 (9) $ 4]. 

ТНЕОВЕМ 15. Ге Н, 6е ап атбИгату с105е4 зуттейчс орегайог ап $, 
тир Ше 4аейчепсутаех (т, п) хйеге ш, п ате тйпие саг@та питфег$, 
апа Нь ап атфитагу Негпазап орегафог ап $, тИй те аейачепсу-тлех 
(и, т). Гйеп {Йеге ел4515 ап атрпие зе1 о} зотейчс орегалогз Из, ва, о 
тарртз 9}: ФЗ) ото 9) ФУ) апа зись аваг Н» апа И аейпе а зе]- 
аарота езепяот о} Ну. 

Ргоо!. Ву ТБеогет 14 апа СогоПагу 9 $ 4 ме Вауе 10 ргоуе &1а% 
{ог апу НЫ, \ИВ \\е дейселсу-ш4ех (п, м), В апа \\" сап Бе сБозеп +0 
за\лзГу 1№е соп4отз о! ТБеогешт 10 апа (12), (13). её Х Ъе 4\е 1зоше- 
т1с орегазог \МИВ \№е аоташ 3$ =95) (®(Н.) +98) апа \№е гапое 
+=9) (®(Н,) +95) аззосталед УИЪ Н, аз т ТЬеогет 9583. Ри 
© = ОЗ, 5“ =9 ©3+. Уе шау аззише даша © <дш®. 
Гер 9 Ъе а с1озе@ заЪзрасе ш ©Э зисЬ, &‘аф 4 %=ано 9"; ме сап 
ехцепа Х 10 ап 1зотей1е орегафог Х” шарршя $ ФУ опю 9). 

Теф по\ В Ъе а роз\йуе зе{-а@ 01 орегафог ш $) зайзГуше 


0< |В%, | < |$. | г $69, %=0 (14) 


апа 
У1-—В9 =9%. (15) 
Ву а Меогешт о{ 7. у. Меитапи * 4Ъеге ех1з6з а зе {-а@ 011% орегабог С 
шт 9) зав а 
(С)У1-—В96 = (0). (16) 
Ге У Ъе Ме Сау1еу-бтапогт о? С. У\е рщ 


\=УХ” оп $ ФУ, \ 


и=0 ть ©. | (17) 


* СГ. (8), ТЬеотеш 18. 
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Озштя ТБеотет 9, Бешта 1 $ 3, ап (17) же еазИу дедисе 41а В, 
зам зГу (12) апа (13). 

Сого11агу 12. А с1[05е зуттейче орегалог фаз поп-гевиЙаг 5е!}]- 
айаротё еепяотз, & ап оту &} из аейаепсу-зрасез аге Бой трпие- 
отепзопай. 

Сого1П1агу 13. А с/05е4 зуттейче орегалог Н, фаз аевепегайе 
са4епзопз, #} ап от {} из аедаепсущтаех паз те рогт (т, т) ийеге 
ш #5 ап тупие саг@ата1Т пят ьег. 


$ 6. Зресбта1 гезо]а 1013 01 а зутшей1е орегадог 


ТНЕОВЕМ 16. Геё Н, 6е ап агфИгату с1о5е4 зуттетае оретафог т $.. 
Треп 1еге е24515 а фатГу о} ФоиптЧей зе’}-а4уотё оретафогз Е, (\) 
{— © << + о) т 9%, зайзрите Ше рю/овте соп@йопз *: 

41° ог ). > ^, Ше орегаог Е, (А) = Е; (1.,) — Е! (^.) 15 рояшое; 

2 Е, (*) —>0 юг ^—>— со, Е, (1.) —> 1 ф0г + о; 

3° Е, (\—=) Е, (}.) юг => 0, =г—>0; 

49 }ог есегу @етет }Е%, апа еоегу Ипие ииегоай А = (№,^,) (м <^.) 
Е, (А) 6®(Н)) апа 


НЕ, (А) = х аЕ, (1) р 


) (1) 
ее) 
50 {Е ®(Н.) # апа ощу 1} | ^2 а(Е‚ (^)|,/) сопоегве$; тогеоъег, 
ги я 
Н}= {х аЕ, (1). (2) 


1} Н, 15 тайта] апа т 55 \1е 1 ]-р’апе о} поп-геа]1 стагаслетз ис оиез 
о} Н!, еп ют ХЕт 


со + оо 
с: Е, (в)! и изн 
6° (Н— М) "/= ее, (1—4) в. 
со 
[т Из сазе 1° — 40 4дерпе Е, (^) ит дие!у ап4 йе сопоегвепсе о 2А(Е,(\).Г) 
к: 
15 Ше песеззату ап4 зи}псет сопайзот }юг Те сопоегвепсе о] | ^ аЕ, (^) {. 


Ргоо{. 1, Н з © Ъе ап ехёепз1оп о! Н,, Е(\) №е вресёга1 гезоа- 
$101 о! Н апа Е, —\№е ргодесмоп ш © ошюо %,. Раф г 16% 
Е! (0) }=Е Е (^)}. п ушше о 

(Е. (4), =(Е, Е (А) },}) = (Е (А) 1, Е, /) =(Е (А) |7; 


1° — 50 {0 По\ ош Те знааг ргорегыез о! Е(^) апа ТЪеогет 1 (5) **. 


* Тье Из аге Беге шеапф 11 Фе зепзе оЁ {Ве збтопх сопуегрепсе оп еуегу 
е\етеп& о{ %:. 

*ж* Тье слез оп оп Ве соппесЙоп Бебууеееп {Ве Е, (1) сопзгисвеа Веге ап4 Возе 
о! Сайетап (2) \Ш Ъе 415сиззе4 1п а рарег по\ Бешо ргераге $0 Ъе раЪИзВе4 1ю 
опе о! 4Ве пех питЪегз о! 13 }оигпа] (Аааеа 11 ргоо!). 
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И НЯ, 13 тахита!, феп 6° {оПомз гот 41° — 45; Вепсе 1° — 4° 4ефегтаие 
Е, (%) ап1лаие]у. Тре 1аз5 аззегМоп 18 ап офу10з сопзеачепсе оЁ Фе 
тшахипа у оЁ Я,. 

СогоПагу 414 *. [её Н, 6е ап агфитгагу зуттейте орегафот ат 5, . 
Тлеп 11еге ел151$ а зедиепсе о} Боипае4 зе]-а4уоётё орегазот$ Н® вт 5, 
зисй пай рог еоегу 1ЕФ(Н,) Н,}= Вт Н®}. | 

Ргоо{. Уе тау аззише И, 40 Ъе с1озе4. Треп риф Н® = ( хаЕ.(^), 


—п 
\Пеге Е, (^) 13 апу о{ 4Ъе {ат1ез сопзгас4е шт Теогеш 416. 


Аррепа1х 


\е зпо\ Веге \№аё ме саппоф риф ^=0 ш СогоПагу 41 (с{. 4Ме 
гетагк оп р. 92). 

ГЕММА 9. 1] Н, 1$ ап атфитату с1о5е4 зуттелме орегаог ат ®: 
«ий трпие-@тепяоп аераепсу-зрасез, Фйепт Фйете езд51 (еъепт тевщаг) 
зе}-а4тогтё езетя0опт$ о} Ну засй йа В. ЕЕ: 

Ргоо{. Арр!у "Меогешт 10 $ 4 40 Ше орегабог О оЁ Тьеогешт 12 
$5. \Ме сап мтИе И, = ВИ’, О,=У1— В?Т,, И, =У,И1-\- ВУ, 
0. =\, И: ВУ., Ъа% Бауе ФВеп 10 гер1асе 1 ТБеогет 10 $4 $, Ъу 5,, 
9: Бу $5 апа у1се уегза. Ш же по\ св о0зе В засЬ {Таф | — Ва = 9, 
\Веп $, зайзуше Фе сопа!отз $ Е, УЕИ1— 89) 3 ш®(Л!) 
06 по& ш ®(В,). 50, \№е Гешша 13 ргоуеа. 

М№\ ме сопзасф а зушшейлс орегафог Н, \мИВ шИпЦе-аппепз1опа! 
дей слепсу-зрасез ава 5% = (0). 

Тье е]етеп{агу зуште1с орегафог сопз1Чеге 11 \№е ехашр!е о{! $ 2 
Ваз еу14Чеп у \Ъе 4ебслепсу-ш4ех (0,1) апа %, = (0). \е 4аепо{е +13 
орегафог Бу Ну. №е 9, Ъе ап агЬигагу шЙпце-4ппепз1опа1 НИБег% зрасе. 
Песотрозе $, ш а 41гесё зат оЁ шибааПу ог{№охопа! зерага ]е зиЪзра- 
сез ©) апа сопзиись 1 еасЪ ап орегайог НЯ“) 1зотейче 40 Ну ог %ю—Н., 
засв 4Ваф 1Ъеге зпом!4 Ъе шИпИе!у шапу Н@© 1зотейче 40 Н, апа 
шбпце]у папу 1зотейас 40 — Ну. Треп Ъе Н©) дефегите а зуштейче 
орегаког Н, ш $, УИ Ме аезшгей ргорегЫез. Ву Гештва 9, В, + В, Юг 
зоше ех\епз1оп 0! Н,. Оп \е о\Ъег Вап4, и \е сома р\% Х=0 ш 


СогоПагу 1, ме зВош4 Ъауе В, = В,, зтее % = (0). 


* ТЬ1з [асф \уаз ргоуей Ъу М. Н. З\юпе (19) {ог 4Ве сазе, чПеп $, 13 зерагае: 
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0 ФУНКЦИЯХ, РАВНОМЕРНО НЕПРЕРЫВНЫХ НА В-МНОЖЕСТВАХ 


(Представлено академиком И. М. Виноградовым) 


В статье рассматривается строение функций, получаемых последо- 
вательно трансфинитным применением операции ГИ к функциям, 
непрерывным на сегменте [0, 1], и в частности их распределение по 
классам Бэра. 


Рассматривая неявные функции, определенные посредством непрерыв- 
ных, В. И. Гливенко (!) ввел операцию, которая ставит в соответствие 
последовательности функций }»„(1) функцию }(5), если для каждого 
найдется такое п,; что (11) =](5,) при всех п = п. В дальнейшем 
эта операция будет обозначаться символом Г Пт. 


и—со 


В указанной работе подробно рассмотрено множество функций, 
к которым Г-сходятся последовательности непрерывных. В настоящей 
статье рассматривается строение функций, получаемых последовательно 
трансфинитным применением операции Г Иш к функциям, непрерывным 
на [0,1]. 

Напомним классификацию Хаусдорфа борелевских множеств, сдвинув 
ее на единицу для лучшего совпадения с номерами классов функций, 
так что: 

№1 — замкнутые множества: 

М! — открытые множества; 

М? — пересечения счетного числа открытых множеств, т. е. Сь; 

М? — суммы счетного числа замкнутых множеств, т. е. Ко. 


Пусть определены № и М! для всех трансфинитных чисел В < а; 
тогда № — пересечения счетного числа МВ, а М” — суммы счетного числа 


„ 6. 
№. Вообще множество класса а, т.е. № или М“, будем обозначать В®. 
Если /^ (2) — функция а класса Бэра, то, каково бы ни было у, 


Е [1 (2) > у] = №+1; Е [* (2) > у] = М*" и Е [7 (1) =у] = №. 


$ 1. Классификация 


Отнесем к нулевому классу множество всех функций, определенных 
на сегменте [0, 1] и непрерывных на нем. Пусть определены функции 


всех классов В < а; тогда функции класса а (обозначим их | (1)) суть 
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функции, к которым Г-сходятся последовательности функций уже опре- 
‘Деленных классов. 


Сумма или произведение конечного числа функций класса & всегда 
есть функция класса а. Дскажем это для произведения двух функций: 
произведение непрерывных функций непрерывно, следовательно, для © =0 


а. . в 
теорема верна; пусть она верна для всех В «а и пусть }- (2) = ГП {, (2) 
п-со 


. в 
и 8" (2) =ГИм а, (2). Каково бы ни было 2, найдется такое п;, что 
п—со 


1: (11) =} (21), коль скоро п>п,, и такое п,, что ры (2) = =* (1,), коль 
сксро > и». Тогда гри п > шах [из п] (2) - 8. (2) == (21) - 8 (21), 


и следовательно ГИт у. (х) . Е (2) =/ (2). 5 (2). Но по предположению 


в 
индукции /, (7). Г (2) имеет класс’ В < «. Утверждение доказано. 


ьо 
ТЕОРЕМА Т. Если } (5х) —Функция класса а, то сегмент [0,1] 
представим в виде суммы счетного числа множеств №, на каждом из 


которых }-(1) равномерно непрерывна. 
Доказательство. Пусть при а=1 имеем /* (2) = ГП /, (2), где 
И—со 


р» (2) непрерывны на [0, 1]. 
Обозначим Е, = Е [№ (2) = +1 (2) =...] = ПЕ [{, (2) = 41 (2)]. Так как 


Е [} (2) = п4+ (2)] замкнуто, то и Е» замкнуто, т. е. каждое Е» есть №. 
Для всякого а ь найдется такое п (х,), что 2, Е Е»(х.). Таким обра- 


1 
зом [0, ч-У .-Х №, на каждом из которых соответственно 


Е@)=Ь в 
Далее, пусть = (2) =Г И С (2), где В <а, и пусть для В < а теорема 


верна. Обозначим 
в в РЕ 
Е, = Е [}, (5) = ы(®)=...] = ПЕ 1/, (2) — ев (®) = 0]. 


Так как разность = (2) и: в класс «а, то и ее класс 


Бора «оч. Таким образом ЕЁ (1) — Г. (2) =0] =М№" и пересечение их 


Е, = №. Следовательно [0, = №, на каждом из которых #Ё (2) со- 
п=1 
8 в 
впадает соответственно с ],.(2); но для [,(57) теорема верна и 
со 


в 
[10] = У Мин на каждом из которых [, (7) равномерно непрерывна. 


т=1 
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5 со со 
о 8 а, 
`Гогда М, = № М, = И, на каждом из которых / (7) совпадает 
т =1 т =1 
со со 
с }, (®), а (2) ра - 
„ (2), а], (12) равномерно непрерывна, и следовательно [0, 1] = , УМ, 
П=171==1 
а, 
на каждом из которых }- (2) равномерно непрерывна. 
‚& тей [ей 
ЛЕММА. Пусть В1, В%,..., Вх,...—произвольные множества класса а. 
Г *72% »ра а 
Можно подобрать такие “Ви,”ВЬ,...,"Вуь,..., что для всякого Ё 


7 * да [ей в. а, . . 
о такое п, что ‘ВСВ, “В; -"Ву=0 при всех ри 
со 
а. * р 
> Ви Вь. Если & >1, то сверх того все *Вх = №. 
я=1 К=1 
Применяя лемму к предыдущей теореме, можно сформулировать ее 


со 


так: 1° при а > 1, [0, = >, М, где №, попарно не пересекаются и на 


й—=1 
со 


каждом из них /" (7) равномерно непрерывна; 25 при а =1 [0,1] = >, Вы, 

П=1 
где В» попарно не пересекаются и на каждом из них Г: (2) равномерно 
непрерывна. 


со 
ТЕОРЕМА П. Если для }(х) сегмент ЮЕ» В», на каждом из 
П=1 
которых она равномерно непрерывна, то }(2) входит в класс ч. 
Доказательство для я=1. Благодаря лемме, можно предпо- 
лагать, что [0, 1] распадается на счетное число попарно непересекающихся 
замкнутых множеств и интервалов Гл, Г», ..., [м› .... на каждом из ко- 


торых ] (7) совпадает (соответственно) с непрерывными на [0,1] функ- 
циями } (2), /. (1), ..., № (%),... Пусть минимальное расстояние между 
парами замкнутых множеств, встречающихся среди Га, Го, ..., [м, равно 
35 (п). Определим х„(х) следующим образом. На множестве точек, рас- 
стояние которых от замкнутого множества [/(1= 1) не превосходит 


пит |8; это конечное число сегментов), положим 9 (2) =} (5). 
7 п / Ф 


Затем выберем внутри интервалов, встречающихся среди Гл, Г», ...› Гм» 
сегменты, концы которых отстоят от концов интервалов, их заключаю- 


1 
щих, на расстояние ›., и положим на каждом из этих сегментов фи (2) 
равной соответствующей }; (7). Таким образом ф„(х) определена на ко- 
1 
нечном числе сегментов, отстоящих друг от друга на расстояние > 5, 


причем на каждом из них она непрерывна. Доопределив $» (2), 
линейной интерполяцией получим непрерывную на [0, 1] функцию. 
Для всякого 2, [0,1] найдется одно и только одно т такое, что 
д Е Г»; если Г» замкнуто, то 9 (=!) =] (1) при всех п > т; если же 
это множество есть интервал и расстояние 1, до ближайшего конца 
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его > - то $ (1,) =} (5) при п > шах [т, А]. Таким образом последо- 
вательность непрерывных функций $» (5) Г-сходится к } (7). 


Доказательство для я>1. Предположим, что для всех В < а 
теорема верна. 


6. в 
1° Если В:= М”, то, так как М“=У №, можно считать В& = №. 


й 
29 Ва=М =П м. = а в. В силу второго равенства можно 


= 


предполагать МЕ = МЁ; при всех п и 5. 
Определим 


Фи (2) = Х (М) ай (2) + 


где |; (5) — непрерывные на [0, 1] о, с которыми совпадает }(5) 
на соответствующих В;, и Х (В) характеристическая функция стоя- 
щего в скобках множества. 

Произведение и сумма конечного числа функций класса < а входит 
в класс «о. Следовательно, Фт (5) относится к классу < о. 

Пусть 2, Е [0, 4]; тогда он входит в некоторые В»; пусть Ё— наи- 
меньший индекс, для которого х, Е В». 


1. При всех #, Е МЁ,, следовательно Х (СМ) _и=0 и коэффи- 
циент у /(5,) при &> А равен нулю. 


1. При п=1,2,....Ё—1, х, Е Вв; для каждого п найдется такое &, 
что ла Е М. Обозначим наибольшее из них через гих. Так как 


С ОО и ИХ В МО т. вЕ М8; следовательно, при 
т > пах коэффициент у ],(5) равен нулю. 


11. Так как 2. Е СМЁ, при п<Ёит> пах, и 216 М» при всех т, 
то при т > йиах коэффициент у }» (5х,) равен единице. 
Таким образом, каково бы ни было х,Е[0, 1], найдется такое 


т (2,) = пах, Что при т>т(т,) т (5,) =}(1,). Следовательно, фт (=) 
Г-сходятся к ] (5), и ](1) входит в класс о. 


Комбинируя различные формулировки теорем [и П, можно и необ- 
ходимому и достаточному условию дать четыре близких формулировки: 
1(х) есть [= (2) тогда и только тогда, когда сегмент [0, 1] распадается 
на счетное число множеств: 


или 1) №, 

а. 
или 2) В”, на каждом из которых ] (2) 
или 3) попарно непересекающихся В“, равномерно непрерывна. 
или 4) при а—2 попарно непересекающихся №, 
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Замечание. Пусть для ]^ (2) согласно необходимому условию [0, 4] 
распадается на счетное число множеств №, на каждом из которых она 
вовпадает с }» (5), непрерывной на [0, 1]. Тогда 


Е [1 (=) > р № Е [* (2) = у] = М**", 
о. 


9,41 


ЕЛ (2) >у]=Е[Д (2) > СЕЛ (2) =у= М", 


и так как } (2) входит в а класс Бэра, то одновременно Е [№ (1) = у] = 


Ем; Е а=иу=м"; Ел (Ф> = М". 


$2. Связь е клаесификацией Бэра 


Так как рассматриваемая операция есть частный случай сходимости, 
то всякая функция строгого класса х входит в строгий класс Бэра 
< индексом, не превосходящим о. Обратное неверно: уже в первом 
классе Бэра Ц. С. Новиков указал функцию, для которой [0,1] не может 
быть представлен в виде счетного числа множеств, на каждом из которых 
она непрерывна. Такая функция заведомо не попадает в построенную 
нами классификацию. 

ТЕОРЕМА ПТ. Функция строгого & класса Бэра попадает: 

или в строгий класс &, 
или в строгий класс «- 1, 
или не попадает ни в один класс, 
причем для каждого а (0<а< 8) реализуются все три возмоэжности. 


Доказательство. Если (2) входит в некоторый класс, то, 
[2.22 


согласно необходимому условию (теорема Т), [0, ао на каждом 
= 
из которых Г (2) равномерно непрерывна, т. е. совпадает на каждом 
из них с соответствующей непрерывной },(5), так что Р.С Е[Г (5) — 
— [№ (2) =0]= №", ибо } (1) — /.(2) находится в я-классе Бэра. Следо- 
со 


вательно [0, 1]: о №1", на каждом из которых (2) равномерно не- 
П-=1 

прерывна. В силу достаточности условия (теорема 11) (5) входит 

в класс «|1, чем доказывается первая часть теоремы. 
Характеристическая функция множества Л», не являющегося в то же 

время /М”, попадает в строгий класс & и одновремевно в строгий & 

класс Бэра. В класс &, а значит и а класс Бэра она попадает в силу 

условия достаточности. В класс Бэра с индексом Вох она попаеть 


не может, так как Е [ (2)>5 | —= М", где +1 =, аЕ| х(М')>- | — 


—=М, и по условию не может быть М“. Существование таких № при 
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всех а < © доказывает существование в строгом & классе Бэра функций 
строгого класса я. 


1 1 
Пусть, как и раньше, №+1 не является одновременно М“ и С№\"* — 
у ) р ) * * 


[®®) 
№ В», причем В» попарно не пересекаются (согласно лемме 
п=1 
каждое М“! = У; № можно представить в таком виде). Тогда 
1 
О для хЕМ№Т р 
входит в строгий а класс Бэра 
| > для сЕ В* и строгий класс а-- 1. 


Ф(2) = 


© (т) есть предел равномерно сходящейся последовательности функций 
< 1 а 
$" (2) =Х (В) 5х (В)... + = Х (В»), иследовательно вместе с ними 


попадает вх класс Бэра; ©(1) попадает в класс а -- 1, ибо [0, 1] = №1" + 
В+ В+ ...-+Вь- ..., на каждом из которых $ (2) есть константа. 
Наконец, $(12) не может быть в классе %, ибо согласно замечанию 
(стр. 109) Е [/* (2) =0]= М**", а Е[з (2) =0] = №1", которое по условию 
ВЕ 


Укажем простейшую функцию первого класса Бора, не попадающую 
в построенные классы. Менотонно возрастающая функция © (7) со всюду 
плотным множеством точек разрыва обладает этим свойством. В самом 


со 
деле, если х (2) входит в построенные классы, то [0, 1] = № Ри, на каждом 
П=1 
из которых ®(5) совпадает соответственно © }, (5), непрерывной на [0, 1]. 
Предположим, что Р»„ всюду плотно на (',, [,). Тогда найдется такое ху, 
что 20 (71, 15) их (2-0) —$ (2, — 0) >> 0; найдутся такие 51, 25,...,2т,... 
и, Ур Ча, ту 940, при в0ех № гк 2, У ЛЬ е Ра, БЕ Ре. 
12 =, ук =25. Тогда И (= Ф(хь) = (2, — 0), |1 Сб) == 
—со —> со 


Ё—со >00 Ес 


= $ (ук) =$ (2-0), ввиду чего }»„(х) необходимо разрывна в точке 2у- 
К со 


Это противоречие показывает, что каждое множество Р„ всюду неплотно, 


(>) 


что исключает равенство [0, Е Р» и доказывает утверждение. 
П=1 
В строгом & классе Бэра (при всех «> 0) содержатся функции, 
не попадающие в построевные классы, и функция, монотонная со всюду 


1 
плотным множеством точек разрыва на [0, >) и точного 9х класса 


1 ы 
Бэра на | о 1], очевидно обладает этим свойством. 


В заключение отметим, что для монотонной функции со всюду плот- 
ным множеством точек разрыва сегмент [0,1] распадается на счетное 
число борелекских мнсжослв [именно Сьи ЕЁ], на каждом из которых 
она нспрерывна. Таким сброзом псстросиные классы, содержа все 
функции, для которых [0,1] распадается на счетное число борелевских 
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множеств, на каждом из которых они равномерно непрерывны, отнюдь 
не содержат всех функций, которые на них просто непрерывны. 


8$ 3. В-еходимость Мура-Читендена 


Мур и Читенден (2) дали эквивалентные определения В-сходимости. 
Последовательность функций }, (5), |, (х),..., (2), ...В-сходится к ] (2), 
если [0, 1] распадается на счелное число таких множэств, на каждом 
из которых сходимость равномерна. Г-сходимость является В-сходи- 
мостью. Обратное, вообще говоря, неверно. 

Первый А-класс и первый из построенных нами классов совпадают, 
ибо совпадают признаки Гливенко и Читендена. Можно заметить это 


со 

и непосредственно. Пусть [0, 1] = — Р», на каждом из которых после- 
п=1 

довательность непрерывных на [0, 1] функций } (5), /,(5х),...,/[»(1),... 


равномерно сходится к 1[(5). Эта последовательность непрерывных 


функций сходится равномерно и на Р,, и следовательно к равномерно- 
непрерывной и опрэделенной на Р„ функции. Положив $.(х)=](х) для 
ЕР, и лин`йно интерполировзнн-й в смежных интерзалах, получа.м 
последовательность непрерывных функций ©, (5), $. (1),..., (5%), ... 
Г-сходящихся к ] (т). 

Второй и последующие В-классы содержат первый класс Бэра, 
а значит и функции, не попадающие в построенную нами классифи- 
кацию. 


? 


Московский гос. университет. Поступило 
47.1Х. 1939. 
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А. ВОО МО. ЗОВ 15$ ЕО ХСтГО М ОХГРОВМЕМЕМТ 60 МТИХ ОЕЗ 
ЗОВ ОЕЗ ЕМЗЕМВГЕЗ МЕЗОВАВЕЕЗ В 


ВЕЗОМЕ 


Еп сопз1Аёгаи 1ез юпсмопз парИсЦез а@ез аи тоуеп 4ез опс\10пз 
сопипиез, У. СПуепко а Шитодий пе орёгаМот фиг [а соггезропаге 
А ипе саце 4е !опсиопз /,(2) ипе Гопемоп ](5), & роиг свадие а, И 
ех1е ипе уеш М иПе але /[»(т,)=/(т,) роме сВьдае п > М. №13 
а6опопз сейе орбгамоп раг 1е зушЪ\е п 


— 02 
Еп аррИачапь (тапзЙаииои6 сеМе срогайоп анх [опемопз 6 Йттез 
. У ь . д ’ 
её соптиез зиг [0, 1] оп оБйеть 423 С1аззез 42 1юпомопз, Че тёше да сп 
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аррИачаюь фтапзНиитею Горёгайопт 4и раззасе & 1а Пшие аих Гюпсоп8 
Ч6Пилез еф соп пез зиг [0, 1] оп о`фыепь 1ез с1аззез ае Ваше. 
Оп Аётотите фае ропг дие }(52) аррагмепие & |а с\аззе х | 1ащ её Ц 


заН\ аче 1’0й ай [0, По, #(х) 64апё ипИогтётепе сопипме зиг 
П-=1 

свадие Л»; оп 46з1ете 161 раг № 1ез епзет ]ез {егибз, раг М! 1ез 

епзетЪ]ез опуегз; №, М? 64апь а6Низ рог {юз 1ез потаЪгез бгапз из 


Во, № езф 1а рагйе соттипе, М“1а зотше 4’ипе шпие Ч6потЬтгаЫе 
4’епзет ]ез а6]А Че паз. 

Оп Аётотите епзаце аиа’апе юпсмоп 4е с1аззе х 4апз 1а с1азз1Нсайоп 
4е Ваше аррагыепь & 1а сЛаззе х, оц Шеп а Та с]аззе «--1 4е 1а с1азз1- 
Псайоп ргёоёдеттеть аейе, ол Б1еп ее п’аррагыепь а аисипе 4е сез 
с]аззе. П’аШеигз, & 64ап ип пошЪге 1фгапзЁит (& < 9), заа{ «=0, фюицез 
сез {т01$ роз$116З зе гба1зепу. 

Еп сотрагапф ]’орбгамоп Г |1 & Та сопуегоепсе В де Мооге-СЬ1\епдет 
У. СПуепКо а 96топ(тё чае ]а ргеголёге с]аззе её 1а ргешлёге с]азе А 
со1с146пф. Гат фтоцу6 фие 96]а Чапз 1а зесоп4е с]аззе В И ех\е ипе 
опсмоп Че ргепилёге с]аззе 4е 1а сЛаззИсайоп 4е Ваше (& зауот ипе 
опсмоп шопобопе 4опё Гепзет е 4ез 41зсоп 11663 езф рагёой& 4епзе) 
41 п’аррагйет{ & аисипе с]аззе 4е 1а с\аз1Исайоп сопз146гбе. 


ИЗВЕСТИЯ АКАДЕМИИ НАУК СССР 


ВОЬГЕТ1М РЕ ГАСАРЕМ!Е РЕЗ 5СЛЕМСЕ$ ОЕ 10855 


Серия математическая 4 (1940), 113—126 Зее таШёта{аче 


с. м. лозинский 
О ФОРМУЛАХ МЕХАНИЧЕСКИХ КВАДРАТУР 


(Представлено академиком ©. Н. Бернштейном) 


В работе рассматривается процесс механических квадратур и для 
весьма широкого класса функций выводится необходимое и достаточное 
уеловие сходимости этого процесса к определенному интегралу соответ- 
ствующей функции. 


1 


В статье «Офег @е Копуегаепя уоп @иа4тгалагуегавген» (1) Г. Полиа 
дал следующее общее определение процесса квадратур. Пусть а=х=— 6 
есть замкнутый конечный интервал и 


д 
<, а® | 
И. (1) 
И и | 
ме, я 3 
есть таблица чисел, такая, что а" 9х... << (п=1,0... =). 


Пуеть 
(0 


(2 
, мо 


а, | 
. это: М 99 ] 


- (2 
же 


. о 


есть таблица чисел, причем считаем число’ ^” соответствующим точке 

29 ((=4, 2,..., п; п=1, 2,...). Пусть функция }(5) задана на интер- 

вале [а, 6] и интегрируема (В) (в собственном смысле). Положим 

т 
у (, 

о (3) 


== 


Мы говорим, что таблицы (1) и (2) определяют процесс квадратур, 
сопоставляя каждой интегрируемой (В) функции }(х) последователъ- 
ность чисел (3). Если 


И—со 


Ь 
Ни 05 = | 74) 42, (4) 


то говорим, что процесс квадратур сходится. 


8 Известия АН, Серия матемзтическаял, № 1 
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Полиа ставит следующую проблему: дан некоторый классе (мно- 
жество) Ё функций ](х) [интегрируемых (В)]; найти необходимые 
и достаточные условия, которым должны удовлетворять числа 2” и 
для того, чтобы для любой функции /ЕР имело место (4). Полиа 
решает эту проблему для множества Р всех полиномов, множества С 
всех непрерывных функций и множества В всех интегрируемых (В) 
функций, заданных на [а, 6]. 

В настоящей работе я имею в виду решить проблему Полиа для мно- 
жества А всех абсолютно непрерывных на [а, 6] функций, множества И 
всех функций ограниченной вариации, множества И, всех функций, 
не имеющих на [а, 6] других разрывов, кроме разрывов первого рода, 
и множества О, всех ограниченных на [а, 6] функций, имеющих не более 
чем исчислимое множество разрывов. 


2 


Полиа вводит следующее обозначение. Пусть Е есть множество точек, 
лежащих на [а, 5]. Символом 
(п) 
У” 
Е 


обозначим сумму абсолютных величин тех из чисел ^®, ^®,..., 20, 
п . 
которые соответствуют точкам д" ((=1, 2,...,п), лежащим на [а, 6]. 


Пусть 


п-усо 


А (Е) = Пт о А". 
Е 


Таким образом Л (Е) есть некоторая функция множества ЕС [а, 6]. 
Очевидно, что Л (Е) обладает следующими свойствами: 


А (Е) =0, 
Л (Е) < А(Е°), если ЕС Е", (5) 
Л (Е-+- Е*) < Л (Е) + Л (Е°) при любых Е и Е". 
Через » Х") будем обозначать сумму тех ‘из чисел Е 
Е 
которые соответствуют точкам 2” (#=41, 2,..., п), лежащим на [а, 6]. 


ТЕОРЕМА 1. Для того чтобы процесс ‘квадратур (3) сходился для 
всякой функции }(1), абсолютно непрерывной на интервале а<х=< 6, 
необходимо и достаточно одновременное выполнение следующих двух 
условий: 

1° процесс (3) сходится для любого полинома, 

20 существует константа М>0 такая, что 


| У (9) 


в, В] 


<= М (п=1, 2... бо Во 
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Доказательство. Необходимость условия 1° очевидна. Докажем 
необходимость 2°. Обозначим через А множество всех функций }(5), 
абсолютно непрерывных на интервале а=х=6. Очевидно, что, при 
обычном определении сложения функций и умножения функции на число, 
А есть линейное пространство функций. Нормируем его, введя норму так: 

Иа = (а) |-= уаг 7 (2). 
а<х<ь 
Очевидно, что при такой нормировке А превратится в пространство 
типа (В) [см. (2)1. 

Пусть не выполнено условие 2° нашей теоремы. Тогда существует 
последовательность индексов и, {| -- <> и интервалов [4,, 8,] (\=41,2,...) 
такая, что 


| 
и П9-У ЕЕ 


[4.,, Вы] 
Я утверждаю, что при у=1, 2,... можно найти функцию }, Е А такую. 
что 
Е 
[9.,, В] 


В самом деле, пусть, например, ах, < В, < 6. Пусть &,=а, если 
на интервале [а, %,) нет точек 7, и пусть &, есть крайне правая из точек 


(п) 


12”, лежащих на интервале [а, %,), если такие точки имеются. Анало- 


. (Пу) а 
гично, пусть 1,= 6, если на интервале (В,, 6] нет точек х; *, и пусть 1» 


есть крайне левая из точек 2", лежащих на интервале (8,, 6], если 


такие точки имеются. Положим 
=: 
а № мае Ь, 
| О0 › т1=<:=< 
В интервалах &, = х=<а, и В, =х=< 1» определим },(2) линейно. Тогда 
‘очевидно /, (а) =0, уаг /(2)=2, т. е. | |л=2 и 
п, 
. цу 5 (”.) (п,)) у (®у) 
О». [У, = м ГО (2) = р № р, (2 у № ке 
1=1 [9у, Ву] [а,, В] 


Если а=а, < В, < В, то, определив 1, как выше, положим 


| } при а<=х=<В,, 
Ь (1) =} 0 Я = аа О, 
Е при В, =х=1..` 


5 (п) т 
Очевидно, что }ЕА, || |л4=2, и снова Он, [1] = хх У. Аналогично 
[о.,, В] 


рассматривается случай а <“, < В, =В и, наконец, случай а=а, В =6 
8* 
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Итак, имеем последовательность функций },(2) такую, что 


А О 


Но очевидно, что 


пу 


< (№) (п. 
И Е 
= 
есть линейный функционал в пространстве А. Мы имеем, следовательно, 
носледовательность элементов Е А и последовательность линейных 
функционалов Ф, (]), определенных в этом пространстве, такие, что 


о. ол. 


По известной теореме функционального анализа [см. (?), стр. 80] сущест- 
вует элемент ДЕ А такой, что 
Би |Ф, (|= + 5, 


У—со 


т. е. существует функция }(х), абсолютно непрерывная при а<т= 6, 
такая, что 


Па | О», [1] |= + ©, 


и значит для этой функции }(5) процесс квадратур не сходится. Отсюда 
следует, что условие 2° необходимо. 
Пусть теперь выполнено 1° и 2°. Пусть дана функция 7(2)ЕА. 
Найдем полином Ё(5) такой, что 
уаг [7 (#) — № (2)] < &, шах [1 (2) — Е (2)] < г. 


а<х< <х<Ь 
Тогда, полагая А (2) =] (5) — 2 (2), получим 
ь 


|1 /42—ФыЛ| < | М — Раз |+| Раз — [Е] +10 [Е]-— 9. [7 = 


а 


=86-— в) +0 (0+ |9 РП} = -4+0()+| УХ А") = 


4== 


= 


воином {У (2) —А{ (29) |142) | < 
6—0) +094 М бага шаха $ (В-а) {о (1) + 2Ме. 


'Георема доказана, ввиду произвольности >> 0. 


3 
ТЕОРЕМА 2. Для того чтобы процесс квадратур (3) сходился для 
ссякой функции ].(7), имеющей ограниченную вариацию на [а, 6], необ- 
ходимо и достаточно выполнение следующих условий: 
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с ©. ь . 
и Те — Ва; Нм ра 209 = 0 
ЕВ мы: 


а 
2° как в теореме 1. 
Доказательство. Пусть [х,3] есть некоторый интервал, лелза- 


щий на [а, 0]. Рассмотрим функцию [(2), равную 1 на этом интерва ге 
и О вне его. Эта функция имеет ограниченную вариацию на [а, 6] п 


= Ум”. 


[., В] 


Если процесс квадратур сходится для всех функций ограниченной 
вариации, то 


[2 
т О, [Я = \ 1 (2) ат =В—а. 


Отеюда следует необходимость первой части условия 1°. Затем расемот- 
рим функцию /(2), определенную так: }(®) =1, #(2)=0 при х = &; это 
дает вторую часть условия 15°. Необходимость условия 2° следует 
по теореме 1.. 

Для доказательства достаточности условий нам потребуется следующая 
лемма из теории интегралов Стильтьеса. 


ЛЕММА. Пусть функция }(1) непрерывна и ограниченной вариации 


в интервале а х=<6, а функции 9,(х) (п=1,2,...) ограниченной 
вариации в том эке интервале и удовлетворяют следующим условиям: 
1 Фи (м) =» (а) |= М (п=1,2;.. п: а=х=.5), 
2 т [9, (2) — ©, (а)]=0 при любом фиксированном х, «== 0. 
И-—со 
Тогда 


ь 


т \ 1 (2) 42» (2) = 0. 


7—со 
и? 


Доказательство. Интегрируя по частям, получим 
ь 
(142) Че (2) = 742) Че» (@) — (1 16) ен (в) — вы (а) 
а 


— \ [2 (2) — в» (а)] а 1 (2). 


Первое слагаемое справа стремится к нулю, ибо по условию 
н (6) — +» (а) — 0. 


Интеграл, стоящий справа, тоже стремится к нулю при п —> ©. Чтобы 
убедиться в этом, следует преобразовать интеграл Стильтьеса в интеграл 
Лебега [см. (3), гл. ХИ, а затем применить известную теорему Лебега 
о предельном переходе под знаком интеграла. 


118 С. М. ЛОЗИНСКИЙ 


Пусть теперь выполнены условия 41° и 2° нашей теоремы. Пусть 
функция } (2) ограниченной вариации на [а, 6]. Положим } (2) = Е (1) (х), 
где Р (5) непрерывна и ограниченной вариации, а Ф (5) есть Функция 
скачков для ](1). Очевидно достаточно доказать, что 

ь ъ 


Нш 0, [А] = {2 (2) 42; шв 0,4] = } 9 (а. (6) 
Пусть 
0 при т =а, 
9" (1) = | о Хх” приа- =. 
[а, х] 

Тогда 

[2 [2] ь 

} еда 0,[В] = | Каз} Р(®) 4 (= 

[2 ь ь ь й ь 
= } Рае) — ( Р(2) 9 [вы @) — в.а] = } Е (2) 4$, (2), 
где 
Ф, (5) = — а — [9 (2) — 2» (а)]. 

Ясно, что 


р (2) —Ф‚ (а) | < М-+ (6 —а), 
(а 


(а)] при любом х, аз, 


и в силу леммы первое из равенств (6) доказано. 

Из условий 1° нашей теоремы следует, что если Е есть любой 
интервал (открытый, полуоткрытый или замкнутый), лежащий на [а, $], 
и |Е! его длина, то 

(п) Я 
о = 


И-—осо 


Пусть Фр (2) есть функция скачков, образованная при помощи первых р 
скачков функции ] (5). Тогда известно, что 
0 = шах |1 (2) — 1, (5х) | = уаг [№ (2) — №, (2)] 0 при р <. 
а<х<ы а<х<ьы 


Имеем 
ь 


| р (2) 4—0, [%] < | ЧР (2) 4% — Ч, (2) аз + 


а а 


[и 


+! [2 @) 92 — О.Р +10 Вы] < 


а 


< (6 —а) шах |1 (2) — Фр (2) |0 (1) + |0» [9—9] |< 


а<х<и 
= (6 —а) Е ) — Фр (2) о (1) +2М _ [9 (х)— $, (<): 


Из этой оценки следует второе из соотношений т Теорема доказана. 
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ТЕОРЕМА 3. Для того чтобы процесс квадратур сходился для всякой 
функции }ЕО., необходимо и достаточно , чтобы выполнялись следующие 
условия: 

1° как в теореме 2; 

2 существует константа М> 0 такая, что 


м 02... 


1=1 


Доказательство. Необходимость условия 1° следует из теоремы 2. 
Что касается условия 2°, то оно, как показал Полиа в цитированной 
выше работе, необходимо для того, чтобы процесс квадратур сходился 
для всякой непрерывной функции [(х). Тем более оно необходимо для 
того, чтобы процесс квадратур сходился для всякой функции }Е0.. 
Будем говорить, что функция }(5), заданная и конечная на интервале 
а я=6, кусочно-постоянна на этом интервале, если можно указать 
такое разбиение интервала [а, 65] 


аа, 0, 


что 7(5) =6008% при холла: (=0,1,...,п-1). Известно [см., 
например, (4)], что если }(2)Е0., то по любому => 0 можно найти 
кусочно-постоянную функцию Ё(х) такую, что 


11(2)—Е (<)|<з при а<2=6. (7) 


Пусть теперь выполнены условия 1° и 2° нашей теоремы. В силу 
условия 1° процесс квадратур, как легко видеть, сходится для каждой 
кусочно-постоянной функции. Пусть }Е0,. По е>0 найдем кусочно- 
постоянную функцию Р\(х) так, что верно (7). Имеем и 


Ь ь ь ь 
т (р аз— 07 о ыы ОА 
++ 0. — О | = (6 -— а) Но (0-0, ®-Й = (6 -—а) + (0 +2Мь, 


и теорема доказана, ввиду произвольности з >> 0. 


ТЕОРЕМА 4. Для того чтобы процесс квадратур (3) сходился для 
всякой функции ЕП. , необходимо и достаточно выполнение следующих 
условий: 


10 и 20 как в теореме 3; 
3° по любому => 0 найдется ч=1(з) > 0 такое, что если интервал 
Тс [а, 5] по длине <т, то Л (1 <:. 


Доказательство. Необходимость условий 15° и 2° следует из тео- 
ремы 3. Допустим, что процесс квадратур сходится для всякой функции 
ЕО. , но 3° не выполнено. Мы придем к противоречию. 
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В самом деле, если 3° не выполнено, то существует з >> 0, последо- 
вательность индексов 1,1 -- © и интервалов [,, |[,| —> 0, таких, что 


(й,), 
т, 


Мы можем предположить, что левые концы (а следовательно, и правые 
концы) интервалов /[, сходятся к определенной точке & интервала [а, 6]. 
Положим для простоты & =6. Разобрав доказательство для этого случая, 
читатель легко увидит, какие изменения надо в него внести, чтобы рас- 
(п) 
ъ 


смотреть случаи & =а, а Е. Мы знаем, что Ут —> 0 и следова- 


ь 


| | 
тельно У =? |0. Будем считать, что п, так велико, что 
р. СЬ 


х 


ь 


. (в) 


№ <= ЕЕ а 


С каждым из интервалов Ур произведем следующую операцию. Если 
(пу) 1 
бы < Ь, то заменим интервал № другим интервалом Г, стем же левым 
(пу) 
концом, но с правым концом в точке т (разумеется, возможно, что / 


(п 


) 
совпадет с /,). Если т,” =, то заменим интервал Г, другим интер 


валом Г, с тем же левым концом, что и Г, а с правым концом 


(пу) р 
в точке о Очевидно, что |[,|—>0 при у—>0 и 


Отбрасывая штрихи, будем в дальнейшем интервалы /, обозначать снова 
через Г,. Мы можем считать, что при у=1,2,... правый конец интер- 
вала /[, лежит левее; чем левый конец интервала /,,!: (в противном случае 
мы перешли бы к подпоследовательности). 

Положим у, =1 и определим функцию }; (2) так: 


о (пы) (".,) 
р (2)=) 150 при 1=%; и я; 
( при всех прочих т. 


ЕГ,, 


Мы знаем, что 
Им О, [|= 0, 
п->со 


ибо |, отлична он нуля лишь в конечном числе точек. Выберем у. > 1 
настолько большим, что 


10. 
Теперь определим функцию } (5) так: 


. (пуо) (то) (ту) 
+(2)—| МА” приза” и а: 
[о 


при всех прочих т. 


ЕГ.,, 
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Мы знаем, что 


| О.[Н-]]=0 


ибо функция |, --] отлична от нуля лишь в конечном числе точек. 
Найдем у, > у, так, что 


|< 


и определим функцию ]. (2) так: 


ы < (пу.) (п..) ое . 
р (2) Е | 5101 /; Хх = Е И 
0 при всех прочих т. 


Найдем у, >у. так, что | ба - ВВ <= ‚ ит. д. Мы определим 


таким образом последовательность индексов у;{-- со и функций { (2). 
Положим 


1(2)=Лл(® (а). 


Ряд справа сходится в каждой точке т, ибо в каждой точке самое 
большее одна из функций }; отлична отнуля. При этом |} (2) | = 14 (а=х= 6). 
Ясно также, что функция }(2) имеет на интервале [а, 6] лишь иечис- 
лимое множество разрывов. Имеем 


ГО», ДАТ, И 1, НН. .- ВЕ, а 
НЕЛьы-Е О `б», Иа а 


ь 
\ Иа). 


и значит существует функция }(5)Е 0.5, для которой процесс квадратур 
не сходится. Полученное противо’'ечие доказывает теорему. 


5 


В статье «Месраюзеве Оца4гаагеп ши, розИлуеп Сопезесвеп ДаШен» (2) 


Фейер, между прочим, доказал, что если процесс квадратур (3) ехо- 


дится для всякой интегрируемой (А) функции и все числа о 


Л О АЕ 
ах А’ —0 при по *, 
й 


* Собственно говоря, Фейер доказывает эту теорему при дополнительном иред- 
положении, что процесс ее интерполяционный, т. е. что 
ь ь 


[О„[Л = \ ИЕ вы > [(х 2) К° (х ) ах = Уи {")) ‚\ и" (х) 4х, 


а Ги 


где Г, (]; х) — интерполяционный полином Лагранжа порядка < п — 1, но в дока- 
зательстве Фейера почти пичего не надо менять, чтобы доказать и предложить 
сформулированное выше. 


122 С. М. ЛОЗИНСКИЙ 


Из теоремы 4 мы получим следующее некоторое усиление теоремы 
Фейера: 

ТЕОРЕМА 5. Если процесс квадратур (3) сходится для важдой 
функции ЗЕ 0», то 


(7 |—>0 при п-> о 


шах 
р 
(о знаках к ничего не предполагается). 


д, оказательство. Пусть процесс квадратур (3) сходится для 
а функции 60.5, но шах |)" й не стремится к нулю. Тогда суще- 
‹ 


ствует з > 0, последовательность индексов и, |-- со и последовательность 
целых чисел {|}, 11-1, такие, что 


| (пу) 


2%. 


(пу) 
Рассмотрим последовательность точек Я. . Можно считать, что 


она сходится к точке Е. Пусть ах <. Тогда, если [ есть произ- 
вольно малый интервал с центром & то очевидно Л (Г) >е. Если же 
Е=6:(&=а), то если [— произвольно малый интервал с правым [левым] 
концом в точке &, то Л (1) > з. 

Итак, во всяком случае существуют интервалы / сколь угодно малой 
длины, такие, что `Л (1) >е. Это невозможно по теореме 4. Противо- 
речие, к которому мы пришли, доказывает теорему 5. 


6 


В заключение рассмотрим вопрос, несколько отличный от предыду- 


щего. Сопоставим каждой точке х“” 


таблицы (1) замкнутый интервал 8”) 


‚ интервалы о» м Е ры не налегают,. принад- 


такой, что х 
лежат интервалу ры 5] и покрывают весь интервал [а, 5]. Через 8”) 
будем обозначать "не только’самый интервал 5”), но и его длину, — это 
недоразумений не вызовет. Пусть функция /(5) суммируема на [а, 6]. 
Составим выражение 

7 


= ХМ | (а 


ть, М . 
те 
8(т) 
ь 


и изучим вопрос о том, когда 
и 
о 0 = { 19) 42 (8) 


[ср. мою работу ()]. 


ТЕОРЕМА 6. Пусть шах 5” [50 при п-—> со. Тогда для того чтобы 


для всякой функции }(%), км на [а, 6], имело место (8), необ- 
ходимо и достаточно, чтобы 
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41° а = (а=«<В=Ы, 


[а, В] 
2° существует М > 0 такое, что |! = М8 


Е РВ ВА 


Доказательство необходимости. Допустим, что для всякой 
функции }(2), суммируемой на [а, 6], верно (8), но не выполнено усло- 
вие 2°. Тогда существуют последовательности индексов п, { -- со и целых 
чисел #,, 11-1, такие, что 


|. (®,)! 5 (п. 
м» |= 0, 
Пусть 
1 <) 
вы) при Е 0 о 
му 
Р, (2) = № 
== (08) 
0 » Я. 


Очевидно, что функция [ЕЁ [где Г, — пространство суммируемых функ- 
ций; ем. (°)] и 


Имеем 


Но очевидно, что 
Ф,()=0„, [7 


есть линейный функционал в пространстве Г,, и следовательно мы имеем 
последовательность элементов }, пространства Г, и последовательность 
линейных функционалов Ф, (}), определенных в этом пространстве, таких, 


что 
НА 1 <—1 (=1,2,...); Ша |Ф, (К) |= о. 


Значит [см. (*), стр. 80] существует функция [6 [ такая, что 
Нм | Ф, (1) |= + ©, 

т. е. существует суммируемая функция ](х) такая; что 
Ни | 9» [1] |= + <, 


что невозможно по предположению. Итак; условие 2° необходимо. 
Условие 1° тоже необходимо; в самом деле, если для }ЕГ, всегда 


(п ‚ и 
верно (8), то, в силу 2°, шах | хп) | —>0. Но если }(2)=1 при а <х=<В 
у? 
1 (%) =0 во всех других точках, то, как легко видеть, 


ны м. ( (1) > (п) (т). (т) 
О» и А ах 6, 1 0: ^^ - 
[<, В] 
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где |6” | < 1, |6)! =1. Так как верно (8), то 
ъ 
У” \ #1 (2) ат =В—а 
[в, В] а 
и значит условие 1° необходимо. 
Доказательство достаточности. Пусть выполнены условия 
15 и 20. Очевидно, что тогда (8) верно для всякой кусочно-постоянной 
функции /. Если же } суммируема (но не кусочно-постоянна), то выбе- 
рем кусочно-постоянную функцию Г так, что 


Тогда 
Ь Ь Ь : [2 3% 
| уд 4=— был < | | 19 4=— } Р(адаз + | Рада Е] + 
+9. (6) — 9. | «ео (0+ ХК О-о = 
1 у 5%) . 
«ео УИ ИР®-КО |= 
Е Г 50% 


==-0(1)--М {ила <(М+Эзэ-о(1), 


ИВ 


откуда следует теорема. 


Научно-исслед. институт математики и механики Поступило 
Ленинградского гос. университета. 26. Х. 1939. 
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$. тОЖхзкт. ВЕБ МЕСНАХ15СНЕ ОПЛОБАТОВЕК 
7ОЗАММЕМЕАЗЗОМ@ 


п зешег Агфе! (т) $11 С. Ро]уа @1е {о]зеп4е аПзетете Бейш оп 
Че5 Опадгаагуег!Гавтетз. Ез 51 азх-= 6 ет епаНевез аЪоезсозвепез 
Пи егуаЙ ара 41е Рав 


(1) 


з 
— 
= 

о 


шосеп Чезет Пегуа апоепбгев, хоЪе! а = 209 < хм ох | д = д 1-ь. 


Е; зет Гегпею 


(2) - (2) 
- (2) 
- (п) - (п) (7 
ЕД, в 


е1пе Агелеск1се а ептайлх, \уоБе: зат @1е (гее Пе) 7аБ1 д дет Рип 2” 
((=1,2,..., п, п=1,2,...) гасеогапеь Чепкеп. Ез зе1 Фе РапКЫоп } (2) 
аи! Чет П\мегуаП [а, 6] Чейшегь ппа (В) — ицестаБе] (ма е1оеп1етеп 
З1ппе). У/1г зехеп 


а 2...) (3) 

=1 
Юле Маблсез (1) пита (2) дейегеп ел Опайга(атуеартеп, \оре! е4ег 
(А)-иеота еп ЕРапКиой 1{(7) Че Хавею!ююе (3) хазеогапе$ уага. Уепи 


Ь 


И — \ 1 (х) 4х (4) 


71=> со 
а 


156, 30 засеп ут, аазз аз Очайга‘игуег{автгет (3) Копуеглег4. @. Ро]уа 
зе 6 аз Г[о01еер4е Ргоеш: ез зе еше Мепое ГР уоп (В)-ицестаЫеп 
ЕипКИопеп ](5) сесе`феп; шап Нп4е @е по4\уепает чп ышгелсвепдеп 
Ведтеипоей, Аепеп @е 7аБеп х” пра )” сепасеп тшаззеп, аа {г 
]с4е ЕапКНоп /ЕГ Фе ТГлюезоелсряпо (4) че Це. Ро]уа 16386 Ч1езез Рго- 
Леш Гаг а@е Мепое Р аПег РоЙупоше, Фе Мепхе С аПег мейвепт Еипк- 
Цопеп пп 91е Мерое В аПег (В)-п\еста еп РипКИопеп, \уе]еВе ачЁ 
[а, 6] дейюлегь эта. Ез зе1 А 4е Мепзе аПег аи! [а, 6] азов эбе\лсеп 
КиоК1опеп, Г — Че Мепое аПег Ечпкаопет, уу@еве аи [а, 6] уоп 
БезсВтапи (ег УааНоп зша, О, —@е Мепое аПег Еяапкиопеп, уесве 
аи! [а, 6] епайев эта опа Че Кеше ОпейскеийзиеПеп и\еЦег 
Ать БезИлеп, ипе П,-— @1е Мепое аНег КайкИопеп, уе@ере ачЁ [а, 6] 
резсЬрАюк6 з10а ип Чазе зе Вбеветз аЪАБаг аверайсву1@е Опче- 
{1оКеззеПеп Вафею. ОНсиг И АСУТСО, С О.С А. № Фезет Агике] 
1бзезе6 Чаз РгоБемю уси Ро!уа р @е ЕциКИонеиакеп А, И, 0, ип@ О.. 
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Ез зе1 Е еше РипКкыпепое, \уе]сре аи! [а, 6] Пезё. Раз ЗушЪо1 Ук" 


Е 
Ъехе1сьпе бе бишше Цегфет1оен 4ег`7ав ет ^”, 29,..., ^, мееве 


зо1свеп РипКеп х“” (1=1,2,..., п) епёзргесвеп, 41е ааЁ Е Песеп. 


ш ЧегзеЪей \У\е1зе 136 о га усгуевеп. УУ1№ зеёеп шт! Рб]Туа 
Е 


ле гз (п) 
л (Е) р ь 
Л (Е) 13% азо еше Мепоен Кио, \ме]све Гаг аПе Тей!тепреп уоп [а, 6] 
дейпзегь 156, ип ез 13$ оНепфаг: Л (Е) = 0, А (Е) = А (Е*), мет ЕСЁ*; 
А (Е-+ Е") = А(В)-А(Е”) Пг аПе Е опа Е”. 
бафи 1. дати 44$ Опаататигсеграйгеп (3) раг уе4е аи} [а, 6] абзоГиа 
$3еиве Рипкиоп }(х) Копоегедеге, 15% поет ипа иптесфепа, 4а$$ 
ае ровеп4епт з%ез Вейтгипвеп етНИЙ ята: 
1° 4аз Оиаатгаитоссграйтеп Копоегеег рат уе4ез Ройтот; 
2° ез едзйет ет М> 0 50, аа$$ 


|= м (Е с: ов) 
[& ›8] 
ба+2 2. Рать 4аз Оиаагайятгсенрайтев (3) ри 1еае Еипкиоп } 
Копсегиеге, уейсйе аи} [а, 6] сот безсйтапмег Уапанот 184, 151 повмеп- 
в ип4 иптесйепа, 4а$$ @е фойзепаеп зе Вефйтвипвеп ег та: 
19 ПХ, = ра, ПУ 0 Мазеаь, ааа ва 0), 
И-со Ио 
[«, В] Е 
2° де т 5а42 1. 
бафи 3. рати 4а5 Оиадтаитоетайгеп (3), г теае Еипкиоп }Е0, 
Копоегалеге, 51 поцуеп@в ип4 Типтасйепа, аа$$ }0вепае Ве@тзипвен 
ера ята: 


14° им Ул” =3—а Ца \ 9 =0 (== ав, 
Шиш У ' В } полос 49 . ( Н В ) 


Га, В] 


2° ез ежзиег ат М > 0, 30 4а$$ . АМ М ЕАО, а 
1 

бац 4. Даты 445 Опаагаитоеграйтеп (3) фйг еде РКипКноп Е 0- 
Копоегааеге, 15% почуеп@в ип иптесрепа 4аз; але Ведтвипвеп 1° ипа 2° 
4ез ба1зез 3 етПИЙ заеп ип4 аиззегает посй @е Ю15епае Ведтеипе 
веЦе: 

3° ди ]еает =>0 Капп тап ет п=1(з)>0 Йпаеп з0, 4аз$ р 
7е4ез ГтетоаЙ Т, теёсйез аи} [а, 6] Пес ипа 4еззеп Гапзе <з &51, 
фе Опйесйипте Л (Г) < з ет Ш 15. 

А1з5 Апуеп@ипо 4ез бафхез 4 Беме1зеп \1г деп 

бафи 5. И’епп 4аз Оиаагайгоегайтеп (3) ]йг лее Рипкиот }Е И. 
Ропоегелега, $0 вИЕ тах | О г п-ъо. 


Плезег ба уегаИсетеегь еп ВезаЦаф уоп РКезёг [(5), $ 5]. 
Го 4еп Уогаиззе лисе 4ез Забез 5 Капп шар 91е Кипкиопепаззе 0 
1166 Чагев 91е К]аззе (И, егзефхеп. 


ИЗВЕСТИЯ АКАДЕМИИ НАУК СССР 
ВОГТЕТ!М ОЕ ГАСАРЕМ1Е РЕЗ ЗС1ЕМСЕЗ БЕ 10855 


Серия математическая 4 (1940), 127—136 Земе та{вета аце 


ВСЕСОЮЗНОЕ СОВЕЩАНИЕ ПО АЛГЕБРЕ 
13—17 ноября 1989 г. 


13—17 ноября 1939 г. Отделением физико-математических наук Академии Наук 
СССР было проведено Всесоюзное совещание по алгебре. Совещание имело своей 
задачей просмотр результатов, полученных за последнее время советскими матема- 
тиками в следующих разделах алгебры: теория групп, теория колец и теория 
алгебр, теория полей и теория Галуа, теория алгебраических чисел, алгебра много- 
членов, линейная алгебра, теория структур, теория обобщенных групп. На восьми 
заседаниях совещания было заслушано 36 научных докладов. 

Работа по организации совещания была проведена организационным комитетом 
в следующем составе: Б. Н. Делоне, ^. Г. Курош, Н. Г. Чеботарев, 
О. Ю. Шмидт. 

Ниже печатаются названия и краткие резюме докладов, прочитанных на сове- 
щаниим. 


ЗАСЕДАНИЕ ПЕРВОЕ (13 ноября, утро) 
Председатель Н. Г. Чеботарев 


А. А. Кулаков (Москва). 0б одном критерии непроетоты конечной групиы. 
Пусть @ — группа порядка & и С’—подгруппа порядка 8’ группы С. Обозначим 
через №» порядок класса сопряженных элементов, содержащего В, и через г — число 
всех классов группы С. Доказывается следующая 

Теорема. Если центр С подгруппы С’ отличен от 1 и если имеет место 
неравенство 


1 
505 
"в, ‚ 


где суммирование по 5 распространяется на все элементы С’, то группа @ — не 
простая. 

Укажем основные идеи доказательства. Пусть Г,, Г.,..., Г, — неприводимые 
представления группы С (Г, — единичное представление) и Г», с, — представление 
подгруппы С’, заключенное в Г». Доказывается, что для некоторого и’>2 группа 
Г», 6» неприводима. Отсюда следует, что матрица (Вс) группы Г.,,(’, соответ- 
ствующая какому-либо отличному от 1 элементу Вс подгруппы С, должна быть 
скалярной. Следовательно, группа С — составная. 


П. Е. Дюбюк (Москва). О признаках непростоты конечной группы. Исполь- 
зуя некоторые специальные приемы подсчета числа вычетов в разложении группы 
по модулю, а также ряд предложений, выведенных с помощью метода мономиальных 
представлений групп, можно получить тавой результат: 

Пусть .4 — элемент порядка Р^ группы © (р— нечетное простое число). Пусть 

у — 1)-го кра: у ента А. Если каждый 
$ — силовская р-подгруппа (А 1)-го кразинормализатора элемент и 
элемент 3%, сопряженный с 4”, имеет вид А”?, где т = 4 (то р), и элемент 
не принадлежит коммутанту силовской р-подгруплы нормализатора элемеета А, 
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то группа © имеет нормальный делитель. При некоторых дополнительных условиях 
теорема будет справедлива и для р=2. Приведенный результат обобщает теоремы 
В. Бернсайда, В. К. Туркина и автора. 


0. Ю. Шмидт (Москва). & теореме Фробениуса о непроетоте группы. Работа 
содержит опровержение одного утверждения Вейснера, состоящего в том, что нор- 
мальный делитель, появляющийся в конечной группе на основании теоремы Фробе- 
ниуса, всегда будет абелевым. Опровержение достигается построением соответствую- 
щего примера. Указываются также необходимые и достаточные условия для того, 
чтобы этот нормальный делитель на самом деле был абелевым. 


А. В. Товбин (Киев). Метод вепомогательных подгрупп. 1. Автор излагает 
основы метода вспомогательных подгрупп, заключающегося в построении вспомога- 
тельных подгрупп известной структуры для изучения подгрупп известного порядка 
и неизвестной структуры данной груипы. 


2. Автор доназывает вспомогательную лемму: всякая подгруппа ©„, содерэжа- 


й п 
щцая 9, м ие содержащая ни одной З[,.., содерэсится в ©, С„-; при К> о 


Методом вспомогательных подгрупи доказывается теорема: всякая под- 
=! 
группа ©„, имеющая в © индекс < 33 


) 


содерэкит \ ‹„-_. Эта теорема обобщает 
2[ = 
все результаты, полученные до сих пор в проблеме Бертрана. 


В. И. Грошев (Москва). О теореме Фробениуса. В докладе были даны сле- 
дующие обобщения теоремы Фробениуса: 

1. Пусть % и 5 — две произвольные системы элементов группы ©, причем 
наименьшее кратное порядков элементов системы 3 есть т, и пусть нормализато- 
рами систем 9% п ЭК соответственно будут группы & и %, пересечением которых 
является группа $ порядка }. Число элементов группы @, п-ая степень которых 
принадлежит системе 3% и какая-нибудь степень которых входит в систему 5%, 
кратно общему наиболышему делителю Д (Л чисел [Г и }, где 1 — наибольший 
делитель п, взаимно простой с т. 

2. Пусть \ есть пересечение нормализаторов произвольных систем элементов 
\(,, %, ..., , группы 6. Число элементов Х группы ©, удовлетворяющих № усло- 
ии Вида 

АА 9, ЕО 


ко к, 
кратно общему изибольшему делителю ВР (т, г., ..., Ги, п) чисел та, Го, Г) И п, 
где п есть порядок группы %. 


ЗАСЕДАНИЕ ВТОРОЕ (14 полбря, утро) 
Председатель Л. С. Понтрягин 


В. А. Тартаковский (Ленинград). 0 задаче эквивалентности в кольце цело- 
нелепных матриц. Даны две целочисленные квадратные матрицы .4 и В одного 
порядка. Спрашивается, существует ли целочисленная матрица С, с определителем 
—1 или —1, такая,. что В = С-1АС. Для того случая, когда характеристический 
полином матриц 4 и В неприводим в поле рациональных чисел, решение этого 
попроса сводится, как известно было ранее, к решению неопределенного уравнения, 
ц которому приводится отыскание в идеале алгебрзического числа с заданной 
нормой. 

В настоящем докладе рассматривается общий случай, когда характеристический 
полином может иметь и пратные корни. Задача и в этом случае приводится к после- 
довательному решению неопределенных уравнений. по двух разных типов. Оба типа 
уравнений решаются в конечное число действий. 


ВСЕСОЮЗНОЕ СОВЕЩАНИЕ ПО АЛГЕБРЕ 129 


А. И. Мальцев (Москва). О предетавлении бесконечных групп матрицами. 
1. В докладе были указаны необходимые и достаточные условия для возможности 
точного представления абелевых групп и периодических групп. 

2. Кроме того, была доказана теорема: если группа 6 с конечным числом обра- 
зующих имеет возрастающую цепочку нормальных делителей СС ..., то все 
фактор-группы @/%,., начиная с некоторого значения А, не будут представимыми’ 
матрицами любой наперед заданной степени. 

3. Как следствие из 2, показано, что матричные группы с конечным числом 
образующих не могут быть изоморфны своим истинным фактор-группам (решение 
проблемы Нор!а для случая матричных групп). 


Д. И. Фуке-Рабивович (Лелинград) и Х. А. Донияхи (Ленинград). О пред- 
ставлении некоторых бесконечных групп матрицами. 1. (Фукс-Рабинович). В работе 
доказана возможность изоморфного представления свободной группы с исчислимым 
множеством производящих при помощи матриц второго порядка, а также изоморф- 
ного представления свободного произведения исчислимого множества произвольных 
абелевых групп при помощи матриц второго порядка с коэффициентами, содержа- 
щими элементы заданных абелевых групп. На свободное произведение произвольных 
абелевых групп распространяются теоремы Магнуса о пересечении последовахель- 
ности коммутантов, определенных по Рейдемейстеру. 

П. (Донияхи). Существует изоморфное представление свободного произведения 
произвольных циклических групи при помощи матриц второго порядка с комилекс- 
ными коэффициентами. 


Д. И. Фукс-Рабинович (Леницерад). Об автоморфизмах свободных произве- 
дений. Описываются при помощи производящих элементов и определяющих соот- 
ношений группы автоморфизмов свободного произведения конечного числа неразло- 
жимых компонент, среди которых нет бесконечных циклических групп. 


А. Г. Курэш (Москва). Локально свободные группы. Группа называется 
локально свободной, если всякая ее подгруппа с конечным числом образующих 
является свободной. Основные свойства этого класса групи указаны в работе автора, 
опубликованной в ДАН, ХХИУ, 1939. Дополнительно отметим следующее свойство 
этих групп: фактор-группа локально свободной группы по се коммутанту является 
абелевой группой без кручения. Обратно, всякая абелева групиа без кручения 
служит в качестве фактор-группы по коммутанту для некоторой локально свобод- 
ной группы. 


ЗАСЕДАНИЕ ТРЕТЬЕ (14 ноября, вечер) 
Председатель О. Ю. Шмидт 


С. Н. Черников (Свердловск). Бесконечные специальные груинпы. Груииа назы- 
вается специальной, если в ней выполняется условие минимальности для иодгруии 
и если всякая ее истинная подгруппа отлична от своего пормализатора. Иодгруииа 
и фактор-группа специальной груипы сами специальны. Смециальная группа обла 
дает центром и даже (трансфинитным) центральным рядом. Групиа тогда и только 
тогда специальна, если она есть прямое произведение конечного числа локально 
конечных р-групп с условием минимальности. Отстода следует локальная конечность 
и счетность специальной группы. Специальные р-груипиы и только они являются 
расширениями прямого произведения конечиого числа квази-циклических р-груни 
при помощи конечной р-группы. 


С. Н. Червиков (Свердловск). Бескопечиые локально-разрешимые групцы. 


Устанавливается связь между разрешимыми и ловально-разрешимыми груинами. 
Веякая разрешимая периодическая груииа локально-разрешима. Обратно, всякая 
локально-разрешимая груниа с условием минимальности дай подгруни будете раз 
решимой. { числу локально-разрешимых групи принадасват, в частности, локально 


9 Известии АН, Серия математическая, „№ 1 
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специальные группы, т. е. группы, в которых всякое конечное подмножество поро- 
ждает конечную специальную группу. Этот класс групп оказывается более широ- 
ким, чем класс периодических групп, в которых всякая истинная подгруппа отлична 
от своего нормализатора. 


П. Е. Дюбюк (Москва) и А. В. Товбин (Киев). Приложение методов теории 
конечных групп для исследования бесконечных групи и полугрупп. 1. Авторы 
показывают, что многие полученные до сих пор в теории бесконечных групп резуль- 
таты основаны на гомоморфизме этих групп с конечными, при условии существо- 
вания У них подгрупп конечного индекса. 

2. Авторы разрабатывают понятия порядка и индекса для бесконечных групп, 
которые обладают полной аналогией с такими же понятиями в теории конечных 
групп, что дает возможность изучить бесконечные группы, не имеющие подгрупп 
конечного индекса. 


ЗАСЕДАНИЕ ЧЕТВЕРТОЕ (15 ноября, утро) 


Председатель В. А. Тартаковский 


О. Н. Головин (Москва). К теории прямых произведений групп. При рас- 
смотрении вопроса о существовании изоморфных подразбиений для двух любых 
прямых разложений группы оказывается возможным ограничиться случаем, когда 
в этих разложениях множителей без центра нет совсем или не больше, чем по од- 
ному. Отсюда следует, в частности, что теорема Коржинека остается справедливой 
и для прямых произведений © бесконечным числом множителей. С другой стороны, 
два прямых разложения произвольной группы, оставляющие центр этой группы 
неразложенным, всегда обладают изоморфными подразбиениями. 


Е. С. Ляпин (Ленинград). О разложении абелевых грунп в прямые суммы 
рациональных групп. Цель доклада— сообщение некоторых необходимых и доста- 
точных условий для разложимости абелевых групи в прямые суммы рациональных 
групп. Группа называется рациональной, если каждый конечный комплекс ее эле- 
ментов порождает циклическую группу. 

Пусть 5 есть некоторый комплекс элементов абелевой группы @. Характери- 
стикой 9 (Х (90)) называется совокупность всех таких натуральных чисел п, что для 
каждого из них найдется элемент С„Е ©, такой, что пС„ Е %. Комплекс 9% назы- 
вается нормальным, если существует такой элемент АЕФ%З, что Х (А) =Х (90); 
3, обозначает периодическую подгруппу ©, т. е. совокупность всех элементов @, 
имеющих конечные порядки. Для разложения @® в прямую сумму рациональных 
групп необходимо и достаточно, чтобы группы 3 и 6/5 допускали такое разложение 
и чтобы все классы смежности по 9 были нормальны. Для разложения исчислимой 
группы без кручения также имеет место необходимое и достаточное условие, состоя- 
щее в своей главной часги из условия нормальности некоторых определенным обра- 
зом выбранных классов смежности. 


ПИ. Я. Куликов (Москва). К вопросу о разложимоети бесконечных абелевых 
трупи. Подгруппа В абелевой групиы „А называется сервантной в А, если для 
каждого элемента В С- В из разрешимости уравнения их =В в .А следует его раз- 
решимость в В. Тогда: 

1. Счетная абелева группа А разлагается в прямую сумму циклических под- 
групп тогда и только тогда, когда каждое конечное множество элементов группы 
можно заключить в группу 5, допускающую конечное число образующих и сер- 
вантную в 4. Отсюда следует критерий Понтрягина и теорема Прюфера. 

2. Если В есть сервантная подгруппа абелевой группы С и порядки элемен- 
тов В в совокупности ограничены, то В есть прямое слагаемое группы С, 
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И. М. Гельфанд (Москва). О характерах некоторого класса бесконечных 
групи. Рассматривается группа ©, в которой каждый класс сопряженных элемен- 
тов состоит из конечного числа элементов. Для таких групп можно построить тео- 
рию характеров следующим образом. 

На группе ® рассматриваются функции }(2), отличные от нуля не более чем 
для счетного числа точек, и такие, что 3 11 (=) | < + <. 

хЕС 
Умножение этих функций определяем так: 


1®хь (<) =1@), ге |= УБЫЛЬ. 
УЕС 


Сложение определяем обычным образом. Полагая ||]|= о |: (2) | получаем норми- 
ХЕ 

рованное кольцо. Применяя к центру кольца результаты заметки автора в ДАН, 

ХХИТ, № 5, получаем основные соотношения теории характеров. (Характер 

группы © определяется как гомоморфизм центра кольца на тело комплексных чисел.) 

В частности, множество характеров образует бикомпактное топологическое про- 


странство. 


В. Л. Нисневич (Минск). К вопросу о представлении групп матрицами. 
В докладе сообщается пример матричной группы, заданной двумя образующими и 
бесконечной системой определяющих соотношений, причем эта система соотношений 
не может быть заменена эквивалентной конечной системой. 


А. Г. Курош (Москва). Обзор некоторых проблем о бесконечных группах. 
В докладе дается обзор основных проблем теории бесконечных групп. Важнейшими 
из них являются следующие: а) Будет ли конечной всякая периодическая группа 
с конечным числом образующих (проблема Бернсайда)? 6) Можно ли всякую счет- 
ную группу вложить в группу с двумя образующими? в) Следует ли из условия 
минимальности для подгрупп счетность группы? г) Следует ли справедливость тео- 
ремы о существовании изоморфных подразбиений для прямых разложений группы 
из ее справедливости для центра группы? В частности, верна ли эта теорема для 
групп, центр которых есть прямое произведение некоторого множества конечных 
циклических и квазициклических групп? д) Остается ли справедливой теорема 
Ульма для несчетных примарных абелевых групп? е) Следует ли из структурного 
изоморфизма структур смежных классов двух групи групповой изоморфизм самих 
этих групп? 


ЗАСЕДАНИЕ ПЯТОЕ (15 ноября, вечер) 


Председатель Д. К. Фаддеев 


И. А. Грушко (Ленинград). 0 базиеах свободного произведения групи. В работе 
устанавливаются связи между базисом свободного произведения и базисами его 


свободных множителей. Пусть группа @, порожденная образующими 21, 8», ... , Еж, 
есть свободное произведение групп %, 3, 6, ... 
Рассмотрим свободную группу %, порожденную образующими о. 
Пусть 8. =П РН (1=1, 2,..., т) какой-либо другой свободный базис $. Тогда 
В 


система 5; =П Г (1=1, 2, ..., т) образуег базис группы ©, называемый до- 
А 
/ т 

пустимым относительно И 

в р - т 
Теорема. По отношению к любому заданиому базису группы ©: сы 
ИО 

= 


существует допустимый базис [в:} р каоюдый элемент которого лежит в каком- 


9* 
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пибудь из множителей свободного произведения. Очевидно, такой базис группы ® 
долокен представлять собою сумму базисов групп %, 3, ©, ... 


И. Н. Санов (Ленинград). Решение проблемы Бернеайда о периодических 
группах для п =4. Проблема Бернсайда состоит в следующем: решить, будет ли 
группа с конечным числом образующих такая, что всякий ее элемент в степени п 
равен единице, сама конечна. 

Другая постановка задачи: будет ли то же самое иметь место, если порядки 
всех элементов группы не превосходят п. 

В докладе эта задача во второй постановке решается положительно для п =4. 


А. А. Марков (Ленинград). Обзор работ по теории кое. Доклад содержит 
изложение следующих егше не опубликованных результатов, полученных в послед- 
ние годы в Ленинграде: 

1. Н. М. Вайнбергом установлено, что проблема эквивалентности зацеплений 
равносильна следующей задаче: 

Рассматриваются символы {#’, п}, где п — натуральное число, р — последова- 


тельность знаков с; и с (1=1,...,п— 1). Будем говорить, что два таких сим- 


вола эквивалентны, если можно получить один из другого конечным числом операций 
типов 21, З., 3%, За, %‹, описанных ранее [Мат. сб. 1:1 (1936), 73 — 78]. Тре- 
буется указать общий алгорифм, позволяющий узнавать, эквивалентны ли два данных 
символа {9 п} и ци’, м}. 

2. Другим автором найдено следующее решение проблемы тождества в группе 
кос 3,. 3, содержит нормальный делитель %,„ индекса п!, порождаемый элементами 


ыы 2—1 р Е = к 
5.1 = 91...41 911. 9;_1. Каждый элемент группы %„ может быть един- 
т 
ственным образом представлен в виде ] 7, (51. аа), Пе РА... ‚ =, 
1=2 
означает произведение степеней х.,..., 9). 


Докладчику удалось связать это решение с артиновеким [Е. Агё!п, Твеоше 
ег 70 4е, АБВ. та. Зет. Нашриге Ощу. 4:1. (1925), 47 — 72] и получить чисто 
алгебраическое обоснование последнего. 

3. Из изложенного выше следует, что %, имеет ряд нормальных делителей 
(1) =б, С б,,:С... Сб, =)» такой, что @, „|®, „_, есть свободная 
группа с п — й свободными производящими элементами. 


Н. А. Леднев (Москва). О единицах относительно циклических алгебраиче- 
ских чиеловых полей. В работе изучаются группы единиц относительно циклических 
числовых полей. Работа содержит обобщения теорем Куммера и Гильберта, отно- 
сящихся к циклическим расширениям простой степени, на случай произвольных 
циклических расширений, причем одновременно расширяется запас тех групп единиц, 
к которым эти теоремы относятся. Новым методом доказывается также важнейший 
случай теоремы Эрбрана. Основную роль играют в работе группы единиц Е (ху 
определенным образом связанные с целочисленным полиномом ] (<). 


ЗАСЕДАНИЕ ШЕСТОЕ (16 ноября, утро) 
Председатель Л. К. Сушкевич 


Б. Н. Делоне (Москва). 00 одной асимитотичеекой формуле в алгебре. 
Рассматриваются решетки О в п-мерибм комилексном пространстве А», повторяю- 
щиеся умножением, причем умножение точек А„, как и сложение и вычитание, 
покоординатное. О «максимальна», если не сеть часть такой же решетки. О «непри- 
водима», если в О инет делителей нуля. 

Лемма. Всякая максимальная О либо неприводима, либо прямая сумма иепри- 
водимых. 
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Число точек М, п,: Всех решеток О данной «сигнатуры» т в шаре радиуса ^ 
выражается асимитотической формулой 
п(п- 1) 
2 
С ОН (1) 


где с —онстанта. 


п, т 

1о Соединение (1) с леммой дает доказательство теоремы существования беско- 
нечного числа различных алгебраических расширений рационального поля данного 
измерения п и сигнатуры с. 


20 Из (1) получается, что либо решетки О при «возрастании» дискриминанта 
делаются все более и более «вытянутыми», либо дискриминанты полей растут, 
начиная с п=3, медленнее арифметической прогрессии, а именно как ряд 


р -ых степеней натуральных чисел. 

Б. Н. Делоне (Москва). Геометрия теории Галуа. Существование для всякой 
п-мерной решетки О нормальной решетки ® и сопоставление подполей нормаль- 
ного поля подгруппам его группы Галуа выводится чисто геометрически из компо- 
зиции решеток и леммы о разложении максимальной решетки в прямую сумму 
неприводимых решеток, причем фундаментальную роль играет матрица 


1 А С 

2 2. п 
п—1 АА 

п п И. 1 


из п! колонок всех п! расположений п номеров, которую приходится читать по 
горизонталям. 


Д. К. Фаддеев (Ленинград). О плотностях целых точек чието вещественных 
облаетей 4-го порядка с различными группами Галуа. Уравнения 4-го порядка 
могут иметь 41 разных групп Галуа. Применение решения обратной задачи теории 
Галуа, основанного на геометрических соображениях, дает следующие асимптоти- 
ческие формулы для числа № точек всех четырехмерных чисто вещественных реше- 
ток О с данной группой Галуа в цилиндре, описанном вокруг шара радиуса г, 
для каждой из групп, кроме знакопеременной: 


Г С 8-го 6-го 4-го 4-го 4-го 3-го 2-го 2-го т 
РУППа ЧИММ. пор. пор. пор. цикл. \Улеег пор. Е, (1, 2) Е, (12) (34) 
М = о ори в о бАТАо ое ОИ бо бр О 


ОН. (м) ом) дм о ОФ дот) вм 2) О (**) 0О(з) 

Б. Н. Делоне (Москва). Решение обратной задачи теории Галуа для нормаль- 
ных уравнений 6-й степени. Групп 6-го порядка две: 5 и @. Обе имеют цикличе- 
ский нормальный делитель Н 3-го порядка. Нормальное поле ® 6-го порядка 
проектируется нараллельно подполю « 2-го порядка, принадлежащему Н, на 
четырехмерное пространство О, ему перпендикулярное. ® оказывается «опираю- 
зцимся» на Композит «же, где е—поле корня 3-й степени из 1. ® получается в слу- 
чаях би Й разными «распроектированиями» идеалов этого композита параллельно 
«. Условия, налагаемые на эти идеалы для того, чтобы получалась группа 5 или #/, 
тоже различиы. Дается способ находить все ® сбийби | В | < Г, опирающиеся 
на данный композит ®«жз, и каждое по одному разу. 

Д. К. Фаддеев (Ленинград). 06 относительном минимальном базиее. Для 


целых чисел поля К степени п над алгебраическим полем А устанавливается воз- 
можность однозначиого представления в виде А = 4,4, - 4,4. +... + АА, , где 
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А, А,,...,А,— некоторые определенные числа из К; 71, 4.,...,А»-— Числа из 
к, пробегающие определенные идеалы а, а,›,..., а, в К. Числовые совокупности 
Аа, , А.а.,..., Аа, называются минимальным относительным базисом. Каждой 


совокупности Аа сопоставляется символ М, называемый идеальным числом. Для 
этих чисел устанавливается умножение и сложение (последнее только в пределах 
одного класса). Тогда все целые А = Мин, + Мьв. +... - Муна, где ги, №5, Вы 
пробегают все целые идеальные числа классов, обратных М,, М,,...,М,. Относи- 
тельный дискриминант равен идеалу, порожденному квадратом определителя, соста- 
влеиного из идеальных чисел М,, М.,..., М, и их относительно сопряженных. 


ЗАСЕДАНИЕ СЕДЬМОЕ (16 ноября, вечер) 


Председатель П. С. Александров 


А. В. Сушкевич (Харьков). Об одном типе обобщенных трупп. Рассматри- 
вается система © элементов с одним действием, для которого исполнены следующие 
постулаты: 

1. Однозначность и неограниченная применимость. 

2. Ассоциативный закон. 

3. Левый закон однозначной обратимости. 

4. Существование двусторонней единицы Е. 

Кроме этого все элементы из © распределяются по рангам, причем: 

5. Уравнение АХ = В разрешимо тогда и только тогда, если ранг В не ниже 
ранга А. 

6. Если АВ = СР, и Аи С одного ранга, то и В и ДР тоже одного ранга. 

Элемент Ё имеет самый низший ранг, который назовем нулевым; все элементы 
нулевого ранга составляют обычную группу @. Если Аб— любой элемент ранга, 
выситего, чем нулевой, то комплекс 


9 = @ +. 49 - 4269 +... ш 111. 


есть обобщенная полугруппа того же типа, что и 6. 

Как конкретные примеры рассмотренных обобщенных полугрупп рассматри- 
ваются: 

1) совокупность подетановок исчислимого множества символов, обычных и «не- 
достаточных», т. е. таких, в нижней строке которых отсутствует конечное число 
символов; 

2) совокупность бесконечных матриц,—ортогональных и таких, которые состоят 
из неполной системы ортонормальных строк. 


А. И. Мальцев (Москва). О расширениях ассоциативных систем. Были доло- 
жены следующие результаты: 

4. Указаны необходимые и достаточные условия для возможности включения 
полугрупп в группы. 

2. Доказано, что всякое минимальное групповое расширение содержится как 
фактор-расширение в группе отношений. 

3. Показано, что минимальные групповые расширения могут быть неизоморф- 
НЫМИ. 


4. Указаны некоторые предложения о независимости групповых условий. 


А. А. Марков (Ленинград). Некоторые теоремы о системах операторов. 
Конечная последовательность элементов множества # называется словом в Я. Мно- 
зжество \ упорядоченных пар слов в Я слабо замкнуто относительно я, если: 
40 {ии} ЕЗ, коль скоро и слово в Я; 20 {и,0} Е, коль скоро {и} ЕЯ 

г 


и {0 и} Е; 30 {ино иж} ЕЯ и {0и, ми} Е, коль скоро и есть слово в Я 
и 4} ЕЗ. 
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Множество сильно замкнуто относительно Е, если оно слабо замкнуто отно- 
сительно 8 и выполнено условие 4° {0,#} Е У, коль скоро {5и, ти} Е З. 
Пересечение всех слабо [сильно] замкнутых относительно Е множеств, содер- 


жащих №, называется слабым [сильным] замыканием 5 относительно 2 и обозна- 


т 
чается знаком 5“ (53°). 
Областью операторов в множестве Е с основанием 8 называется система {ФЕ}Еев 
отображений ‹; множества Е в себя, причем индекс & пробегает 5. Область опера- 


торов {9.},ез Регулярна, если х, есть отображение Е на себя при всяком & из #. 
Область операторов {9:}:св в Е* есть продоложение области операторов Ч Ев 


= 


в Я, ели ЕСЕ и ЗЕХ =9:ф при всяком 2 из Е и всяком Е из 5. 


Если } множество пар слов в Е, то мы говорим, что {9Е}:св @СТЬ представле- 


ние (точное представление) У), если ФЕ и = ‚ коль скоро (в том 


ии 11... Тв 


и только в том случае, когда) {Е ... Еж, Та... Пь} Е. 
гл 


1. Для того чтобы множество У\ пар слов в Я допускало точное (точное, 
регулярное) представление с основацием 8, необходимо и достаточно, чтобы это 


5 
— 


‚инооюество было слабо (сильно) замкнутым относительно Е. 
2. Пусть У множество пар слов в Я, {9} область операторов с основанием 5. 


Для того чтобы эта область операторов допускала регулярное продолжение, 


являющееся представлением »}, необходимо и достаточно, чтобы она была предста- 


в 
влением 53°. 


3. Для того чтобы всякое представление с основанием Е множсества \ допускало 


т 
я а 
регулярное продоложение, необходимо и достаточно, чтобы 52 = 5". 


ЗАСЕДАНИЕ ВОСЬМОЕ (17 ноября, утро) 
Председатель Л. А. Марков 


Л. И. Гаврилов (Казань). К-продолжаемые полиномы. Задача продолжаде- 
мости полиномов ставится Н. Г. Чеботаревым следующим образом. Пусть дан 
полином 


1 (<) =1 Нах -| аа... ал" 


и нокоторое свойство. Мы составляем новый полином 


Н (2) — [ (2) ыр @,1 ра Е вле Не ат". 


Спрашивается, можно ли подобрать коэффициенты а„.:,...,@» Так, чтобы ноли- 
ном /, (2) приобрел указанное свойство. 

Автором в 1936 г. было доказано (Известия Казанского физ.-мат. 00-ва, УЦ, 
125—129), что всякий полином можно К-продолжить, т. е. корни полинома 1 (т) 
сделать по модулю равными единице. При этом вещественный полином допускает 
вещественное продолжение. 

В настоящей работе указывается сиособ нахождения коэффициентов иродол- 
женного полинома. 


А. И. Узков (Москва). Мультипликативная теория идеалов в произвольных 
алгебрах. В докладе изложено содержание иечатаемой в «Математическом сбор- 
нике» работы автора «Абстрактное обоснование брандтовой теории идеалов»: муль- 
типликативная теория идеалов, построенная для абстрактных коммутативных колец, 
переносится на некоммутативный случай. При этом получаются результаты, анало- 
гичные результатам Брандта и Артина в теории идеалов полупростых алгебр. Затем 
с помощью найденных необходимых и достаточных условий для сираведливости 
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этой теории показывается, что теория Брандта-Артина в действительности имеет 
место без тех ограничений, которые эти авторы налагали на структуру алгебры. 


Ю. В. Линник (Ленинград). Аналитические методы в некоммутативной 
арифметике и теория тернарных форм. 


А. И. Герчиков (Москва). Разложение колец в прямые суммы тел. В работе 
доказывается следующая теорема: кольцо тогда и только тогда разлагается 
в прямую сумму искоторого мнозмсества тел, ис обязательно о ммутативиых, если. 
в ием а) отсутствуют пильпотеитиые элементы и 6) выполпияется ‘условие мини- 
мальности для главных левых идеалов. 

Существенную роль в доказательстве играст введенное Пейманом понятие регу- 
лярного кольца, так как кольца со свойствами а) и 6) оказываются регулярными 


Г. М. Шапиро (Москва). Теорема Жордана в теории структур. Рассматри- 
вается структура, в которой существует элемент О и для некоторых пар элементов 
определено соотношение «подчинения», а подчиняется 6 («а подч. 6»), так что: 

11) а подч. а; 

12) если а подч. с, асьс-с, то а подч. Ь, 6 подч. с; 

13) если а подч. 6, Ь подч. с, то а подч. с. 

Если ас (а-Е 6) и иза С С 6 следует либо а подч. х, либо х подч. 6, то 
«а прямо предшествует 6» (а <). 

Принимаем: 

2) если а, подч. а, а<Ь, 6 подч. 6, та <; 

3) если 0< 9. тта<а- 4, либо а подч. а- д; 

4) если а <Ь, то существует р> 0, “| р подч. 6. 

Если а=х<щ <... <, =, тоа, 6 соединены цепью длины п. 

Доказывается обобщение теоремы Жордана: если а, 6 соединимы цепью длины п 
то ллобая цепь, их соединяюзцая, имеет длину п. 


Редактор В. Л. Толстиков 
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ИЗВЕСТИЯ АКАДЕМИИ НАУК СССР 
ВО1.ЕТ1М ОЕ ГГАСАРЕМ!Е РЕЗ 5$СТЕМСЕЗ ОЕ 1.0853 


Серия математическая 4 (1940), 137—150 Земе таШёта{аие 


С. Н. БЕРНШТЕЙН 
НОВЫЕ ПРИЛОЖЕНИЯ ПОЧТИ НЕЗАВИСИМЫХ ВЕЛИЧИН 


Исследуются некоторые классы сумм зависимых величин, приво- 
дящихся к суммам почтн независимых величин. Вводится понятие 
нормальных зависимых величин первого порядка, для сумм которых 
выводится необходимое и достаточное условие приложимости предель- 
ной теоремы, а также общая форма предельного закона. 


1. В моей статье * «баг Гехепзоп 4 Фбогёте Ппце 4и са1си! 4ез 
ргофаь|иИёз апх зоштез 4е (лай 6з А6реп4и“4ез» доказано следующее 
предложение: 

Пусть 

2 
=. И, +-... Рик, где. М. Озще=0, 6, =М. О. ий, МО, — В. 
Если в; , В; представляют соответственно максимумы колебаний услов- 
ных математичещих ожиданий и, Ш, а с; представляет максимум 
математического осидания |и;? при произвольно заданных и, ,и,,... 
...), Ира, Причем 
п, 9! 
а 
№ @; р В; о С 
ь > 0 . 0 
< т) 
2 В й 


В, 


Это предложение было там же (стр. 23 — 25) мною обобщено, однако 
практическое применение упомянутого обобщения часто требует допол- 
нительных вычислений, которых обычно можно избежать при некотором 
изменении формулировки. Введем для этого следующие величины: 


М.О. и = ;, 


292.51 


тде а; представляет таким образом условное математическое ожидание 


и; при заданных значениях и, и,,...,й:-1, и условные дисперсии 
М.О. (и; —а;)’= М.О. ш-щ=. 
А». = 4—1 я 
По условию, М.О. а=М.О.и; =0 и кроме того 
Ь;, =М.О. М.О. 6}. (2) 


* Ма!®. Апи., 97 (1926), 4—59. 


1 иИзхкестия АН, Серия математическая, № 2 
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Покажем, что в таком случае высказанное вначале предложение будет 
справедливо, если условия (1) заменить менее ограничительными усло- 
77 
У 6 
0. (3) 


т. 
М.О. У! |5, — 8: 
: 0, з 
В» 


вичлми * 
В 


т 
Положим ии —а=щ, Уи: =5». Тогда М.О. 5, =0, 
1 ы 


Е. 


Г. 
Доказательство аналогично данному в цитированной статье. 


в, — М.О. (5. =М.0. МЫ. 
1 
— В, —2М.0. 5, Ущ-+М.О. (У а) 
$ 1 


п 


Но так как из равенства 
® 
1/2 
М.О. (> а;)* 


м.0. (31): 
1 р те 
М.О. (У а;)* 


следует, что 
Е В. 
М.О. 2 а; )* 
Е 
(5) 


В, =М.О. (5„— Ма; 
ф 


В 
<в.<1-+2 
з 
то, благодаря первому из условий (3), имеем 
В» 
Заметим также, что из (2) и второго условия (3) вытекает 
® 
М.О. У 
Е т 
В» ? 
(5513) 


В: 

и Г 

а 

Из» 
1 


‚ Ук-1, условное математическое ожидание М.О. у. =0 
1:1 
последовательно характеристически > 


а потому из (4) и (5) следует также, что 
® 
Уы 
Е 
; в таком случае, каковы бы ни были 


1 


Положим теперь ук = 


Вычислим 
Третье из условий 


значения 1, .. 
* Легко видеть, что условия (3) являются следствием условий (1), так вак 
* | ‘ 
6, — Ь; > В: = 9 


Ут,. 
% —. . 
<а; и |6, — (а + 0#)| < В, ‚ откуда 
(3), совпадающее с третьим условием (1), можно было бы заменить соотнетствую- 
п 
Ум. Ты 
: 0 

а >, допустив лишь существогание с; 


Га; | 


щим условием Ляпунова > 
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7п 
15 р У. 
функции @»()=М.О.(е * ) -(т=л) полагая ММ, ге 
М№ -- данное произвольно большое число. Для этого замечаем, что 
# ь 
15, № х 
М.О. е = — > ор, 


15. Ё 
т Ук-ё1 2 № ь, 


1 


причем можно указать такую постоянную А, зависящую только от АА 
что 


[4% |< ве 
В, 
'Гаким образом 
1 
1 >Я У » 22 22 


° : Ь в = \ 
ее а ао 


1 
где 
ы 
Ро быль 
Ат (ВМ. 0. т [Иа || < 
| У 
1 
№М.0. 6. —5* | ет 
в г +—3 
— в 


Следовательно 


А 
це 
т ог 
г р, Е? т 
т (2) о П 3 - (5) 
{ ом 
1 
ГЕ! т 
Поэтому, замечая, что | <1! при т>Ё, и У| В» (| стремится 
та 1 
к нулю при возрастании п вследствие (3), видим, что 
т 
„(9-Е (|< Ук ®! (топ) 
1 


стремится также к нулю при бесконечном возрастании п. Но, беря 
логарифмы обеих частей равенства (6) для т-=п, находим без труда, 
что 


Е 
(ее > 
ий=со 
а потому и 
#2 
аб (Эе ей 
= 2“ 
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з любом промежутке — М < & < М. Отсюда, как известно, вытекает, что 
зероятность неравенства 


имеет пределом 


Следовательно, благодаря (5'!5), к тому же пределу стремится вероят- 
ность неравенства 


и 3% 
Эн > МЕН хай Ве. 
1 


Наконец, принимая во внимание первое из условий (5), находим *, 


2 

4 Е: 

что к тому же пределу у2 т. \ е * 2 стремится также и вероятность 
= 


неравенства 5, < 5И В», что и требовалось доказать. 
) 
2..Величины, удовлетворяющие условиям (3), где третье условие можно 


было бы заменить любым другим условием Ляпунова или условием 
Линдберга, будем называть почтн независимыми величинами. 


91 
= % .. 
В цитированной выше статье я показал, что суммы У: случайных 
1 


величин, образующих цепь Маркова или связанных аналогичной более 
общей зависимостью, приводятся путем надлежащей группировки сла- 
гаемых и разбиения цепи к суммам почти независимых величин, 
вследствие чего к ним применима основная предельная теорема теории 
вероятностей. Здесь я хочу рассмотреть зависимые величины несколько 
другого типа, для изучения которых оказалось целесообразно обобщить 
вышеуказанным образом определение почти независимых величин, заме- 
нив условия (1) условиями (3). Предварительно докажем следующую 
лемму: 

Пусть В; = макс! 6; —6!| и В. = макс! 6; —6#,|, где 6; , представляет 
условную дисперсию и;, соответствующую лииь таким значениям 
971, Из, ..., Ш, КОтОорые удовлетворяли неравенству 


| я Чи; — (а. а о ао ИВ. ( 


—Я 
а 


* Первое из условий (3) можио было бы заменить немного менсе ограначитемь- 


”. 
\ 5 
М.О. | >> а; 
вым условием ——_———>0 для некоторого 6 > 0. Легко видеть, что предельная 


и орема, которую можно тогда назвать ‹несобственной», была бы также применима, 
го дисперсия предельного закона могла бы при этом не совпадать с дисперсией 


03 


В 
‘уммы (равенство у’ —>1 могло бы быть нарушено, ссли 6 < 3). 
я 
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п я 
>> Вы 2 В: 
В таком случае, если р 2-0 при любом данном #0, а — 
3 п 


остается ограниченной, то соблюдается второе условие (3). 


т 


Действительно, вероятность, что неравенства (7) будут осуществлены 
[ДАН, ХУИП (1937), № 6] при всех {= п, больше, чем 1 — о Поэтому 
п. ИС т 
м.о. У! в! < Уи УВ. 

Следовательно 


М.О. М |6, -- 68: | 
: =>. 0 (3) 


В,» 
при п—> <. 


Напомним, что первое из условий (3) влечет за собой р —\, 


поэтому при наличии этого условия в неравенствах (7), определяющих 
9„, можно заменить В„ через В». 

3. В качестве примера рассмотрим стохастическую схему, предло- 
женную мною в курсе «Теории вероятностей» (2-е изд., стр. 435 — 139). 

В ящике находится а белых и 6 черных шаров. Производится п 
опытов, заключающихся в случайном вынимании одного шара © возвра- 
щением последнего и прибавлением еще А шаров, причем в случае 
появления белого шара добавляем у белых шаров и р=А—у черных 
шаров, а в случае появления черного шара добавляется у, белых шаров 
н р, =А— у, черных шаров. 


Обозначая через х,„ число белых шаров в ящике после п опытов, 
нетрудно проверить (151., стр. 136), что 


Е ое о о мы 
ОО, 2 А Начь)-- т ПС! ВЕРЕ 2 (8) 
где б=уУу— у =0—0, за исключением случая У, =р= 0, когда 
а т (пАа-Ь). Кроме того (1№4., стр. 139) 
] в. _ у _ Ау, рд* м 
нп — #28) (8—8 


ирн условии, что где В,=М.О. (т, — А,)*. Покажем, что веро- 


ятность неравенства 


74 52 


я 5. ПО : : 2 
и.иеет пределом —— \е т, если) << 1 и 092.0. С этой целью 


положим 


ть Пе Й ще _9 ‚)= (9 
ЕТС | ПРЕ АЯ ян. (9) 
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В таком случае 


в—1 
9: 
= Ру ие» Вы (10) 
0 7 


где 
а 5 
т ева А 


С другой стороны, заметим, что после Ё опытов общее число шаров 
в ящике всегда равно а- 6-+АА, при этом, если число белых шаров 
оказалось равным ть, то каковы бы ни были результаты предыдущих 
ОПЫТОВ, Хант может получить «лишь два значения ть» или НЕ 


1: т. 

‘с "тву ТМ эоятностями —— о этому 
с соответствующими вероятностями туд и т ЕЯ Поэтому 
о РЕ 1 а+ь-+ АВ Е АВ 

Таким образом, полагая „=, 2и, находим веледетвие (9), что 
М.О. гаи, (11) 


2-1. 
Отсюда, в частности, следует, что М.О. 2. =0, а потому М.О. ж.=у, 
и из (10) получаем формулу 
й—1 
/ : | ВАР Е 
Аь ты ОР ны У _— ) (9%) 


цоторую (при А=и) можно после простых преобразований привести 
: виду (8). Таким образом 


ть = у, - О 


р 
}—1 - п. 
ле а < ‹ 
ЗРЯ р =Ущ. (12) 
о { 1 
Р 
= о —1 
Нам остаетея тольво доказать, что величины ре а почти 
1—1 


исзависимы, т. е. удовлетворяют условиям (3). Первое из условий (3) 
благодаря (11), удовлетворено, так как 


= МОИ ее 0% (11515) 


( другой стороны, из (9) следует, чтож 2%, —-у, поэтому 


м “м, = У откуда 
р 7—1 . > 
т 5 
Ти ее — (у НУ) Е СГ. =” 
| { . я ЕЕ ; 
Я ПРЕ 1 ы а Е о 
так что 
1 
Е, 8 
= (1-2 0:1 т 
р ! Г :: м 
(() ( -- УС = (С, - | ) 
| С ) 
9 


где (’— некоторая постоянная. 
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Таким образом третье из условий (3) также соблюдается, когда 


26 К 1 1 

и - 1, б°0у, > 0, так как вследствие в=0(+) 
Вы п 

и 


м.0. У шв ое" 


_< ВЕ Е (1351$) 


| $ 


где С, — некоторая постоянная. Но если. А то р _ у - 


^ 


если — о о У" —=0 (п108 п); если а 1. 10 ре Г. — Отв), 


У пе 
го 25 
поэтому ———-—__--—>0 при условии, что -д-< 1 
Покажем, наконец, что при сделанных предположениях соблюдается 
и второе из условий (3). Для этого мы воспользуемся доказанной выше 
леммой; принимая во внимание, что Хх»; — хи получают значения у иу, 


‚с в т ху 
©« соответственными вероятностями Е $ — В и 1 + Г т ГУ: имеем 
6 2 
М О [2 ВС тая) ». | 
02 * 


а ь - (2 бт: (1 2, а. 
арытАм А о (@ Ро АМ 
| 027) т 
Е среди ( Е 
поэтому 
* | 2 т 1 7} ть д 
би о Нот: т - ы КВ (1 ать+АВ (14) 


Следовательно 


16 — 0%, 


22 2 . 
- Ри И 
И 


®—1 
02 б 2 
ЕЕ 


1—в1<С,(№)", 


где (,— некоторая постоянная; поэтому, обозначая попрежнему через 
3 = маке | 6; —6, ‚ имеем 


77 


Ув < Си, (15) 


1 
где С.-— некоторая постоянная, а потому второе условие леммы соблю- 
дено. С другой стороны. из (14) находим, что 


ь р, [| М.О. 1, М ай 
Е Ро | ать+ АИ т | — 
Ра А МВА |, (1455) 
р [ар Аю @+ЬЕЙ} |’ 
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но неравенство 


[щи св 5 ив = БУ Вы Ра (75) 


#—1 


ра |< Ва, 


равноценно неравенству 


1 ре 
] т 5% | и —— в. т 16 
Ре У 2 Ак |= ри ‚УВ. Ст а к з (16) 


где, согласно предыдущим вычислениям, С, — некоторая постоянная. 
Следовательно (пользуясь обозначениями леммы), заключаем из (14} 
и (14515), что 


* й с ао. п. В; р - 
т: — быа = Вы е< ро РА | > 


А 
О 25 
О Г > _ 
г тт РИ аи \ - 
и а г (17) 
> — и 
71 в К в 


и 


где С, и С, некоторые постоянные. Поэтому, при 8>0, УЗ: = 
1 


10 77 1 


те ь + 
—=0(т?'Е); при 850, Ув. =0(т?), а следовательно второе 
1 


условие леммы также удовлетворено, и тем самым наше утверждение 
полностью доказано. 


р 


26 НЕ 
В случае -; =1, как легко вндеть (И14., стр. 139), 


В 
. В 04, В? 
О 
по 4 (01) 1 


Кроме того неравенство (13) заменится неравенством 


И} т 5х 


М.0. Мм! | И 
1 а и 2 
м“ 
В? пе (105 п)? 


поэтому третье из условий (5) соблюдено. Неравенство (15) заменится 
неравенством 


ях МС, г) < С. псп, 


поэтому второе условие леммы соблюдено, и наконец, неравенство (16} 
заменится неравенство 


к — Ак! < СИЕ 10 п, 
поэтому неравенство (17) заменится неравенством 
т У 10 п № „ п108 К 
|2 
Виа, - 3 В 
> 
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откуда 
Ув, =О(тИ 105 и). 


20 
и второе условне леммы также осуществлено. Следовательно, при 


В ры и 
предельная теорема также применима кт,, т. е. вероятность неравенства 


12 


И?= 


1 
1 о 
имеет пределом ——- \ @ бар. 
бо 
25 хе, 
В случае, когда 51, условия (3) не соблюдаются и можно 


доказать, что закон вероятностей для хх, уже не стремится к нор- 
мальному. 

4. Сделаем еще несколько замечаний общего характера. Будем назы- 
вать систему случайных величин нормальной, если она удовлетво- 
ряет третьему нз условий (3) 


= (Зи) 


(или соответствующему условию типа Ляпунова любой степени), и бу- 
дем говорить, что величины и; связаны зависимостью первого порядка, 
когда соблюдается первое условие (3) 


о (31) 


и. 


ТЕОРЕМА. Для того чтобы к сумме Уи; нормальные случайных 
1 


величин, связанных зависимостью первого порядка, была применима 
предельная теорема, необходимо и достаточно, чтобы веролтность 
перавеиства 


И) 
М ури | 
у 
— 1 | = (15) 
В» 
имела пределом 1 при п—> со, как бы мало ни было данное => 0. 


Действительно, мы видели, что в случае зависимости первого 
порядка (5) 


В» 
“1 
В» 
1! ИА 
мы 
Жи Уи 
т 21 + *^ | т Е бл 1 => 
н предельный закон вероятностей для ——- тот ие, что для и 
УВ, ь 


п 


== У у. В таком случае, благодаря условию (Зиг), характеристическая 
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7' 


функция С„(?) для У и: равна 
1 


с. (9=м.0. П (1-й), 


о ям р р 
где, при || <М, &-—0 (Е < п), когда п-—> <; вследетвие (311) имеем 
: 


Ь 
также -"->0 и 


В» 
т т 3 т 
Зы’ 30 Зы 
— Вт & Е Е —0 при п <; 
Ву в, 
поэтому 


сле =, ->0. Следовательно 


7% 

* ‚2 
м 
1 


С. (=) —М.О.е: В 50. (п- о). (19) 


| 
Но полагая вероятность неравенства (18) равной Р, имеем 
т, во 
УЕ 
1 Е 


а 


вх 


р 


Таким образом, если Р —1 при произвольном з, то С, -ле*, 


и наоборот, если С, (& —>е 
данном :. 

Не исключена возможность осуществления условия, аналогичного (18). 
где вместо В„ стоит другая величина С„, тогда будет осуществляться 
«несобственная» предельная теорема. 

С предыдущим доказательством связано 

Следствие. Если нормальные величины и; связаны зависимостью 
первого порядка, то верочтность Е» (1) неравенства 


ув, (20) 


стремится в некоторому определенному пределу Е ({) тогда и только 
1погда, когда вероятность неравенства 


-— < (20) (21) 
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стремится к определенному пределу 1 (3). При этом 


(0-Е (—0)=# (+0). | 


В самом деле. харантеристическая функция распределения, опреде- 
ленного формулами (22), равна 


ты с: 
ры а (3) А (0). (23) 
. о 
( другой стороны, обозиачая через Й, (5) вероятность (21), имеем 
С *.2 
речи й 
М.О. 28 = \ © а вЕль(-0 (24) 
й) 
н видим. что если А» (5) —Й (3) во всех точках непрерывности, тогда 


а потому. в силу (19), С,(2{) —-С(), откуда следует, что вероятность 
/’„ (6) неравенства (20) стремится к Ё (1). Наоборот, если Е„(Р) стремится 
к пекоторому пределу, то необходимо. чтобы С, (=), а следовательно 


и: * 2 
бы 
= 6,3 


у 

и М.О. 28» стремились к пределу; но так как (24) есть функция 
абсолютно монотонная относительно —- <* (при =" >> 0), то предел ее должен 
таки: представлять абсолютно монотонную функцию, т.е. иметь форму 
(23). где монотонная функция 1 (5) должна быть пределом Л» (5), так 
как абсолютно монотонная функция допускает лилть одно единственное 
представление в форме (23). 

Таким образом, если некоторая случайная величина х может быть 
расематриваема как предел суммы бесконечно большого числа нормальных 
величин. связанных зависимостью первого порядка, то ее также можно 


рассматривать как принадлежащую к коллективу О, являющемуся 


пределом множества различных коллективов ©; с общим центром 0, 
но с различными дисперепями 5:, причем вероятность, что х взята из 
коллектива О, равна р. Другими словами, закон распределения 2 


может быть представлен е какой угодно точностью при помощи расире- 
деления. илотность которого равна 


2 


ИХ эс; тт 
рае био 9-21) 
|} с 1 
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тп. 
(при этом, если Ур, <1, то равенство х=0 имеет конечную веро- 
о 


ятность). 
Следует еще отметить, что в данном случае, т. е. если закон веро- 


ятностей Ё (1) определяется формулой (22), то 


й 4 | 
АО. 0 = Ув Ги 


мо. в: = = о 


причем оба знака равенства имеют место лишь тогда, когда 41 (3) =0 
ирн всех значениях © кроме одного и 1#(--0)=0; поэтому условие 


М.О. & = 
чмо = | необходимо и достаточно для того, чтобы закон Ё (1) был 


законом Гаусса. (Нужно однако иметь в виду, что дисперсия, а тем 
более математическое ожидание 4-й степени распределения РЁ (1) могут 
не быть пределами, соответствующими Р, (0). ) 

Замечание. Если бы мы отбросили одно из условий (условие 
зависимости первого порядка или условие нормальности), наложенных 


п 


на слагаемые и; суммы У, и‚, то предельный закон вероятностей мог бы 
3 


быть совершенно произвольным. В самом деле, пусть х будет какая- 

нибудь случайная величина с любым данным законом вероятностей, 

которую для простоты предположим ограниченной 'х| < сс М.О. х=0, 
71 


М.О: =” =1. Пусть, = р и; где закон вероятностей и; совпадает. с за- 
1 


коном вероятностей т и кроме того и; = ил (Е — п, А << п). В таком случае 


у о 


` , о 6 _ СЗ 
Е МЕ <, Так что условие: нормальностк 
В п? 
Ш 
у. 
ЕЙ 1 


(31) соблюдено, между тем закон вероятностей для &=—"_ = — 
УВ, т 
при любом п совпадает с данным законом (здесь условие (31) очевидно 
нарушено). 

Возьмем другой пример, где, напротив, условие (31) соблюдено, 
но условие (31) нарушено. Предположим для определенности, что мы 
хотим получить в качестве предельного закона какой-нибудь симмет- 
ричный закон, при котором равенства х = Е & (К =1,2,...) имели бы 

со со 
; . я ‚2 
данные вероятноети ри Гы Пр ==. № рый =М.О.х =В). Для этого 
1 1 
71 


полагаем о < 24; причем каждая из случайных величин 1; имеет 
т 
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вероятность р» быть равной и;,к (равенства и; =и;»„ происходят совме- 
стно для всех гп). Каждая из величин и;,; может получать лишь 


И 
оба значения у © одинаковыми вероятностями или быть равка 


р 
з — | | = 
нулю. Кроме того ик =:0 до тех пор, пока | У, инк! < 1; если же 
1 з 


я 
| < 
а Ин, к| =, то И, =0 при всех 55.0. Очевидно, что в таком 
зависимость между величинами и; первого 


ВЕ 
случае М.О. и; ;.==0, т. е 


У зу 

порядка. С другой стороны, легко проверить, что вероятность равенства 
1 

==. т. ©. стре- 


5„= =, когда известно, что все и:=и;», равна 1 —— 
ры 
> ос; следовательно предельный закон 


мится к достоверности при П—> 
вероятностей для в) совпадает с данным ( условие пормальности нару- 
" З 


с. Дия 
р 


‚ 13 - 2 — 2 \2 я ы: 1 © 
итено, М.О. 1и, [? > (М.О. и,)?* = [м0.( 5.) ] ‚ поэтому — > 5) 
ь \- в г 
В“ В* 
Поступило 


5. П. 1980. 


Математический институт им. В. Л. Стеклова 
Академни Наук СССР. 


5. ВЕВМУТЕТХ. МОСУЕГГЕ$ АРРГТСАТ!ОХ$ ОЕ СВАХОЕОВ$ АГЕАТОТВЕ$ 
РВЕЗО С 1 О ЕРЕХОА ТЕЗ 
ВЕЗОМЕ 
1,’ац\еиг шо9е ]а ЧёЙпилоп 4ез сгап4еигз а16а1о1гез ргезда’1пАёреп- 
Чап(ез Ча’ ауайц, Чоппёе ап4ёглеигетер4 * 4е 1а Фасоп эуатце: 
и» 301 аЦез ргезаа’ 109 6реп4ат(ез, 1огзаи"е ев 


Г.е5 ргап4ецгз и,,и,, .. 
\ за вГоп аих сопд отв: 
7! 2 п к, 
вм. (5 “ Е.М. М |6: В] 
} 1 
|. > 0. -> 0 
В : В» 


Б.М. У! и, 
А А 


ег а Гире 4ез соп@ац:ол$ Че Тлароцпой | -—— 
в 


х 


Оп зоррозе 161 даче Е.М. и, =0; Е.М. ш=ё, Е.М У “.) = Ви: 
1 


Че р№з, а; абяюне Гёзрёгапсе та 6тайдае сов@Илоппее 4е ив, 6; 
.... Из 3006 соппиез, 


Чё1ете 1а а1зрегялой сопдилоппе|е ае и;, 1огздие и,, 
6 оп а@теё Гехептсе Ае Гезрёгаисе та\Ъётайаи” соп@иловпеПе 4е 


ль 5. 


* Ма. Аол.. 97 (1926), 14—59. 
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Оп Ч@етой!ге дие ([е 1Аеогете Ппиде её арраса Че чих зопитез Че 
атап4еитз ргезди’т4врепаатае; пя Чейтае$. Се Ш 6орбше езь епзице. 
аррИдиё & |’ехетр!е зиуане 

Оп сопз1Аёге ипе игпе соп(епаць а Боцез БапсВез её 6 Бошез по1гез. 
Сладие ехрёмелсе зиссезатуе сопз1зе а \тег ипе Боще аи Возаг Ч, ей 1а 
тетецапь епзаце е\ еп а]ощцап( еп тбше 1етрз В Бощез, 4опё у ШМап- 
свез е о= А —у пошез, з1 1а Боше итее ващ БапсЪЬе, еф еп а] ощфап\ у, 
рощез Б]апевез её 7, =А— у, рощ!ез пошгез фапз 1е саз согиталте. Оп 
Четап4е 1а 101 4е гбраг оп 4и пошьге т, 4е Боч!ез Ыарсфез дит зе 
\гоиуега Чапз Гигпе аргёз п ехрётелсез. 

[’ацеиг А6тотаге дие сеше гератиноп зайз]рега а 1а 10 4е Саиз$ 
роиг п —> ©5, $8 р, (\—,) 9 О её у=зо-2%.. 

Ей гешр]асапь 1а сопацлоп 4е Тлароппой раг 1а ‘сопло ии рех 


п 

р1!из гезимемуе дие ——;—>0, ой с; гергбзепце 1е тахипши 4е Гезрёгатсе 
и 

ИЕ 

тафетаичае сопдилоппеЙе 4е 'и;}?:8, 1огзаае и, и,, ... Ш: 8001 

соппцез *, 1’ащцеиг арреЙе погта]ез 1ез отап4ецгз а\ватогез аи 

зайзФопь а сеце соп4Илоп иплаче; ПИ 41 4’аццте рагь дие 1ез стап4еигз 


а\6аолгез и; зоп6 еп 11а1зой Че ргештег огаге, з1 е\]ез заазоп\ 


а |а зещШе сора тов 
т 2 
Е.М. © “,) 
1 


р тр Е мб: 


Оп Цетоц(ге а10гз дае [4 сопй оп пвсеззшге её зи]запае роиг дие 


(А 


[а 0ё тие 4е твратииоп а4е у и, 0й и; зоптЕ 4$ втап4еит$ @ва1оттех 


1 
пои; еп аёз0т 4е ртепиег ог4ге, вой [а 10 поттайе (ауес 1а штате 
«Изре’зюп В»), езё дие (а ртофаб ав 4е Гапевив 


| 2 | 


р Е] ис 
| В, г 


. | р : 
(ип4е сет з6го асес „, дей цйе зо < > 0. 
7 
Оп Чоппе епзице Та {огше сбпёга!е 4ез 1013 ШпЦез 4ез зотшез У и, 
} 
Че отап4ейгз погта\ез еп Па1зоп Че ргепиег огаге; оп сопйтай, ей 
Г т 
Чоз ехе ] 3 | А » |: | | 11 й ) р ЗЕ : 
ез ехетриез фиг оп(тепь аще [а 101 Цаце Че ри; решь ёше аЪзои- 
1 


мене атбиташе, 5: оп зе А6Баргаззе (’апе Ч4ез сопаИлопз, зо 4е 1а 
потац(е, зо Че Гехлзбепсе Ч’иапе Пао Че ргеглег ог4ге епите 163 и;. 


* С’е5\ 1а со Йоп Чи Ибигай 4апз тол апе1еппе 46 Йо оп 4е 1а ргезаи’ а‹- 
реопЧепое, 


ИЗВЕСТИЯ АКАДЕМИИ НАУК СССР 
ВОГТЕТ!М ОЕ ГАСАРЕМ!Е РЕЗ ЗСЛЕМСЕЗ$ ОЕ 1/0 855 


Серия математическая 4 (1940), 151—150 Земе та{Вёта аи 


С. |. ФИНИКОВ 
СЕТИ РОЗЕ 


| Представлено академиком С. А. Чаплыгиным } 


Конгруэнцией Розе называется конгруэнция, на всяком луче кото- 
рой первое преобразование Лапласа одного фокуса, второй фокус и его 
два преобразовання Лапласа лежат в одной плоскости. Фокальные сети 
этой конгруэнции суть сети Розе. Автор исследует, когда эти сети со- 
держат конгруэнции И’ или когда вся послэдовательность Лапласа 
состоит из конгруэнций Розз, а тэкжз фокальныз поверхносги этой 
последовательности. 


В своей статье «Зиг цпе сопотаепсе рагисиеге 4е 4гоцез» Розе ('} 
рассматривает новый вид конгруэнций. Он определяет эту конгруэнцию. 
уравнением в частных производных 3-го порядка (определенного типа), 
которому удовлетворяют плюккеровы координаты луча конгруэнции. 
Геометрически она характеризуется тем, что для всякого луча кон- 
груэнции первое преобразование Лапласа одного фокуса лежит в одной 
плоскости с другим фокусом и двумя последовательными преобразова- 
ниями сго. 

В настоящей работе я исследую заново конгруэнцию Розе, исходя 
из се геометрического определения. Она весьма просто характери- 
зуется компонентами проективных движений тетраэдра, вершинами 
которого служат два фокуса конгруэнции и их первые преобразования 
Лапласа. 

Определение конгруэнции Розе по сущ'етву не симметрично отно- 
сительно фокусов. Поэтому естественно рассматривать фокальные сети 
этой конгруэнции. Мы будем называть сетью Розе, взятой в направль- 
нии линий и, или сетью г, сопряженную сеть линий (и, 0) ма поверх- 
ности (М), если второе преобразование Лапласа точки М в сторону 
линии и лежит в касательной плоскости первого преобразования п0- 
верхности (М) в сторону линии 0. 

Аналогично мы будем называть второй сетью Розе или сетью г, 
сопряжеиную сеть линий (и,0), если первоз преоэразоваиие в сторону 
линии и и три последовательные преобразования в сторону линии © 
лежат в одной плозкости. Наконец, третьей сетью Розе или сетью п, 
мы будем называть сопряженную сеть (и,5) на поверхности (М), если 
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третье преобразование Лапласа точки М в сторону линии ‘и лежит 
в касательной плоскости поверхности в точке 1. 

Конгруэнция Розе описана касательными к линиям и сети г,, или 
касательными к линиям 2 сети г., или, наконец, является первым пре- 
образованием Лапласа в сторону а ковгруэнции касательных к линиям 
п сети ги. Иначе говоря, конгруэнция Розе имеет фокальными 
сетями сети г,,г,, направленные навстречу друг другу, т. е. так, что 
касательная к линии и сети г, совпадает с касательной линии © 
сети г,. 

Прежде всего надо спросить себя, могут ли эти две сети совпадать, 
т. е. может ли сеть г, быть в то же время сетью г, или сетью г.. 

В первом случае, т. е. если Г,==Ги, конгруэнция касательных 
к линиям и этой сети является конгруэнцией Розе двумя способами: 
от первого фокуса ко второму и от второго к первому. 

Конгруэнции дважды Розе суть 1) конгруэнции периодической 
последовательности Лапласа с периодом 4 и 2) конгруэнции произволь- 
ного линейного комплекса. 

Если сеть г, является в то же время сетью г,, то не только кон- 
груэнция касательных к линиям и сети, но и ее преобразование Лапласа 
в сторону линии © являются конгруэнциями Розе. Если однако две 
соседние конгруэнции некоторой последовательности Лапласа суть 
конгруэнции Розе, то и все конгруэнцин последовательности обладают 
этим свойством. 

Последовательности Розе (т. е. последовательности Лапласа, все 
конгруэнции которого суть конгруэнции Розе) образуют семейство, 
зависящее от 10 произвольных функций одного аргумента. 

Частный случай такой последовательности представляет вписанная 
сама в себя последовательность, у которой для каждой фокальной сети 
касательная к одной из линий сети проходит через третье преобразо- 
вание Лапласа этого фокуса в направлении другой линии сети. Нетрудно 
заметить, что в этом случае все фокальные сети последовательности — 
гармонические. 

Гармонической (“) называется сопряженная сеть линий на поверх- 
иости, если прямые, полученные преобразованием Лапласа из касатель- 
ных к линиям сети, пересекаются. Обратно, всякая гармоническая 
сеть, которая в то же время является сетью г,, будет сетью г, и будет 
воспроизводиться в преобразовании Лапласа так, что вся последова- 
тельность Лапласа будет состоять из сетей этого рода, т. е. последо- 
вательность будет сама в себя вписана. Такая последовательность 
зависит от 9 произвольных функций одного аргумента. 

Интересно отметить, что фокальные поверхности конгруэнции Розе 
вполне произвольны: на каждой поверхности можно найти сети Розе 
с тремя произвольными функциями одного аргумента. 

Во всем исследовании я пользуюсь методом подвижного тетраэдра. 
основы которого я изложил в моей работе «Проективно-диференциаль- 
ная геометрия» (°). 
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ЧАСТЬ ПЕРВАЯ 


$1 


Пусть прямая М, М, при изменении независамых параметров и, г 
описывает некоторую конгруэнцию, 11, и М, — два фокуса, которые 
соответствуют развертывающимся поверхностям конгруэнции и = с0пз& 
и 2= с0п3ё так, что М, лежит на ребре возврата поверхности © = сопз\, 
а М, на ребре возврата поверхности и = с013(. 

Пусть М, — преобразование Лапласа фокуса М, в сторону линии г. 
М,— фокуса М, в сторону линии и. 

Будем называть совокупность четырех однородных координат точки 
М, аналитической точкой; мы будем обозначать аналитическую точку 
той же буквой, как и геометрическую точку, но жирным шрифтом, М.. 
Очевидно с одной геометрической точкой связано бесчисленное множе- 
ство аналитических точек, отличающихся друг от друга выбором общего 
множителя четырех однородных координат. Выбор аналитической точки, 
<вязанной с данной геометрической точкой, мы будем называть норми- 
рованием точки. 


Если через а", 6* обозначить координаты аналитических точек М.„, 
М. относительно тетраэдра ММ,М,М,, то формулы преобразования 
координат дадут две группы основных соотношений: 


4 4 
Миг У, 0 Мь, Мы Уым,. (1) 
В—=1 В=1 


Мы будем называть величины а’, $: компонентами ироективных дви- 
жений тетраэдра. 

При подходящем нормировании точек М; таблица компонент может 
быть приведена к виду * 


0 5 0 0 Р 0 1 0 
Я о () 0 0 
0 Ра о 1 6: (2) 
т © 00 М -Р —^ 
№ В —А -Р, 0 тт 0 0 


Условия совместности системы (1) дадут соотношения: 


9 тб 9 тб 5 
= до › РА Е > (За) 

5х 9" пб 5% 9110. В 
ЕО О о , (3 ) 
Ам РА МА. А, (3) 


в ©пр. 122 


2 Известия АН, Серия математическая, №2 


® 
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Моем, 2 — ВА, — В. в. Мы В, АВА, (89) 

т.—А,= —т(РУр-—АМ, ти Вь= — т, (Р. + р.) — АМ, (Зе) 
9118 _ бтз 

Ре -орь — ЗЫ -РАА, Рось В АА, 20 


Обратно, таблица компонент (2), удовлетворяющая системе (За — 1), 
определяет конгруэнцию (М,М,) и только одну (вплоть до проективного 
преобразования), причем М, и М, суть фокусы` луча М,М,, М, и М, — 
преобразования Лапласа соответственно от М, и М, в направлении © 
ив направлении и. Действительно, таблица (2) показывает, что Мь, 
линейно выражено через М, и М,, следовательно лежит на прямой М.М,, 
точка М., лежит на прямой М,М,, т. е. ММ, и М.М, касаются 
линий и ио на поверхности (М,); также увидим, что прямые М.М, 
и М,М, касаются линий о и и на поверхности (М,) и прямые М.М, 
и 'М,М, касаются линий и и 0 соответственно на поверхностях (М,) 
и (М,), т. е.. ломаная М,М,М,М, описывает три последовательных 
конгруэнции одной последовательности Лапласа, где М,, М,, М, и М, 
являются последовательными преобразованиями Лапласа. 


$8 


Допустим теперь, что’ конгруэнция (М,М,) есть конгруэнция Розе 
в сторону линии о, т. е. первая фокальная сеть, сеть ‘линий (и, о) 
на поверхности (М,)честь сеть г,, вторая фокальная сеть —г,. Значит 
первое преобразование второго фокуса в сторону и М,, первый фокус 
М, и его два преобразования в сторону © М, и М, лежат в одной 
плоскости, т. е. определитель, составленный из координат точек М,, М, 
М, и М,, равен нулю: 

(М, М, М, М,) =0 


Для этого очевидно достаточно, чтобы прямая М,М,, касательная 
линии о на поверхности (М,), лежала в плоскости М,М,М,. Эта каса- 
тельная определяется точками М, и Мзь; значит условие, характеризую- 
щее конгруэнцию Розе, может быть записано в виде 


(М.М, М, М.) =0 
или в силу (1) и (2) 
\№==0. (4) 


Конгруэнция Розе определяется системой уравнений (За —{) и (4). 
Очевидно, можно задать ЙА, как произвольную функцию от ии 6; 
тогда второе уравнение (34) определит А, через Л и 6 (если Л не 
нуль, что привело бы к вырождению конгруэнции); вводя новые неза- 
висимые переменные, нетрудно привести нашу систему к виду системы 
Коши для неизвестных функций 6,8,, А,Д,, р,р,, Р,Р,, №М,, т,т.. 
Следовательно, произвольная конгруэнция Розе зависит от одной 
произвольной функции двух аргументов. 

С такой же степенью общности определяются сети г, г и ги. 
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Представляется интереспым, может ли сеть ^ или г’ содержать одну 
или две конгруэнции У’. Если касательные к линиям и сети г, или 
н линиям с сети ть описывают конгруэнцию И’, т. е. если конгруэнция 
Розе (М, М,) является конгруэнцией И’, то * 


АА, — 8, =0. (5) 
Если из первого уравнения (36) определить Р, 
9 мА 
Р. = РАО 


и подставить во второе (31), то получим в силу (5) 


0 А : 
Зы бы = 0. (6) 


Следовательно есть произведение функции одного переменного ч 


© > 


1 
на функцию одного переменного о. 
Таблица компонент (2) допускает замену параметров ис на 
а "=Ф(5) и умножение М, и М, на И=л (5), М, и М, ва 
Е (и). При этом новые компоненты д”, А’ и т. д. будут связаны 
с0 старыми формулами 


о ао `\аи* ти 4 \? | 

Г О ыя 4) ви, Я Е), | 

к Чи а . 2 

а а г. й (7) 
чае Чт и 92 ОО _ 

р вер й реа 4" у 


и аналогичными с заменой и на о**. 
Отсюда следует 
А АИ? ада: 
01 о бо чаш 


Значит, выбором параметров и, о или нормированием координат можно 
привести А. к единице и тогда (5) даст 
5 


А=8,, А, =8 (8) 


1 2 
а это характеризует конгруэнцию, принадлежащую к некоторому ли- 
нейному комплексу ***. 
Следовательно всякая конгруэнция И”, являющаяся в то же время 
конгруэнцией Розе, принадлежит к некоторому линейному комплексу. 
С другой стороны, легко увидеть, что всякая конгруэнция линейного 
комплекса (всегда конгруэнция И) является конгруэнцией Розе. 
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Действительно, если уравнения (8) имеют место, то из уравнений (3а) 
и (3Г) следует 
Ру» — Рае. 
Разность Р,—р, является функцией одного переменного и, а так 
как по формулам (7) 
ди Ч тть ай 
ы == 7) Е 
в Р. (1 1 р,) ди“ ди“ 11 (0 аи“ 
то выбором нормирования (т. е. выбором функции И) разность Р: —р, 


можно свести к нулю; при этом уравнения (8) не нарушатся, если 
соответственно изменить параметры и,2. Между тем, если это преобра- 


д тб 5 5 
зование уже выполнено, т. е. если Р,=р,=-„— и А=6,, то (36) 
далут 
№= 0. 
$4 


Допустим теперь, что конгруэнция касательных к линиям о сети г, 
есть конгруэнция И. В наших обозначениях надо потребовать, чтобы 
конгруэнция (М,М,) была конгруэнцией У. 

Так как асимптотические линии на поверхностях (М,) и (М,) опре- 
деляются теперь уравнениями 


Си" — Ао" =0, 
тб 4и* — т. А 4 = 0, 
то, полагая 6 Д = 0 (иначе мы пришли бы к вырождению поверхности (М, ) 
в линию или в развертывающуюся поверхность), получим 
т=т. . 
Тогда уравнения (35) дадут 


98 _ тб, 
дидо  0дид 


Значит, выбором параметров и“, 5” по формулам (7) можно привести 
5 и б, к равенству 
м % 
8=6.. 
г 
Следовательно, в этом случае конгруэнция Розе является вместе 
" тем конгруэнцией Гурса *. 
Второму уравнению (34) можно удовлетворить, иолагая 
В=зА, В, =15, 
где {— новая неизвестная функция. Введением новых параметров 
а-=4 (и, 5), В=В(и,е2) система (За —{) может теперь быть приведена 


к системе Коши относительно неизвестных функций 5, Ар м. 
Р,Р 
в 


Оо ИБ 
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Определитель системы ба*— Аа? всегда можно сделать отличным 
от нуля, если А 0, что мы будем предполагать. 

Следовательно, если конгруэнция касательных к линиям о сети 8 
есть конгруэнция И’, то касательные к линиям и описывают конгруэн- 
цию Гурса; сеть зависит от 9 произвольных функций одного аргумента. 
Наоборот, если касательные к линиям и сети г» описывают конгруэн- 
цию И), то асимптотические на поверхностях (М,) и (М,) соответетвуют 
друг другу. Это приводит нас к уравнению 


Исключая тт, с помощью (3Ъ) и интегрируя, мы получим, приводя 
к нулю произвольную функцию интеграции за счет выбора параметра г. 


С другой стороны, исключая Л, с помощью (3е) и Ре помощью (51). 


получим 
0 Л 
ди де ео А и 


) 


откуда, выбирая нормирование координат, 
А, =А. 
Вводя попрежнему вспомогательную функцию [. мы получим систему 
уравнений: 


х г Р (Эа) 
и = р,8,, б.р, М, И : Г ыы 
Ри =88,—т. рь=8,—т,, (9) 
р Пьем (9) 
№, = Р.М, -А(т—т,), Мь= = РМ, + 1 (* —- 88), (94) 
Р.=А*—т, Рь=А—т,, (9е) 
т —щА=РиА—т(Р-Нр)—АМ., | (р) 


и -- #8 = р —- т, (Р.+р,). ] 


Условие интегрируемости для уравнений (9а, В) удовлетворено 
в силу (94а). Условие интегрируемости уравнений (94) дополняет си- 
стему (Эа —{) уравнением 

— Ата - 10,8 + #08, = 188, (р, -- Р,) М, (58, --2т,) =тА(Р-Ер). (95) 

Введением новых параметров #=2(и.5), 3=В(и,г) система (9а--5) 
приводится к системе в инволюции. 

Определитель системы 6,%2 — Ах" можно считать отличным от нуля. 
если 9, А 0. Система определяет сеть © 8 произвольными функциями 
одного аргумента. 

Условие А=А\, показывает, что конгруэнция Розе в этом случае 
двойственна конгруэнции Гурса. т. е. первый тангенциальный инва- 
риант`одной фокальной сети равен второму тангенциальному инварианту 


второй. 
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- 85 

Перейдем к рассмотрению тех случаев, когда две сети Ги, Ть, Го 
или Г, совпадают в той или иной комбинации. 

Если сеть г, совпадает с сетью г„, то конгруэнция (М,М,) обладает 
свойствами конгруэнции Розе и в направлении и и в направлении с, 
т. е. мы имеем дело с конгруэнцией дважды Розе. Тогда мы будем 
иметь, очевидно, 


д АВ (10а) 


1 


Уравнения (34) примут вид 


ВА 40, Я У Ь О. (10Ъ) 


Отсюда следует или 
4\, — 8, =0 
или 
в 0: В, ==0- (11) 


В первом случае наша конгруэнция есть конгруэнция И’ и следо- 
вательно принадлежит некоторому линейному комплексу. С другой 
стороны, рассуждения предыдущего параграфа покажут нам, что из 
уравнений (8) следуют уравнения (10а), т. е. всякая конгруэнция 
линейного комплекса есть дважды конгруэнция Розе. 

Если имеют место уравнения (11), то конгруэнция (М,М,) соста- 
вляет часть периодической с периодом 4 последовательности Лапласа. 
Действительно, таблица (2) приводит к уравнениям 


М. = тМ, ) М... А РМ. Е АМ: х 


Следовательно не только касательная к линии и на поверхности (М,) 
совпадает с ребром М,М.,, но и касательная к линии с совпадает с реб- 
ром М,М,. В силу симметрии прямая М.М, касается на поверхно- 
сти (М,) линви и и следовательно описывает конгруэнцию, получае- 
мую из конгруэнции (М,М,) двойным применением преобразования 
Ланласа и в сторону и и в сторону г. 

Эти результаты более или менее очевидны. 

Так как три точки М,, М, и М, определяют касательную плоскость 
к поверхности (М,), то условие, характеризующее конгруэнцию Розе, 
можно высказать в виде требования, чтобы первое преобразование 
одного фокуса лежало в касательной плоскости первого преобразова- 
пля (в другую сторону) другого фокуса. Если конгруэнция является 
дважды конгруэицией Розе, то п, обратио, первое преобразование звто- 
рого фокуса М, лежит в касательной плоскости первого преобразова- 
ния первого фокуса, т. е. в касательной плоскости поверхности (М,); 
по в таком случае линия М,М, является общей касательной поверхно- 
стей (М,) и (М,). Следовательно, четырехугольник М, МММ, описывает 
конфигурацию * (7), т. е. совокупность четырех конгруэнций, соста- 


ОЕ ео 9. 
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вляющих цикл так, что две последовательные конгруэнции имеют одну 
общую полость фокальной поверхности. Три звена этой конгруэнции М.М, 
ММ, и М,М, принадлежат одной последовательности Лапласа. 

Если при этом прямая М,М, касается на поверхности (М,) линии с, 
то на поверхности (М,) она касается линии и и описывает конгруэн- 
цию, принадлежащую той же последовательности Лапласа, т. е. вся 
конфигурация образует периодическую с периодом 4 последователь- 
ность Лапласа. Обратно, всякая периодическая с периодом 4 последо- 
вательность Лапласа содержит, четыре конгруэнции дважды Розе. 

Если конгруэнция (М,М,) не принадлежит к той последовательно- 
сти Лапласа, которую определяет конгруэнция (М,М,), то, как мы 
видели, эта последняя принадлежит к некоторому линейному ком- 
плексу. 

Заметим, что в этом случае противоположная конгруэнция (М,М,) 
принадлежит * тому же линейному комплексу. Действительно, если все 
лучи конгруэнции (М, М,) принадлежат одному линейному комплексу К, 
то в нулевой системе этого комплекса каждому фокусу М, или М, 
соответствует фокальная плоскость, касательная к фокальной поверх- 
ности в другом фокусе, ибо в фокусе пересекаются два бесконечно 
близких луча конгруэнции, лежащие в фокальной плоскости. 

Если мы передвинемся по линии. в точку М,, бесконечно близ- 
кую к М,, то луч М.М,, принадлежащий конгруэнции (М, М,), пройдет 
через точку М, [и будет касаться там линии © поверхности (М,)]. 
Плоскость, сопряженная точке М; в нулевой системе К, будет касаться 
поверхности (М,). Линия пересечения этой плоскости и плоско- 
сти М,М,М, является характеристикой семейства касательных плоско- 
стей поверхности (М,) вдоль линии 0 и следовательно! совпадает 
с касательной М,М, к этой поверхности, сопряженной (в смысле Дю- 
пена) с касательной М,М,. Следовательно эта касательная М,М, сопря- 
жена относительно нулевой системы К с прямой М.М, ‚ которая является 
касательной к линии о поверхности (М,), и совпадает с прямой М,М,. 

`° Поскольку прямые М,М, и М,М, сопряжены, точке М, первой пря- 
мой соответствует плоскость М,М,М,, проходящая через вторую пря- 
мую. Следовательно луч М,М, (противоположной конгруэнции) при- 
надлежит комплексу К. 

Таким образом, если дана какая-либо конгруэнция линейного ком- 
плекса, то каждый луч ее определяет последовательность лучей ком- 
илекса так, что каждый луч соединяет два первых преобразования 
„Лапласа обоих фокусов предыдущего луча последовательности. 


$6 
Если сеть т. совпадает с сетью т. то конгруэнцию Розе описывают 
не только касательные к линиям и, но и касательные к линиям о. 
Конгруэнция Розе вообще не сохраняется в преобразовании Лап- 


* Ву стр. 130. 
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ЯХаса. Действительно, если первое преобразование конгруэнции (М, М,). 
конгруэнция (М,М,), есть конгруэнция Розе, то первое преобразова- 
ние М, в сторону и—точка М, — лежит в касательной плоскости 
поверхности (М,). 

Точка М, лежит на касательной к линии и поверхности М,. следо- 
вательно имеет вид 


М, = АМ, ММ, + А, М, —-А,М,, (12) 

где ). — неизвестная функция. 
Если М, лежит в касательной плоскости (М,), т. е. в плоскости 
М,М,М,, то правая часть (12) не должна содержать компоненты М, , т. е. 


1. =0. 


Так как луч М.М, касается на поверхноети (М,) линии г. то М., 
линейно выражается через М, и М: 


М.. = АМ, Е ВМ.. 


Между тем, дифференцируя (12) по © при помощи таблицы (2). 
получим 


М... =А,М, Е ААМ,. 
Следовательно конгруэнция (М,М,) есть конгруэнция Розе, если 
0. (13) 


Допустим, что условие (13) удовлетворено и первое преобразование 
в сторону г конгруэнции (М М,) есть конгруэнция Розе. Тогда легко 
увидеть, что и первое преобразование в сторону и, т. е. конгруэн- 
ция (М, М,), тоже обладает этим свойством. : 

Действительно, конгруэнция (М,М,) есть конгруэнция Розе (вс 
время в сторону 5), если первое преобразование фокуса М, в сторону и. 
т. е. точка М,, лежит в касательной плоскости первого преобразования 
второго фокуса М, в сторону г, т. е. в касательной плоскости (М.).. 

Так как эта касательная плоскость определяется точками М,, М, 
и М:., то это условие сводится к требованию равенетва пулю опреде- 
лителя 


(МММ. М.) = 0. (14) 


Здесь М, — второй фокус касательной к линии г на поверхности (М), 
следовательно линейно выражается через М, и М... С помощью та- 
блицы (2) мы представим его в виде 


М, =АМ, М, —АМ.. (15) 
где и— неизвестная функция. 
Дифференцируя (15) по г с помощью таблицы (2), получим 


М» = А.М, - В.М, -- (В, рВ-ьВ)М, — (АРЮМ,, (16): 


где А,, В, — выражения, точный состав которых нас не интересует. 
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Внося (15) и (16) в уравнение (14) и развертывая определитель, 
получим 


В В рЕ-ьВ 


а т 
или 
ШВ ОА я 
до вр до 0, (17 
но в силу (4) второе уравнение (34) дает 
В, А = Аб. (18) 
Дифференцируя это уравнение по ©. получим 
ОА, „ ОША _ОША Ошо 
до Гб — 85 Г 4ь. 


Если отсюда вычесть уравнение (17), принимая во виимание (За), 
то непосредственно получим уравнение (13). 

Итак, если две соседние конгруэнции одной последовательности 
„Тапласа (М, М,) и (М.М,) суть конгруэнции Розе, то и третья кон- 
груэнция этой последовательности (М, М,) — тоже конгруэнция Розе. 

Применяя последовательно эту теорему, мы придем к заключению. 
что все конгруэнции этой последовательности суть конгруэнции Розе. 
Таким образом для конгруэнции Розе существует теорема, аналогичная 
теореме о конгруэнциях А: если касательные к тому или другому се- 
мейству линий сопряженной сети описывают конгруэвнции Розе, напра- 
вленные в одну и ту же сторону, то и все конгруэнции, получаемые 
отсюда применением преобразования Лапласа, суть конгруэнции Розе. 

Будем называть сетью г— г’ сеть г,, совпадающую с сетью г, 
сетью г’— т сеть г,, совпадающую с сетью г„. Эти сети обладают следо- 
вательно свойством, аналогичным сети А: все преобразования Лапласа 
суть ‘сети того же рода. 

Мы будем называть последовательность сетей ^—г’ или Г’ —^ после- 
довательностью Розе или последовательностью г в направлении и или г. 

Если сеть (М,) есть сеть г„, то точки М,, М,, М, и М, лежат в одной 
илоскости. Эта плоскость является касательной плоскостью поверх- 
ности (М,). Касательная плоскость поверхности (М,) есть плоскость 
(М.М,М,). Пересечение касательных плоскостей двух преобразований 
Лапласа данной сети называется первой осью сети. Плоскости (М, М,М,) 
и (М,М,М,М,) пересекаются по прямой М,М,. Эта прямая и служит 
первой осью сети (М,). Она соединяет два преобразования Лапласа М, 
и М, сети (М,), а потому является второй осью сети (М,). 

Итак, конгруэнция Розе характеризуется тем, что первая ось первой 
фокальной сети совпадает со второй осью второй сети. В последова- 
тельности Розе первая ось любой фокальной сети является в то же 
время второй осью следующей сети, а вторая ось — первой осью пре- 
дыдущей фокальной сети. 
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Последовательность Розе определяется системой уравнений (За —1), 
если сюда присоединить уравнения (4) и (13). 

Интегрируя уравнение (13), получим, что А, есть функция одного 
переменного и. Если эта функция не равна нулю, то выбором пара- 
метра и мы можем привести ее к единице согласно с формулами (7), 
и уравнение (18), являющееся следствием уравнений (34) и (4), даст 


В, А =. (19) 


Второе уравнение (3е) в силу (За) и (3с) тоже интегрируется и по- 
кажет, что т,4б, есть функция одного переменного ©. Так как из 
уравнения (7) следует 


4 
) 


ао 


+ А%°* © 
т: А'0, = т, 46, а 


то выбором параметра © мы приведем эту функцию к единице, если 
только она не равна нулю: 

ле | 20 

т, и. 5 (2 ) 


Если ввести новые независимые переменные © = я (и, 2) ив =В (и, 5), 
то система (За —Ё) может быть представлена в виде системы Коши: 


я р в 64 
Ро. 5308 В аи , Ра. = — Рав Не да 
=. В, ‚АА, — т В» 4?А;5: —1 
Р. ть р , Рь= — Ра. Аба, ) 
ее я 8, рб М О В, РаАь 
о? о а о 
Р.А Р № 
А. ет, А. АРА, (21) 
а В, ДА, —55, — М, рб 
№» = —М а ба, ? 
НЕ В» Ах 9 — а,Ви —- 9 
ОЕ Сы (о 
в, РАМ, 
А5б, а, ) 


Следовательно наиболее общая последовательность Розе зависит от 
10 функций одного аргумента. 

‚Переходя и оставленным без рассмотрения особым случаям, заме- 
тим прежде всего, что обращение т в нулЬ показывает вырождение 
поверхности (М,) в линию, ибо в этом случае таблица (2) дает 


М. =0. 


й 


Что касается ИН,, то обращение этой функции в нуль влечет 
в силу (18) обращение в нуль В 


В, =9, й =0. (22) 
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Если при этом №, =0, то четырехугольник М,М,М,М, описывает 
периодическую с периодом 4 последовательность Лапласа. Если №, 
не нуль, то из (34), интегрируя и выбирая параметр и, получим 


07, 


: 1 
№, = 5 , (23) 
и система (За —Ё) приводится к виду системы Коши: 
о ея В, бр я = 5 В 5 Р: 
а. =. Е ВА 
Вы 051 "в Е. 8, 4051 — 
о — = 
| д Вы, РА = В, ‚ РАБА ь 
Ву + Ав ее НЕ == , Ала к А: = Е = -й. , : (24) 


ДА, — т в А? 6 
Р. = — Рун -- АА Рае 
”. в ан Я о ых № 5 Е 5, 0, 

Следовательно такая последовательность Розе определяется я 
вольными функциями одного аргумента. 


$8 

Последовательность, которую мы получили в конце прошлого пара- 
графа, весьма замечательна. 

Таблица (2) показывает, что в этом случае прямая М,М, касается 
на поверхности (М,) линии © и следовательно описывает одну из 
конгруэнций последовательности Лапласа, именно: второе преобразо- 
вание (М,М,) в сторону 5. Если М, не нуль, то прямая М.М, не ка- 
сается, а пересекает поверхность (М,) в точке М.. 

Обратно, если касательная к линии о поверхности (М;) проходит 
через третье преобразование Лапласа в сторону и М,, то таблица (2) 


даст 
у 


а второе уравнение (34) даст А, =0, и мы придем м системе (24). 
Еще Вильчинский рассмотрел сети, которые он назвал гармониче- 
скими, ибо в конгруэнции, связанной с такой сетью, много раз повто- 
ряется гармоническая сопряженность: развертывающиеся поверхности 
первой или второй оси гармонически разделяют касательные к линиям 
сети, фокальные плоскости первой оси гармонически разделяют сопри- 
касающиеся плоскости линий сети, фокусы второй оси гармонически 
разделяют первые преобразования Лапласа заданной сети. Нас болес 
интересует другое, отмеченное тоже Вильчинским, характеристическое 
свойство сети: первые преобразования Лапласа от касательных к линиям 
сети пересекаются, или иначе: два преобразования Лапласа в сторону и 
и два преобразования в сторону линии © от образующей точки сети 
лежат в одной плоскости, Нетрудно заметить, что гармоническая сеть 
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определяется, таким образом, сходно сети г, (три преобразования в ето- 
рону и и одно в сторону о в одной плоскости). 

Легко видеть, что фокальную сеть (М,) последовательности (24) 
можно характеризовать как гармоническую сеть г,. Действительно, 
если сеть (М,) есть сеть г,, то М, и два его преобразования в сторону 2 
М, и М, лежат в одной плоскости со вторым преобразованием в сто- 
рону и, точкой М,: 

(М.М, М, М,) =0. 

Если это — гармоническая сеть, то в одной плоскости лежат два 
преобразования в сторону © — точки М, и М,, и два преобразования 
в сторону и — точки М, и М;: 


(М.М. М, М,) =0. 


Следовательно все пять точек лежат в одной плоскости, опреде- 
ляемой точками М., М,, М., и тогда касательные плоскости поверхно- 
стей (М) и (М,) совпадают, т. е. сеть (М,) вырождается, или точки М... 
М,, М, не определяют плоскость, т. е. лежат на одной прямой, и еле- 
довательно прямая М,М, проходит через преобразование М, 

Интересно отметить, что гармонические сети г, обладают свойством 
сетей В: все преобразования Лапласа такой сети суть тоже гармови- 
ческие сети т„, именно: нетрудно обнаружить, что в этом случае каса- 
тельная к линии © на поверхности (М) тоже пройдет через третье 
преобразование М, в сторону и. 

Это третье преобразование есть второй фокус касательной к линии и 
на поверхности (М,). Так как М.М, касается линии г на (М,), то нам 
надо показать, что точка пересечения прямой (М,М,,) с ребром М.М, 
является для этой прямой фокусом. Таблица (2) показывает, что эта 
точка пересечения есть 


М, —= № АМ, 5) 
0 


1.2 


Дифференцируя (25) с помощью таблицы (2) и принимая во внима- 
ние (4), (22) и (23), получим 
1 
М. =. 
Аб: 

Отсюда следует, что прямая М,М, касается линии с на поверхности 
(М,) и, значит, М, есть второй фокус луча М.М. 

Итак, если в последовательности Лапласа касательная к линии о 
одной из Ффокальных сетей проходит через третье преобразование 
в сторону и, то и соседняя фокальная сеть последовательности обладает 
отим свойством. Применяя последовательно эту лемму, получим, что 
все фокальные сети последовательности обладают указанным свойством, 
и следовательно вся последовательность вписана сама в себе, иначе: 


всякое преобразование Лапласа гармонической сети ^, есть сеть того же 
вида. 


М 


а" 


Очевидно, придем к тому же, рассматривая гармонические сети г... 
лучше сказать, — гармонические сети г, суть в то же время г.. 
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Рассмотрим теперь сети г,, которые в то же время являются се- 
тями г.. В этом случае две конгруэнции Розе сходятся затылками, 
отправляясь от одной фокальной поверхности в разные стороны. 


По определению сети г,, * мы имеем 
(М, М,М,М,) =0, (М,М,М,М,) =0. 
Отсюда пили все пять точек лежат в плоскости (М,М,М,) и конгруэн- 
ции (М,М,), (М,М,) вырождаются, или три точки М,, М,, М, лежат 
на одной прямой 
(М М,М,) =0. 
Внося сюда значение М, по формуле (15), получим 


М, = АМ, —АМ.. 


Так как это второй фокус конгруэнции М,М,, то 
(М.М,М,,) =0, 
откуда 
Н. = АМ, . (26 
Система (За —{), (4) и (26) определяет сети г„—г, с 12 функциями 


одного аргумента. 
Если сеть г, в то же время является сетью г,, то по определению 


имеем 


(М.М. М,М,) =0, (М,М,М.М,) =0. 
Первое уравнение дает условие (4), второе можно написать в виде 


(М.М, М,,1 а = 0. 


или 


9 В © г й 5) № 
аа о 


Система (За 1), (4), (27) определяет сеть с 12 произвольными функ- 
циями одного аргумента. 

Если в последовательности Лапласа чередуются сети г — Гы и Ти —®,. 
то соответствующие точки, описывающие сети г,—г,, лежат на одной 
прямой. Можно показать, что в этом случае соответствующие точки. 
описывающие сети г, —т., лежат на другой прямой; все сети суть 
одновременно ги Г’, и следовательно все конгруэнции принадлежат 
линейным комплексам. т. е. последовательность будет последователь- 
ностью Вильчинского. 


ЧАСТЬ ВТОРАЯ 
$ 10 


Обратимся к рассмотрению поверхностей, которые несут сети Розе. 
({ отой целью удобно построить другой тетраэдр, более тесно 
связанный с поверхностью, которую мы будем рассматривать. 


166 С. П. ФИНИКОВ 


Возьмем некоторую поверхность (М), отнесенную к асимптотическим 
линиям и, ©. Координаты произвольной точки М такой поверхности, 
если подходящим образом нормировать их, удовлетворяют системе 
уравнений вида * 

М,„„,=ВМ, РМ, 


М, =1М, + 9М, ® 


где В, | — коэффициенты кубичной формы Фубини, ари 49— коэффи- 
циенты его третьей квадратичной формы; эти коэффициенты удовлет- 
воряют условиям совместности системы (28) 


2р,- В — 28, - Ви = 0, 
бык вые 2 о. == 0, (29}: 
Ре» + ВЧ» 248, = Чи + 1Ри - 2Р1и. 


Присоединим к точке М тетраэдр ММ,М,М,, вершины которого 
лежат: М, — на асимптотической касательной к линии и, М, — на асимп- 
тотической касательной к линии ©, М,—в произвольной точке про- 
странства вне касательной плоскости. 

Нормируя подходящим образом точки М,, М,, М,, мы можем привести 
таблицу компонент к виду ** 


а—т $ —п 
5 1 .0 0 5 0 1 0 
д“ В 0 59 2 м т й 
ь 30` 
а + т . по ( 
Е а +" де 


Условия интегрируемости принимают вид: 


а, =В —тп-- И -—В, 


6, =Ву—тп—а, —аз, )} 


т, — п, =а: —@--0—63, (31Ъ} 


(31а} 


В, — т, = 68 ат - а* — а, ' | 
уы—п, зат ыЬ, в 
а — 6, = (а—т) № па 4+ таз — Ва, 
а, — 6, = — (6 —п) а. — пм — т 1% — 6, (31а 
аи, — (п) а ты и аа, с. 
аз, — 6, = (а-- т) 61 — таз — па? -- В61 — а°, | 
аз, — 6, = аб — баз | а 1 -- а 6 — а: — а. (31е) 


8) стр 4. 
** (3), стр. 34; здесь я несколько изменил обозначения. 
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В таблице (30) В и 1 имеют те же значения, как в уравнениях (28). 
С другой стороны, внося в уравнения (28) значения производных от М 
из таблицы (30), получим 


а, — т а— т\?2 п—Ь 
- 2 ве 5) ) я. Ра) —=р, 
Ь, — сть 
"+ (2 ») а | 
Нетрудно заметить, что величины а, 6, т, п и выражение 6 — $° -- 
+т,=а—а-п„, [в силу (315)] могут быть заданы произвольно и 


определяют положение точек М,, М,, М,; действительно, из таблицы (30). 
сейчас же следует 


(32) 


2 ] 
Мм, “ом, | 
М. =М,, Е мт | (33) 
Е Ри ви Рен. И |. ] 


Уравнения (З1а, Ъ) определят теперь 6%, 6%, аз, а°; уравнения (32) дадут 
а‘, 6,; уравнения (31°) позволят найти аз, 6%. ИаЧоней, уравнения (314) 
дадут а°, 6° и кроме того вместе с уравнением (31е) приведут нас 
к системе (29). 

При изменении параметров и, о на параметры 


* 


компоненты (30) будут меняться по формулам 


Уд аи а т _4и ) 
яна ды аи” /? 
= аи мот аи 2 45* | 
т =та., В = (2. РИ о 
Г аш 2 о 9 40 о — 9 4и ^\? 45 
ФЕ Ва 1) ан: Зе сх № 3 тт 4"? 


Тетраэдр (30) мы будем называть асимптотическим тетраэдром 
поверхности. 


5 и 


Допустим теперь, что поверхность (М) несет сеть г., причем кон- 
груэнция Розе описывается касательными к линиям 


= ф (и, 5). (35) 


Обозначим через № и №, два первых преобразования Лапласа 


г 40 
поверхности (М) относительно сопряженной системы „„ = -Е $, в сторону 
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фив сторону —$, через №, —второе преобразование М в направле- 
ве 42 _ 
.: аи 


По условию задачи нам надо потребовать, чтобы второе преобразо- 
вание точки М в сторону о, т. е. точка №,, лежала в одной плоскости 
с точкой М и двумя преобразованиями Лапласа точки М в сторону —$. 
Эта плоскость, очевидно, является касательной плоскостью первого 
преобразования в сторону — 9, т. е. касательной плоскостью поверх- 
ности (№,). Следовательно надо потребовать, чтобы точка №, лежала 
в касательной плоскости (М,). 

Располагаем тетраэдр ММ,М,М, так, чтобы точка М, совпала с №, 
и ребро М,М, прошло через точки М, и М,. 

Так как точки М, и М, лежат на касательных к линиям ты о, 


то, очевидно, они имеют вид 
№, == М, ых ФМ,, я > М, ох ФМ, - (36) 


По условию касательная плоскость (№,) проходит через точку М,; 
она, конечно, проходит через точку М, следовательно совпадает с 
плоскостью (ММ,М,). Нетрудно видеть, что касательная плоскость (№,) 
совпадает с плоскостью (ММ,М,); действительно, два первых преобра- 
зования №, суть Ми М.. 


Таким образом мы приходим к условиям 


(ММ, М, М,„) т 0, (ММ, М,М,,) == 0, (37) 


(ММ, М,М,,) =0, (ММ,М,М,,) =0, 


где вторая строчка получается из первой переменой знака $. Эти 
условия необходимы, но недостаточны. В силу (37) лучи ММ,, ММ, 
касаются соответственно поверхностей (№) и (№,); следовательно 
М, и №, суть первые преобразования Лапласа поверхности (М) относи- 
тельно системы (35), как это следует из (30). Так как М, лежит в каса- 
тельной плоскости (№,), то ‘остается потребовать, чтобы М, лежало 
в касательной плоскости (М,) и чтобы луч ММ, огибал на поверх- 


45 
ности (М,) линию о То и другое требование можно выразить 


одним уравнением 
(М,„ з- $М,», М,, М,) а 0, (38) 


где равенство нулю скобки (38) означает, что все миноры третьего 
порядка матрицы, содержащей по 4 координаты написанных в скобке 
выражений, равны нулю. 

Внося в первое уравнение (37) значение М, =М, |-$М,, мы получим 
в силу (30) 


[м м, Номи м, ("ие м, (вы) м, | =0 


или 
а 
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Аналогично, второе уравнение (37) даст 


= 2 
ф = —т- 6-19". 
Так как эти уравнения допускают перемену знака Ф, ТО мы полу- 
чаем систему 


шо Эш 
би вв (5 


п та. (40) 

Уравнение (38) в силу (30) и (36) принимает вид 

[М., М, ах ФМ,,М (аз Я $63) >в М, (аз я $6з) +М, (аз 2 $63) = 
или, если раскрыть квадратные скобки, 
(М.М, М) (аз Е $6») т (М,М,М) Ч (аз т. $63) и 
-- (М, М.М, [а, — (6-5 а.) +98] =0. 

Так как плоскости ММ,М,, ММ,М,, М, М,М, не принадлежат одному 
пучку, то между координатами их не может существовать линейного 
соотношения. Следовательно коэффициенты должны обращаться в нуль. 
Это приводит нас еще к двум уравнениям: 

а — 9 =0, (41) 
—$ (6: а.) Е 9’ вв =0. (42) 

Таким образом для определения сети Розе т., т. е. для определе- 

ния Ф, мы имеем систему уравнений (39), (40), (41), (42), к которым 


надо еще присоединить основные уравнения (31а—е). Эти уравнения, 
© 
кроме $, содержат а, 6, т, п, аЁ, №. 


Уравнения (39), (40) позволяют выразить а, 6, т, п через ф: 


91 91 
а= — ве = Ве» т= уф", п=б. (4За) 
Уравнения (32) позволят найти а°, 60°: 
1 9 ш 1 Г 9 Это 
те 
1 а 
а Чь 119 —5 ЕР, 
ро и ‚(т аВ ошо @ м (-ъ 
а 2 4% 21 ди 
СВ и 
ааа. 
Определяя из (31а), (34Ъ) аз, 63, 61, 
0 п т 
а, › и на ] 
ы= та) +5 РИ Ре — 
ав, 1 
== : Иа (43) 
._ 10 Шф д тэ" _ 1, 0 Шо _@ д шо 
в ди? : м) ди о" — | 
4 
рт —5 ЕР-ЕЬЬ ] 


3 — Известия АН, Серия математическая, № 2 
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и подставляя в (34Ъ) и (42), получим 


о 110 шФ и. 11 д ше`\* о?) 
Е Е ди +53 до а ди + 
А САН Ч 


1 

Е о Е 
З 

ое 2 


09° шо Е .дшф 1В 1 з 
и —а,= ВТС +1? 95 5 РТ, 
откуда 
1960.1 0 Що . ое 11 Сы) 
43 = &'5 ди 2 дидо дя 28 5 
1 Ошо \* АВ НТ И вы Е $ 
+в? ( до ) и А. + 1 29 
1 1 11 1 В пе 
—5®(а-+ 51») а (Р-о а 80, 
р 1 Е О ВЫ: ‘д то (43а) 
д ом 2 дидо до* 8$ ди 
т. 9 1то 1 В т 1 здшо 
8? (5 о) + ди +51 в + о аь 


+: ьф" 59 (а-+ ® 5 (+3 в ЕЕ я. 


Наконец, исключая аз, 5. из двух первых уравнений (314) и урав- 
нения (41) [два дру®тих уравнения (314) и уравнение (31е) являются 
следствием уравнений (29) и остальных уравнений (31а—{)], получим 


Не, (7—5) + 
а (але) ие (Бена (бб) 


или, внося (43Ъ), (434), 
1 8 шо 0Шшо 03 шо 93 то 


Ф диз ин $" 953 а 
0 по ЗОшф _ 9 по /Гд\ а 
бил (о ди а. ме р 

0° ше — 1/дто д Шо 
На" (39 + 2 ‚ в: 5 г 

р Ф о 
8) она, ВЕ 

ее "Ся аа (Зое 
2-45 +6 ме (в 9—5’ — 
р о в ТЕЗ" 5 ($9 — 
6 Уи) Ф* а, Ф* -+ (21, -- Вт, — Арт) Ф- 
+(— 23» — Вы 489) +; (Фр В) ох (Вы 4ВР+ 


о-ва = (44) 
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Итак, на каждой поверхности, т. е. для заданных функций р, 4, 
В, 1, существует бесконечное множество сетей конгруэнций Розе Г» 
зависящее от трех произвольных функций одного аргумента. 


8 12 
Допустим теперь, что конгруэнция (ММ,) тоже конгруэнция Розе 
ао 
и притом в ту же сторону, т. е. сеть = -Е ф есть сеть г— г’. В таком 
случае первое преобразование точки М в сторону ф, т. е. №, лежит 
в касательной плоскости второго преобразования М в сторону —Ф, 
т. е. преобразования в сторону —ф точки №,; мы обозначим эту точку 
буквой М,. 
Точка М,, очевидно, лежит В касательной плоскости поверхно- 
сти (М№,), т. е. в плоскости ММ,М,; следовательно 
М, =ьМ№, Е АМ-М.. (45) 
Так как по условию точка М, лежит в касательной плоскости (М№,) 
и, конечно, эта плоскость содержит точку М№,, с которой М, связана: 
преобразованием Лапласа, то касательной плоскостью поверхности (М№,), 
должна быть плоскость (М.М, М,); следовательно 
(М.М, М,М,,)=0, (ММ,М.М,,)=0. (46) 


Наконец, остается потребовать, чтобы прямая ММ, была сопряжена: 


прямой М,М относительно индикатрисы Дюпена поверхности (№,) или, иначе. 
4 


чтобы прямая №,М№, касалась на поверхности (М№,) линии =, = —ф, т. е. 
чтобы 
(М,, Ми — ФМ,», М,) =0. (47), 
Внося в уравнение (47) значения (36), (45) и пользуясь табли- 
цей (30), получим 
[м,-эм, ХММ, М (01—99 ФИН) + 


Нм, (о) + 


М, + 9» ) —29м, | Е 


Если сюда внести, согласно (43а), 
фи= —а$, Ф=9, т=1, В=п9’, 


то члены с М, и М, в последнем множителе в скобках примут вид 


М (то) м, (я к ми 


т. е. будут пропорциональны М, —+ФМ, и по свойству определителя: 
сократятся с первым множителем. Следовательно, раскрывая квадрат- 
ные скобки, получим 


(М, —ФМ,, М, М,) [29-4 — (а 61) + 9*6;] =0, 
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откуда 
= меречи (48) 
или, в силу (41Ъ), (414), 
Оо п био (ое 9шФ 
ыы ди? +5? 95? в ие: (5 "+ 
3 В я 
ее (а+51ь )— т в»). (48/) 


Внося в уравнения (46) значение (45) и пользуясь таблицей (30), 
получим 


[ м, м,, 
+) + 


3) 


—м, ны и 


3} 
р 15. 
ь - 


„= в (а — $) —ла--а}, 
= (И -Фы —®)—Ы. 


[м,, м, 


или 


Если первое из этих уравнений разделить наф и вычесть отсюда 
второе, то, в силу (48), р сократится, и мы получим, если принять во 


внимание (41), 
й а 
ее. (=- ь) 


или, внося (43а); (48) и вычитая уравнение (44), 


и абы (о 
Е 0?) (1 +) - а шо (ле =) + 


(т ев” [м2 Ра + 


—_ [51 — 219 —2,— | + 
— (419 — 1-Е 2) 9* — Чи — 18) Ф* Е (4Рт— В, — 
— Тьь--24,) ев» 2рь-+- 489 Вл + Вьь— 18°) 5+ 


4 (288, — Вы--48Р) = и =0. (49) 


Если функция ф удовлетворяет уравнениям (44) и (49), то обе кон- 


аи 
груэнции сети =. = -Е ф суть конгруэнции Розе; следовательно последо- 


вательность Лапласа, связанная с этой сопряженной системой, есть 
последовательность Розе. Так как система (44), (49) вообще не сов- 
местна, то не всякая поверхность несет на себе сопряженные системы 
Розе, обе конгруэнции касательных которой суть конгруэнции Розе. 
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Так как при В=0, 1=0 уравнение (49) исчезает тождественно, то 
на поверхности 2-го порядка всякая сопряженная система с одной 
конгруэнцией Розе имеет и другую конгруэнцию Розе. Следовательно 
на поверхности 2-го порядка семейство сопряженных систем Розе зави- 
сит от трех произвольных функций одного аргумента. На всякой другой 
поверхности сопряженные системы Розе могут зависеть только от произ- 


вольных постоянных. Действительно, если В отлично от нуля, то уравнение 
0 1по 
(49) позволяет определить —„з`. Если задать для и =и,, о=о, значения ф, 


Эшо Ошо 0 Шо 0Шшо та 
ди ? 00 ? дидь ? 0 . Дифференци- 


руя это уравнение по и и поф и присоединяя и (44), мы 
получим три уравнения для определения третьих производных. 


‚ то уравнение (49) дает 


03 
Если задать значение для И-И,, ‘0—0, ТО эти уравнения 


по 
- дэ 3 
позволят определить все третьи произкодные. Дифференцируя их по в 
и по © и подставляя и=и,, о=0,, мы сумеем найти все производные, 
если, конечно, не встретим противоречия. Таким образом мы можем 


написать разложение шф в ряд по степеням и—и,, о—0,, если будут 
Ошо Ошо 02Шо 0дШо 03№Ш$6 
а о ^ слое вое п 
ные постоянные для и=и,, о=0,. Следовательно сопряженная система 
Розе может зависеть не более, чем от 6 произвольных постоянных. 


известны значения ф, ‚› как произволь- 


$ 13 


Чтобы определить сети г—г’ на поверхности 2-го порядка, проще 
всего искать эту поверхность, отнесенную к такой сети, т. е. вер- 
нуться к формулам $ 2и $6. 

Итак, допустим, что поверхность (М,), определяемая таблицей (2) 
и системой уравнений (3) и (4), есть поверхность 2-го порядка. В таком 
случае асимптотические линии 


ди" — А аъ" =0 


на поверхности (М,) будут прямые, т. е., полагая например 
ди = -Е у. Ё 0—4, 


(а"М,, ам, М,) =0 


мы будем иметь 


или, пользуясь таблицей (2), 


{м, [4 (2Р.+Р, РН т - 


—2РМ,, М, ИА+М,, м, | =0 


или, так как (М, М,М,) не нуль, 


915 
А (2», На р г. 


=) = 0. 
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Так как это уравнение должно удовлетворяться для обоих знаков 
корня - Им ‚ если оба семейства асимптотических состоят из прямых, то 
О =”) = ы 


Рассматривая эти уравнения совместно с уравнениями (За, с) 


1 


Эш ЭША 
90 {’ ди ЯР 


и составляя условие совместности, получим в силу (3Ъ, #) 
© 
т=АА,, п = 08.. (51а) 


Внося это значение т, в уравнения (3Ъ,е), мы получим 


9115: _ 
0, о. 


В 


19 — 


< другой стороны, исключая р,, Р, с помощью (За), мы имеем 


Следовательно, выбирая подходящим образом параметры и, ви нор- 
мирование, мы получим, согласно формуле (7) 


А (51) 


Таблицы уравнений (За—#{) и (4) дают теперь 


Вы, М№М=0, ая р. =0, Р=0 (51с) 


5 


и для определения 5, Д,, р, Р, систему в инволюции 


„= —8Р,, 8, = рб, 
А А 
Ри=8—3, Рь=5— , (51а) 
Р, 
А, =-, 


которая их определяет с тремя произвольными функциями одного 
аргумента. 

Так как уравнения (19), (20) теперь удовлетворены, то мы снова 
получаем, что всякая система г на поверхности 2-го порядка есть 
«истема г—г’, следовательно порождает последовательность Розе. 


Подсчитывая таким образом уравнение 
(4°М,, аМ,, М,) =0, 


выражающее условие, что поверхность (М,) тоже имеет два семейства 
прямолинейных образующих, мы найдем 


ЭшА 
= —2Р,, 2рА8-ЗР, =0. (52) 
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Так как уравнения (52) не следуют из системы (544), то сеть г—г’ 
на поверхности 2-го порядка переводится преобразованием Лапласа 
в сеть, вообще не лежащую на поверхности 2-го порядка. 


$4 


Особый вид госледовательностей Розе представляет сама в себя 
вписанная последовательность, все фокальные сети которой являются 
гармоническими сетями г; она может быть охарактеризована требованием: 
касательная к одной из линий фокальной сети каждой из фокальных 
поверхностей последовательности проходит через соответствующую точку 
третьего преобразования Лапласа в сторону другой линии сети. 


40 
Потребуем, чтобы сеть зы! Ф была гармонической сетью те 


ао 
т. е. чтобы касательная к линии „_=ф на поверхности (№,) проходила 


через точку М,. Это требование может быть выражено уравнением 
х=о0, т. © 


а — (аз -- 61) + 9'0:=0. (53) 
Так как уравнение (42) в силу (43°), (316) принимает вид 
аз (аз-- 61) 5 9'63=0, (42') 
то уравнение (53) дает 
а =0, 0. (54) 


Уравнение (49) в силу ^=0 удовлетворяется тождественно. Уравне- 
ние (34Ъ) дает теперь 


о о_1 Ш, 1 В Оше ее р В 
И ое ВВ В т ТОЛИ 


и следовательно уравнения (48’) и (44) примут вид 


1 9 шо о И (бы т (Р" За ит 


о д Тя 9 %\ ды 2 тЫ 


а 0, (55а) 
(ое) (тебе) (20 (ЗА) + 
ее (1) + т: (31° ЕВ) (3 ТФ" 


ди 
ЧЕть а ЗЫИЬНУ У) 
Ре ть + (2 и. $" - (&р1 — Тим + 41») Ф— 
ы 1 1 1 1 о 
44-Е Во 4ь- (284 — вы ) увы НЫ =0. (55Ъ) 


Так как второе уравнение исчезает тождественно, если В=0, 1=0, 
то на поверхности 2-го порядка гармонические сети г определяются 
уравнением (55а) с двумя произвольными функциями одного аргумента. 
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На всякой другой поверхности, если она допускает эти сети, сово- 
купность их зависит не более, чем от четырех постоянных: достаточно 


: Это Ошо 0Шуэ Ур = 
дать ‚начальные значения $ф, 5“, 5’, да ДЛЯ И=И, 0=0., 


чтобы система (55 а, 5) позволила вычислить все производные от ф, если, 
конечно, не встретится противоречий. 


$ 15 


Если уравнения (55а), (555) удовлетворены значениями + ф, то не 
только М,, первое преобразование Лапласа от М, лежит на луче, 
соединяющем №, с его преобразованием М№,, но и наоборот, это преоб- 
разование №, лежит на луче М.М 


‚ следовательно оба преобразования 
М, и №, совпадают, 


и косой четырехугольник ММ,М,М№, описывает 
периодическую с периодом 4 последовательность Лапласа. 

Уравнение (55а), очевидно, допускает изменение знака ф, а уравне- 
ние (55Ъ) в теперь на два: 


0* шо о В д Шо _ 9 шо д шо 
Н — диз )- 2 9? дидь — т (5 ‘+35 ч (25 "+ 
В ры а ‚авы ое 5 _ В. 
+ 62 д0 ди +5) +°5 (51 а я а 
аи 1 я ть 
о = УФ о 0, (5ба) 


В 8 09° по 9* по В шо Эшо 
С ди РФ’ д )—2’ быб5 т (и _ м. 

о шо 1 5 в, а 

= ди 060 — ди (+ С ‚5 = (1ыф" Е Вы) 


+ (28 — 1» ) 9" — 49-Е В» — 481, — пр (56Ъ) 


Так как оба уравнения (56а, Ъ) исчезают для ео то на поверх- 
ности 2-го порядка все сопряженные системы, полученные из уравне- 
ния (55а), определяют периодические последовательности Лапласа; на 
всех остальных поверхностях эти сопряженные системы могут зависеть 
не более, чем от трех постоянных, если система уравнений (55а), (56а, Ъ) 
вполне интегрируема. Впрочем, дальнейшее исследование показывает 
что условие полной интегрируемости сводится к равенствам В=1==0;. 
следовательно на всякой поверхности, кроме поверхности 2-го порядка 


эти сопряженные системы могут зависеть не более чем от двух произ- 
вольных постоянных. 


Научно-исслед. институт математики Поступило 
Московского гос. университета. 22, Х1:1939, 
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$. ИМКОЕЕ. ВЕЗЕАОХ ПЕ ВОо7ЕТ 
ВЕЗОМЕ 


1. Рапз ип агс]е гбсепф «Зиг ипе сопогаепсе рагисаИёге 4е дгойез» 
(ВП. 4е 1’Ас. Вео1дае 18, 356) О. Возеф а ехатшё ипе попуеПе езрёсе 
де сопргиепсез. ЕПе езф сагасёг1з6е раг 1а ргорг1 6 оботёычаие, & зауо!т: 
1е {тапз{огиё 4е Гар1асе 4’ип {оуег 4е свадае гауоп, 1е зесопа {оуег © 
вез 4еих \тапз{огиоёз сопзёси3 3016 зИиёз дапз 1е шёте рав. 

Папз 1е ргёзепф пёшойе ]е уа1з ехашушег 1а сопотиепсе 4е Возеф еп 
рагфапф 4е за а6Йиилоп свотёимаче. 

Сотпте 1а Ч6ЁЙищилоп п’езь раз зутби1чие раг гаррогь аах 1оуегз, 
11 езф р№з сошто4е 4’ехатолаег 1ез гбзеаих {осаих 4е сейме сопогаепсе. 
№138 арреПегопз гёзеаи 4е Во2еф Чапз 1а Члтесмоп 4е 1а Попе и ой 
гёзеаи т, 1е гёзеай соп]асиб6 (и, 0) фтасё зиг ипе зитЁасе (М) Чоп 1е 
зесоп {фтапз{огиб6 4е Гар1асе 4и роза М езф зилё Чапз 1е р!ап фапсет 
4 ргешуег $гапз{огта6 4е Г.ар|асе 4е 1а зигЁасе (11) дапз 1а атесмоп о. 

№ №шиз арреПегопз зесоп@ гёзеаа 4е Во2еф ош гёзеаи гь 1е гёзеаи соп- 
2006 (и, о) 400 1ез рошуёз Бото1оеаез Ча ргешлег 4тапз{огиё Чапз 1а 
ЧФтесмоп ш её дез 4го1з 4гапз{огиёз сопзёса&Ыз Чапз 1а Члтесмоп о 00% 
сотр]апа1гез. Моиз арреПегопз 4го1з16тле гёзеаи ае Во2еф ой гёзеам ги, 1е 
гёзеай соп]аеа6 (и, о) 4004 1е ро Бошо]осае Ча 1то1з1ёте 4тапзЁогтае 


апз 1а Фтеслой и езё зилё дапз 1е р]ап фапсепф 4е 1а зит{асе дат роге 
1е гёзеам. 


2. Боц (М,М,) чипе сопртаепсе 4е Во2еф, М,, М, 1ез Г!оуегз, и, о 1ез 
4бёуе!орра ез, 1е гёзеаи Ё0са| (и, 0) заг (М,) 1е гёзеаа ги, зат (М,) 1е 
гёзеаи гь. Ге 4тапз{огтё 4е Гар1асе 4е М, аапз 1а Ч1тес\лоп и (1е ро М,), 
]1е Гоуег М, её зез 4еах \тапз{огиёз Чапз 1а атесмов о М, её М, вопь 
сотпр]апа1гез, с’ез\-4-Фте 1а агойе М,М, фол фочере 1а Пепе © заг (М,} 
езф зцибе 4апз 1е р1ап М,М,М, оц Меп 


(МаМ.МзМь,) =0 (1) 


ой 1е сгосВеф 46з1ете 1е 464егилтапф @опф 1ез 616тлепбз 00% 1ез соог4оп- 
пбез Вотосёпез 4ез ро1иёз (апа1уйчиез) М,, М, ес. 
АЦасвопз А сВафае гауор М.М, 1е 464таёаге погта1 М,М,М,М, чае 


Га! шетодиц (Аппай 4е Раза 2, 59) её 4опь 1ез Абр1асетеп(з рго]ес 
300% Ав\фегтолиез раг 1е зуз\ёште: 


М, . == МЬ, М. — РМ, -- Мз, 
М... = Р.МЬ» - М., М» == 6, Мь, ь (2) 
Ма, = тМ, М, = АМ, -- ММ, — РМ; — АМа, 


М. = М.М. -+ ВМ, — А.М: — Р.Ма, М = т М. 
Г’валайоп (1) ргеп@ шайцепап\ 1а 1огше 
№=0 (1’) 


её 1а сор\лоп 9’ 6отаБи дм зузёше (2) 4еу1етв 


478 8. ЕИМКОЕЕ 


т р, р, (За) 
ри= 88: — т, рь= 88, — т, (3Ъ) 
А, = Р:А, Ду, = РА, М, (3с) 
Ее ВА— В8=0, (34) 
т, — В, = —т(Р-р) —АМ,, т, — Аь = — т! (Ра р), (3е) 
ВА, А (31) 


$1 Гоп дорре В сотше ипе !опс\оп агЬИташе 4е и е% 4е ь, 1а зесопде 
6апамоп (34) Чоппе В, е\ {4ющез 1ез ацётез Чё\егиолтеп% 1а зо\/оп ауес 41 
Гопсмопз агЬИташез 4’ип агоатепф. 

Га сопогиепсе 4е Во2еь а1131 диае 1ез тбзеашх Ги, Ть, г, Ч@репден% 
'4’ипе {опсмоп агриташе 4е 4еих агзатепиз. 


3. 51 1а сопегиепсе 4е Во2еф ез% \/, оп а (1514., 60) 
АА, — 88, = 0. (4) 


Еп рогбап% Гехргеззоп 4е Р, \тёе 4е (3с) дапз ]а зесоп4е ёдаавоп (3) 
оп фтопуе дае Д:8, езф 1е ргода\ 4’апе {опсмоп агЬИташге 4е и раг пе 
Топомоп 4е о. Ше сВапсетепь сопуепа е 4ез рагагаётез и, о 1ез гедац 
& Гипиё, 4опс 

А=5,, А, =8, (5) 


с’ез се фил сагасф6г1зе 1ез сопотиепсез 4’ип согар1ехе Ппёааге. 
шуегзетет4, сВадае сопогаепсе 4’ип сотр!ехе Ппбате езь 4е Во2е%. 
4. 51 ]ез фапсетез аих Прпез о ди гёзеаи г„ 46сттуеп\ иле сопотиепсе ТУ, 
1ез азутр\омаиез зиг (М,) её (М,) зе соггезропает, ой 1 защ 


т=т, (6) 


еф 1ез биайопз (3Ъ) топАгептф$ 4ае 1е сВо1х сопуепае 4ез рагатётез 
и, о гепа 6 6ба| & 8,. Ге ргеплег шуаг1апь Чи гёзеам {0са] 4е (М,) ез 
6са\ ай зесоп4 4е (М,); 1а сопотиепсе (М,М,) езь 4е Солпгза. 

51 1а сопегиепсе 4ез фапсет4ез аих Попез © Ч’ип гёзеай ги’ ез% У, 
сеПе дез Ирпез и езё 4е Сочгзаф, 1е гёзеаи 46реп@ 4е 9 {осо агЬ1- 
{тагез Фи агратеп\. 

51 1а сопагиепсе 4ез фапоерез 4ез Иопез и 4’ип тёзеай г. ез% М, 
1\е гёзеаи 46реп@ 4е 8 Гопойопз агЬИташез 4’ап агеатепф. Ге ргеплег 
1туаг1апф фапдепие\ 4е (М,) ез& 6са] аи зесоп4 4е (М,). 

5. 51 ип гёзеам г, езф еп тшёше 1етрз гы, 1а сопотаепсе (М, М,) ез 
Зои ]етепь 4е Во2еф (4апз 1а Фгеслоп ш её 5). Оп а 6у1Четшень 


№=0, М, =0. (1) 


Гез 6длайопз (34) Чеулеппеп а\рёЪгаиез еф Чоппеп\ АД, — 83, =0 ош еп 
В =0, В, =0. Те ргепиег саз пойз гепуо1е аих сопотиепсез \/, 1е зесопа 
поиз 4оппе ппе заце 4е Гар]асе рёг1од1аие А рёгоае 4. 
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Тптуегзетеп%, свадие заце 4е Гар]асе рбглод1аие А рёгоде 4 сопыепт 
6у14еттлепф 4 сопогиепсез долететь 4е Во2еф. 

6. 51 пп гёзеаи г, езф еп тётше 4етрз г,, 4еих сопргиепсез дае]сопачез 
Фи гёзеаи раг ехеюре (М, М,) её (М,М,) зопф 4е Во2еф Чапз 1е пётше зепз. 
Те рош\ М,, {тапз{оги6 Че Гар!асе 4е М, Чапз 1а @згесмоп и, ез5 зИлб 
Фапз 1е р!ап фапоеп& 4е (М,). Сошше 1е рошь М, езё заб заг 1а фап- 
зепе М.Ма, её дапз 1е р1ап М.М,М,, И езё 4е Ла Гогше 


М, < №, М, Е ый т А,М, (8) 


её 1а сопаилоп дае М»ь= АМ, | А.М. аррагмеппе & 1а агойе М.М, 


з’ехргипе раг 1а ге]а\оп 
Ав =0. (9) 


Ог 81 1ез бала вотз (14°), (9) зопф уёгИ6ез, поп зешетеп+ ]ез сопотиепсев 
(М,М,), (М,М,) зопё ае Во2еф, та1з 1а сопогиепсе (М,М,) 1’езё 6хаетеп%. 
Еп еНеф, 1а соп@йоп, де М, езф зцаё апз 1е р\ап {апоепё 4е а зиг- 
Гасе (М,) аесгие раг 1е 1гапз{огоё ае Гар1асе 4е М, дапз 1а д1гесйоп ов, 
з3’ехргипе раг ’6ачайоп 

(ММ М5Мь,) = 0, 
ом еп 


Эш В ЭшА 
ЕР 95 * 50: (0) 


Ог, еп 91\\6тгеп лап ]а зесоп4е вапамов (34), оп оБмеп% & Га14е 4е (За) 
еф (9) ргбслзететь 1’6иамоп (10). П еп 46муе дае 4еах сопотиепсез 
сопзёсимуез 4’ипе заце 4е Гар]асе 6фап{ 4е Во2еф, 1а 4то1лзлёте 1’ез% 
&са]етепф е% фющез 1ез сопотиепсез 4е 1а зице ]е зоп%. 

Га взаце де Во2еф езф сагасуёг1зве раг Па ргорг1646 дие 1е ргеплег ахе 
Че свафиае гёзеаи #0са| сотпс14е ауес 1е зесоп@ Чи гёзеам эуапф. 

Г/’6диамоп (9) шопиге дае А, езф ипе {опсйоп 4’ипе зеш]е уатаЫе и. 
Раг ип свапоетепь сопуепа ]е 4ез рагаш тез оп а тёдищ & Рапце, 
31 ее п’езф раз 62а]е & 26го. Га ваце аёрепа 4е 10 {опсмопз агЬИталгев 
4’ип агратепт%. 

51 А, =0, 1а зесоп4е вапайоп (34) 4оппе А =0. 51 4е р\аз М, =0, 
оп ОЪМепь ипе заЦе 4е Гар!асе рёгло41иае 4е рёгоае 4. 51 №, =0, 103 
1ез тёзеай 500% Багтоглачез 4е УУЦсхупзк1, 1а фапрепце А 1а Попе о ае 
сВаадие гёзеам {оса раззе раг 1е роз Вото]орие Чи 1то1516 те 4тапз{огтб 
4е Гар!асе Чапз 1а Чгесмоп и. Тшуегзетеп&, свадие гёзеаи г, Вагтоптаие 
4оппе па1ззапсе А ипе заЦе 4е семе езрёсе. Га ваце абреп4 4е 9 Ёопс- 
\1опз агЬИтатез 4’ип агоитетф. 

7. 51 ип гбзеам г, езё А ]а 1013 г,, Чеах сопргиепсез Ча гбзеам зоп& 
4е Во2еф аих Фтесвлотз оррозбез. Оп а 


(М, М,М,М,) Е 0, (М, М,М,М,) => 0, 
Ч’ои И 5ац 


(М,М.М,) 7 0, 
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с’ез{-А-д1ге 1е Гоуег М, езф зйаё заг 1а агоце М,М,, 1е гёзеая Аёрепа. 
де 12 !опсмопз агЬИталгез 4’ап агоатепа. 

Ге гёзеам г,, еп шёте 4етрз ть, Чёрепа 4е 12 !опемопз агЬИталгез 
4’ип агоатепу. 

Га заце де Гар]асе 4опф 1ез гёзеаих {осаах Ч’огаге раш в0пф 1ез 
гёзеаих г„, еп шёме 4етрз гь, сеих 4’ог4ге 1тпралг ]ез гёзеаах г, еп шёте 
фетрз г., ез6 ипе зице 4е У/ИсхупзК1 Чопф {04ез 1ез сопргаепсез арраг- 
леппепь & Чез сотр]ехез Ппвагез. 


8. ОпеПе фае 301% ипе зат{асе агЬитгате 5, ее рог4е ипе шНпцё 4е 
тёзеаих г Чёрепдап% 4е 4го1з {опс100з агЬЦталгез 4’ агоатепф. 

Гез зит{асез Г{оса]ез 4’ипе заце Ае Во2еф пе зопф раз 4ез затРасез 
агрЦтазтез. Опе заг!асе и зесоп@ Ч4еотё роме апе шйпиё 4е гёзеаих 
Ча1 4оппепь па1ззапсе & 4ез зацез 4е Во2еф, 1а {аш е 4ез гёзеаих Чёреп- 
Фапф 4е деих {опомопз агЬИгатез 4’ип агбатепф. Тоццез 1ез апбтез заг- 
Гасез еп рогцепф (31 еЙез рогцеп\) апе {аш Ше 46репдапф 4е зах сопзап- 
фез аа раз. . 


ИЗВЕСТИЯ АКАДЕМИИ НАУК СССР 
ВОГГЕТ!М ОЕ Г'ГАСАРЕМ!Е ОЕЗ. ЗС1ЕМСЕ$ ОЕ 1/083$5 


Серия математическая 4 (1940), 181—198 Земе та{пеёта{аче 


Н. А. РОЗЕНСОН 
0 РИМАНОВЫХ ПРОСТРАНСТВАХ КЛАССА 1 


(Представлено академиком ©. И. Бернштейном) 


В работе выводятся необходимые условия того, что данное риманово 
пространство является пространством класса Г. 


В настоящей работе даны необходимые условия для того, чтобы 
риманово пространство п измерений имело класс Г. Эти условия пред- 
‚ставляют собой систему уравнений в тензорной форме, имеющих отно- 


п 
сительно составляющих тензора кривизны степень 5 и п, соответственно 


для пространства четного и нечетного числа измерений *. 


Кроме того, получены выражения для некоторых совместных инва- 
риантов первой и второй фундаментальных квадратичных форм через 
‹оставляющие метрического тензора и тензора кривизны п-мерного 
риманова пространства класса [. 

Пусть ИУ, есть п-мерное риманово пространство с фундаментальной 
квадратичной формой ** 


45° = 8.8 4х°418 , (1) 


где 2’— координаты точки рассматриваемого пространства и 58— 
функции от этих координат, непрерывные в некоторой области изме- 
нения 2“ и имеющие в этой области производные по крайней мере до 
второго порядка включительно. Будем предполагать, что Уз имеет 
класс |, т. е. что оно является гиперповерхностью (п--1)-мерного 
эвклидова пространства 5,1: с фундаментальной квадратичной формой 


1=и-Е1 


45'= У ау, (2) 
$=1 


* Вопросом о получении необходимых и достаточных условий для того, чтобы 
п-мерное риманово пространство имело класс 1, ванимались Вейзе (1) и Томас (?). 
Они решили этот вопрос, за исключением некоторых случаев, но условия, получен- 
ные ими, не даны в явном виде, в тензорной форме. Метод, которым пользуется 
автор настоящей статьи, отличен от метода авторов упомянутых работ. 

** Подразумевается суммирование от 1 до п по каждому значку, входящему 
дважды в какой-нибудь член. Всякое исключение из этого правила каждый раз 


оговаривается. 
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где у — декартовы координаты в этом пространстве. Тогда У» опреде- 
ляется в 9»; системой уравнений вида 


Лт. ао... Ао ы (3» 


и 2.в выражаются формулами (°) 


а а ; 
= У ив (&8=1,2,..., 8 у) (4) 
$=1 


Из последнего равенства следует, что в случае реального погру- 
жения ТУ, в 5.1: (мы ограничимся рассмотрением только такого случая} 
форма гоз 42“ 428 является положительно определенной. 


Тензор кривизны Аов+ё для п-мерного риманова пространства класса 1 
имеет вид 


Вов = бл — бт. (5) 


Здесь О.в — коэффициенты второй фундаментальной квадратичной формы, 


ге»: 
4=пт-1 


93 = — У ув, (6) 
4=1 


где # — единичный вектор, ортогональный в данной точке У, к каса- 
тельному эвклидову пространству, образованному п векторами У. 
(х=1,2,..., п). (Эти п векторов линейно независимы, так как мат- 
рица |уУ»| имеет ранг п.) 

Ставим себе задачу получить для Г» на основании равенств (5) ряд 
соотношений в тензорной форме между составляющими тензора кри- 
визны, не содержащих коэффициентов второй квадратичной формы. 

Введем в рассмотрение некоторый контравариантный симметричный 
тензор 2-го ранга 4°3 и построим п независимых совместных инвариантов 
двух квадратичных форм с коэффициентами 4“ и 9; (будем предпо- 
лагать, что первая из этих форм положительно определенная). 

Введя обозначение Ва = ы. мы можем представить эти инва- 
рианты в следующем виде: 


а а. 

О =, у 
о Ро 

®, = 52а, 8: й 
ау а 

а ео (7) 
№. @2 в. 

Яо Орд Е) 

Условившись обозначать 9,,*9.,°... О...“ через ©...'.“*, получим 


#2 точек 
для инвариантов ©, ©,,...., О, следующие выражения: 
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(8) 


ее 


= 
п-—1 точек 


Рассмотрим теперь риманово пространство класса [ четного 


числа измерений и построим следующую систему тензоров четвертого 
ранга *: 


(2) И’. ы Ва®, 

4 {5 Х 5 

( Ив = Вов ь (Зуи ви ри), 

Фу, — Дов Ар. ее (9} 


© а 409 6 Ме бла Ф © ие 


оу Е В" (- и Ча Эт, ин) 


причем 


ря = а, (Фут 8 а ух ле Фу и. 8,7) ыЕ оу, (5158 — 5151), 


где 
О о =; а —- : 
$=2, 4, ‚п 2 
Как видно из равенств (9), ®И/5®, ГР, и м являются функ- 


циями только от А. и а*. Получим для них выражения через ®»,. 
и а. 


Для этого введем в рассмотрение п скалярных инвариантов 


р, Р,, ...,Рп, связанных с ®,, ©,,..., 9, следующими соотношениями 
8, Е р, =0, 
а, р,9, + 2р, =0, | 
Я, р,9, + р,9, т | (10) 
9, р. 9-1 р. . о. :0. 6. ) 


Пользуясь равенствами (5), находим, что 
7, к =©Го 38 уе оз , 
ие —2 [9..Т Ор ОТ ов" оо: фо — 9. Г ет ОГО 


р, (Ото -то то? 91—90 т) р, (Вто 9, 95)]. 


* Все значки здесь и в дальнейшем подняты с помощью тензора а28, 
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Предположим, что * 


—— 
5—2. 5—3 5—2 8—2 
роет... — борт р, (блек... + О: 
—> —_> —_— —_> 
5—3 3—2 5—3 $—3 
оо... — бет)... Е рь-в (910 —970;)]. 
—— —_— 
8—8 $—3 
ЗВ таком случае, применяя равенства (10), получим 
7, = К, [($—1) 94...11 — би... 29,40 
8—1 $—2 
+ р, (8—2) 9.1.2 — бб... 9, 0)... рз-в (9,1 — 9,07) = 
—/— 
$—2! $—3 
= К, (5—4) [Эт рб... + ры Е рь-194 ]. 
8—1 3—2 


Пользуясь этим равенством, а также равенствами (10), находим, что 
И’, = -К 1 
Же, 
Применяя равенства (9) и обозначая 2К,; через К,.›, имеем 


Е 5 ее КА. [°. ео \ ог Вт Зы це от {е 25338 8 и. о, я от 5% 


$ $ $ 
Е: о ое 
$ $—1 $—1 
о О о 
$—1 3—1 


$ 
Полагая, что К.=2“, приходим к выводу, что некоторая формула, 
полученная непосредственно для ИУ вт и ру, и предполагаемая 
справедливой для ме оказывается верной также для И 
следовательно эта формула справедлива при $=2,4,...,п. Итак, 


$ 
= 2" [©, А Пк ... 90," 0"... о 
Е —_ 


3—2 $—2 $—2 
—... ОО р, (Флер ... 99: 
5—8 3—3 $—3 
29" — ... Вьет)... Е рь-з (о р —9Го)], (44) 
5-5 $—3 
: О 
и = 287 ($1) (Ве рее... ре Ч рь-194) (42) 


—— 
$—1 $—2 


* К, — некоторый численный множитель. 
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и 
И, = — 28" (5—1) зрь. (13) 
Введем теперь обозначение 
О О ре... р 4 рь 19 (14) 
—М— —_щ— . 
Е—1 Е—2 
&—=1. 2. 3,..., п, 90=90.. 


В таком случае равенства (11) и (12) можно переписать в следующем 
виде: 


$ 
—-—1 ЕЕ |. я 
Фу." = {< Эт о У ($ т О. ОЕ в Фот [) О __ 


ого ВОРОТ... — Оо), И 
—— 


= 28 (3—4) 90,8. (16) 


До сих пор мы предполагали, что $ принимает значения $ = 2, 4, 6, ...,п. 
Рассмотрим теперь п-мерное риманово пространство класса 1, считая, 
что п может быть любым числом, не обязательно четным, и построим 
систему тензоров (ЭИ/„в“ приз =2,3,...,п, определяя их равенствами 
(11) (или (15))*. Тогда ЗИ’ = тЫ будут удовлетворять равенствам (12) 
(или (16)). Формула (13) для ®, =®И7’,^ также останется в силе. 
Ставим себе задачу доказать существование следующего тождества 
относительно 9. и а\№ для риманова пространства п измерений: 


(п) 
О = ты (8188 —828]). (17) 


Для доказательства выберем такую систему координат (как известно, 
это возможно сделать), чтобы в некоторой точке рассматриваемого про- 
странства существовали равенства 


=4”*= ... =4т"=4; 4% =0 при а В; 9% =0 при а +В. 


Из равенств (14) и (15) видно, что в выбранной системе координат 
и в указанной точке сумма 


ЕЕ о ие о ы. рр Пе 0 ВОВа 5 (18) 
—.— 


не равна нулю лишь тогда, когда. =а и 6=В. Сделав предположение 
о существовании последних равенств, мы получим для суммы (18) 
следующее выражение **; 


И 


* р, Ро, ... ‚ Рь Попрежнему определяем с помощью равенств (10). 
** В выражениях 9 Пев, ОЭвв нет суммирования по индексам а и В. 


4 Известия АН, Серия математическая, № 2 
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Легко заметить, что р, р,,...,рР», при сделанных предположениях 
относительно О.в и а, примут следующий вид (”): 


с ) 


Ея с № 2 , 
и 
р, = У 2-9, 
< (19) 
р = и _ 299. , 
у<6<е 


а а Ца се ера а Ре 


Р"=(—1)"9 ,9,, се. 


Вычислим сначала 0» (К =1,2,...,п—1). На основании равен- 
ства (14) имеем 


о = ОЕ р б-р, ТЫ 9$ - Ре-1 Эа. = 
(9. ро Вр ОЕ РЬИ. 


Замечаем, что 


С а ОВ г и )= — 95: Хон, 
1=1 


та 
Вес" раба" рабх = — 9 У 9 У Фон = 
у“ 1 
_ ©Ё-3 _ ©оЁ-3 
= 92° (—9.. Хен-+о» Хеп+ У 910 )=08.° УХ орлов. 
== у==* у<5 у<5 
У-а; 6 Е 


Предполагаем, что 
в-1 в т 
Эа» рб" ... рат А 
кы т оё-1т 
= (—1)” 9 р к Ибн (*) 
1 <12 <... < 
УЕ, 2-0, ..., \т+ а 


п АЦ. 
В таком случае 
еб... рябь "риа "= 
ое т-1 ок-2-т 
= (—1) Ол Те — От, Вт ао О тут + 


71<12<... < 
УЕ; Та, ..., та 


+ ХХ Обь 2. быыый у 


\1 < 12 <... <Ута 
=(—14)""' 0." (—9.. У о 


а. < т 
уз, 12-Е <, ... , т ® 


о 


Иез < *° О т ыы 
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= 
ео З.» № О и Вата 7% О тт и № О ти Вт и Оуматныя = 


У: <72< в <]тъ 1 <12<...1 Не 
ее аа, аа. на 
т ) к и Вуз ях Зин 


71 < 12 <... < 7лыа 
Т1=«, 12=<, ... Ут = ® 


Отсюда следует, что равенство (*) справедливо при любом т<&—4 
и, в частности, 


в-1 В—2 . 
Эа. + Ра Эа НЕ ва -Е Рь-1 = Рь-1, 
где через рь_,: обозначаем 
ВЯ \ 
(=) м Ол Ча с. буть 


<<... < 
а, 2+9, ... Та 


Получаем для ®0,. выражение 
, р 
‘ ЗАРИ = О ор 1. 


Сумму (18) можно записать в виде 
9 ОВ (вв РВ... + рь-»). 


Но рассуждая так же, как и при выводе равенства (*), заключаем, 
что * 
п-2 (оп-3 й 
ов + 2: Эвз -- ЖЕ нба (—% ть я От Вы ана 
1 <\2 <... Зи. 


а, ао, о иаа. 
Уз В, Уз-В, ... ‚ Ун-2= В. 


Следовательно 
= —2 о 
О.в -- ЗОВ... + ОО" = (—1" 9»... Эша Рл- 


Из полученных соотношений можно заключить, что в любой точке и 
в любой системе координат справедливо равенство 


О ЕО вены оны раба. 
——/ 
п-—2 


Таким образом "?И’„в“, на осмовании равенства (15), представляется сле- 
дующей формулой: 


т 
5 ге 
ОИ ве ый, р (518 ЕВ 23}. 
ЕЕ 

Но "И, = 2 п(1—п)р». Следовательно 

(9) | З 
ва тЫ 
что и требовалось доказать. 


* Считаем, что «+8. При а=В, кан видно из равенств (11), И обра- 
щается в нуль. 
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Путем свертывания („3 имеем 


а ОВ 
И = ды. (20) 
Заметим, что последний результат можно было бы получить и непо- 
средственно, не пользуясь частной системой координат, а доказав пред- 
варительно равенство 


уу т и Су? (©). 
п 


Равенства (17) и (20) представляют собой тождества относительно 
О. иа*. Мы предполагали вначале, что а№ — коэффициенты положи- 
тельно определенной квадратичной формы, но так как обе части ра- 
венств (17) и (20) являются целыми рациональными функциями от а^, 
мы можем это ограничение снять и считать а№ произвольным контра- 
вариантным симметричным тензором 2-го ранга. 

Рассмотрим теперь пространство четного числа измерений. В этом 


случае И’, удовлетворяют равенствам (9) и являются функциями 
только от А›,« и а“. Следовательно, равенства (17) представляют 
собой необходимые условия для того, чтобы риманово пространство 
четного числа измерений имело класс |1, имеющие вид уравнений в тен- 
зорной форме, связывающих составляющие тензора кривизны и произ- 
вольного контравариантного симметричного тензора 2-го ранга и сте- 


п 
пени 5 относительно составляющих тензора кривизны. 


Поставим теперь задачу получить необходимые условия для того 
чтобы п-мерное риманово пространство имело класс Т в том случае, 
когда п нечетное число. Для решения этой задачи обратимся к равен- 
ствам (14). 


Замечаем, что 


(+1) О Жо , у 
0! = 9. а } -- Р1 9» во | = а -- ра Т-Е ра. = 
—— —— 
® #1 
ры ооо те С Зе у с » „(Е У ху 
=. (9..1. ее 
ВХ В 
- 2 


На основании равенств (10) можем заключить, что 


1 (к 
ри = ( = Ва: 
А К 


Отсюда вытекает, что 

В хГтх 1 

(Вт = о, (ов и т). 
Следовательно 


) 


Ув = о} О . “08, ) 


(Е!) В-1 Вт В 
и те "а тя т р 
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= (2 о № о (®) 5) ( У у ит) (®и в Ив, ) 
Хр В И 1 | и у и 5 И Г х 
Е Вов ` ж, к) 8) (® | А _ 8. ) * 


Умножая обе части равенства на 2^*-!./? и применяя равенства (16), 
имеем 


Оу т И. жа ОЙ ри Е = 
тол: 7 Г Юму 1 (@) д (Е)тлт 5 1 (®) 
1 Во Е. т) ( И у И/,5 — (21) 
Иа, ВИТ, 
Из этой формулы мы заключаем, что тензор 4-го ранга 


И. = (Фут р Е 7 И. 


при $=2, 3,..., п, выражается только через составляющие тен- 
зора кривизны и тензора а’*. Действительно, при четном $ это сле- 
дует из равенств (9); при нечетном же $ этот результат является след- 
г 15 » —1 Г с 
ствием того обстоятельства, что И.“ выражается через Вов" и У, 
[см. равенства (21)]. 
(пт 15 
Рассмотрим теперь тензор `/щ’. Исходя из равенства, определяю- 
ым‹его этот тензор, и применяя формулы (20), получаем 


Ру 48 __ 2 8 


ее. (22) 
Обозначив “7,” через от, придем к равенству 
ЕЕ Иа (23) 
Таким образом равенства (22) примут вид 


уг в" ре 
& 


5128 ав 
—- (в — 01). (24) 


Равенства (24) являются необходимыми условиями для того, чтобы 
риманово пространство п измерений имело класс Г. Они представляют 
уравнения в тензорной форме, связывающие составляющие тензора 
кривизны и произвольного коитравариантного симметричного тензора 
2-го ранга и имеющие степень п относительно составляющих тензора 
кривизны. Мы будем пользоваться этими условиями лишь в случае 
нечетного п; для пространства четного числа измерений мы имеем более 
сильные необходимые условия в виде равенств (17). 

Заметим, что для трехмерного риманова пространства равенства (24) 
удовлетворяются тождественно. 

Для доказательства этого утверждения нужно лишь воспользоваться 
следующим равенством, справедливым для любого трехмерного рима- 
нова пространства (°): 


Ав? = — (В — В -- В — Ав.) = -=1 (3198 — 828}, (25) 
где Ва — Ат; В: = На 
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Предположим теперь, что а“8 = 28. В таком случае, ©,,.®,,..., 9» 
и следовательно р,, р, ..., Р» будут совместными скалярными инва- 
риантами первой и второй фундаментальных квадратичных форм. Из 
равенств (13) следует, что, при четном $, р. являются целыми рацио- 
нальными инвариантами риманова пространства, т. е. совместными 
инвариантами Аовуз м 25° 
И 


(26) 


Для п-мерного риманова пространства можно выразить р„ через Дав-з 
и 2. При п четном мы получаем результат из равенства (26), поло- 
жив $ = Л: 


— 7, 


УЕ ННЕЬС (27) 


ви 


При нечетном и, пользуясь равенствами (3) и (23), получаем следую- 
щую формулу для р»: 


(тля 
И 1 


Рь = 9%-2 пт (1 Е. п) г (28) 


Отметим геометрическое значение р„ для пространства п измерений. 
Прежде всего легко доказать, что 
в. дп в 5 
Ри = (—1) |9. |. (29) 


Для этого нужно лишь применить частную систему координат (см. 
2тр, 5195): 

Рассмотрим теперь два п-мерных параллелепипеда, построенных на 
п векторах О ина, п) и на п векторах у (аа 
Обозначим их объемы соответственно через Г, и И. Очевидно *, 


У = ку в = [ав], УЕ: Но В = Лу. 


[Вектор &,, как вектор, ортогональный к единичному вектору #, ле- 


жит в касательном пространстве, образованном п векторами у“. 
(#=1,2,..., п)]. Следовательно 


Тб вв (ГОТ |195 Эа = 1958. 
Деля У? на У*, получаем 


|1 ь р 
= 9 |. (30) 


Отсюда следует, что 


== 


=». (31) 


* В выражениях у ув, Е.Е, =„Ув Подразумевается суммирование по 1 
от 1 доп + 4. 
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й : 
Заметим, что отношение -’ является обобщением гауссовой кривизны 


поверхности в данной точке. Нами получено для этого отношения 
объемов выражение через составляющие тензора кривизны и метриче- 
ского тензора. 

Рассмотрим в качестве примера трехмерное риманово пространство 
класса Г. Поставим задачу найти для такого пространства формулу 
для с,. Так как 


ЗИ’, = Аз", то ФИ = А, и ®=В, (ЕВ, — тензор Риччи). 
Пользуясь равенством (24), получаем 
уд” — ВНьз* (№5) (ле 
Следовательно [применяем равенства (28) и (31)] 
Л Х в. В, за. В 
о М (32) 


Для 0: можно получить еще другие выражения, пользуясь равен- 
ствами (25). Так, например *, 


| , 1 
=, - в А.В, = 8118 (33) 


Обратимся теперь к четырехмерному риманову пространству класса [. 
Применяя равенства (9), получаем 


ре — Вов [В - Вов, — НА ВЫ — Но} — 3 (а, — 88). 


Следовательно ФУ’, = —(0,—4В,-+ В), где 0, = Вов" В. 5%. 
Имеем следующую формулу для о, на основании равенств (27) и (31): 


Л 
0. =; |0, —4А,-- А: |. (34) 
Заметим, что для пространства постоянной кривизны К 
с" = К”. 
Ленинградский индустриальный Поступило 
институт. 26. Х.1939. 
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М. ВОЗЕМБОМ. БОВ ГЕ ЕБРАСЕЗ ВЕМАММТЕМЫ ОЕ СГАЗЗЕТ 
ВЕЗОМЕ 


Оп 4топуе 1ез соп4Илопз пёсеззатгез ропг 4иа’ипй езрасе г1етапшеп 
а и Чтепз1отз 301% 4е с1аззе Г. Сез сопа!отз опф 1а Гогше а’ап зузёёте 
4’бачамо0з фепзоглеез, соп{епапь ]ез сотрозап{ез 4и {епзейг ае В1етапп 
е$ 4’ар фепзеиг агоитазге соптеуагап зушбё гие и зесоп@ отаге 4е ^ 
Чезт6 -> раг гаррогё & В.вз рошг п рашг еф 4е 4езгё п рошг п ппратг. 

Оп ехргипе дае]фаез 1пуаг1ап(з зппоапёз Чез 4ецх {огтез {оп4атеп- 
{а1ез фаадгайаиез 4’цп езрасе 4е В1летави & п а1тепз10тз 4е с]аззе Г, 
раг 1е5 сотрозап4ез и \епзеиг 4е Влетапп её Чи фепзеаг шёблаче. 
ДА \”’ап 4е сез шуатапёз оп 4оппе апе ицегргёайоп свотёйлаиае еп 
овпбгаИзап& 1а помоп 4е сочтите самзяеппе 4е заг{асе ап саз Фар 
езрасе глетапилеп & п дипепз10тз её 4е с1аззе Г. 


ИЗВЕСТИЯ АКАДЕМИИ НАУК СССР 


ВОСТЕТТМ ОЕ ГГАСАРЕМПЕ ОЕЗ ЗСЕНСЕ$ ОЕ 1/9 8$5 


Серия математическая 4 (1940), 193—214 Зезе та нета аче: 


К. К. МАРДЖАНИШВИЛИ 
ОБ ОДНОЙ ЗАДАЧЕ АДДИТИВНОЙ ТЕОРИИ ЧИСЕЛ 


(Представлено академиком И. М. Виноградовым) 


Автор проводит исследование вопроса об одновременном предста- 
влении нескольких чисел суммами степеней простых чисел. 


$ 1. Пусть п — заданное натуральное число, 0 < №, <... < М, — целые, 
В настоящей работе рассматривается вопрос о представлении системы 


(М, ..., М») в форме 


$ 
К 
№ 2, п, (1) 
У—1 
где р.,..., рз — простые. Следует отметить, что вопрос о предотавимости. 
системы (М№,,..., №) в виде 
5 
№, = №2, (Е=1,2,...,п) 
УВ 


при целых неотрицательных х, был мною рассмотрен в работе «Об одно- 
временном представлении п чисел суммами полных первых, вторых, ..., 
п-ых степеней» (‘). 

$ 2. Обозначим через 1 (М,, ..., М»; 5) число упорядоченных систем 
(р,›...,Рз) простых чисел, удовлетворяющих системе (1). Положим, 
далее, при взаимно простых а, и Ч 


Р (а, 9}... 9) = У ср (2кё (= т г). 


где сумма распространена на значения г, пробегающие приведенную 
систему вычетов по модулю 4, ... 4»; 


А (9,› ..-, Чи; $3 М, ...„ Ми) = 


= Х 2°ер(-— ды (= М, М, )), (3) 


ыы № 
о (41... 4) 4 


ат,...› @й 
где а, ---, @ пробегают приведенные системы вычетов соответственно 
по модулям (,, ..., Чи; 
[е. 9) 
== с. И 
6= ХУ А(Чь.... 9% Мь М). (4) 
Чт, .-., Чн=1 


Условимся, наконец, говорить, что система положительных чисел 
№,,....Й» обладает по отношению к натуральному $ свойством (а), 
если существует такое з > 0, что при 

Ак — ==» (Ё=1,2,..., п) (5) 
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разрешима в положительных &, система 
Ее М 9... (6) 
ТЕОРЕМА 1. Пусть М№,,...,М,— целые положительные числа, $— 
целое, удовлетворяющее условию 


$ > 5 (п-- 1) (п-+- 2) 15 п, (7) 
Е 
РМ И (8) 


причем числа #,й,,....й,„=1 обладают по отношению к $ свойством 
(а); тогда 


8 ее 
КМ... Мое, о) М М ОМ Е 
зв 
ВО ПХ (9) 
где ® — какая-либо полоэкительная постоянная и 
оОопоевооь ет (10) 


$ 3. Пусть р-— простое и п, (р) =1, п, (р), ..., п, (р) — первые п из 
‘чисел натурального ряда, взаимно-простых с р. Обозначим через 0(р) 
то целое, которое определяется условием * 


ры 1 
он а ОД : (14) 


0 


о 
п, (р), -.-› п (Р) 
через п, =2, х,=3,..., п„ обозначим первые т членов последователь- 


т 
ности простых чисел, причем под т„ будем понимать наибольшее 
простое, не превосходящее п. 
ТЕОРЕМА П. Если целые Мь,...,М„ удовлетворяют сястеме тв 
сравнений 
о р 
р ее =0 мой, 
М, п,_, (п), ...› па (к,) 
в (м), пи (п,), ---› Ма 
и 1 =0 (тод х' 9) 
п, (п,), п зу (а п,), ..-› 
то можно найти такое $ М»), что 
5° < Во (п), (13) 
где В, (п) зависит только от п, и что 
Меса 0: (14) 
$ 4. Если р— простое, большее чем п, то 
д. п, и п), о (п,) 
И, ==0 (пож? ®°),... 
Ру Пь-1 (п;), ..-> 1 (по) 
—* (*/), пы (^,), --›Р 
о Мое ве ==0 (плод к (“9) 


* р'||а означает, что р [а, ра. 
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где попрежнему т„— наибольшее простое, не превосходящее п; поэтому 
необходимым условием представимости системы (№, ....М,) в форме (1) 
является разрешимость системы сравнений 


М 2122" — т Е. И (",), .* 9 по (<) | 
ры ок ром 1==0 (под о (9), 
| М, — 2.2 — ... — Ящ Пир Па (п), 9 М1 (,) | 
т : (16) 
а (к,), . (,), ) № О 2. о 2 т, нЕ 
Неа о не РОО ры Ооо 
Е ВЯ ) 
при #=1,2,..., т в целых неотрицательных 4д,,..., 2„, удовлетворяющих 
условию 
И (17) 
5 5. В еы обозначение 
т 
== 9 (79. (18) 


ТЕОРЕМА ПГ. Система целых положительных чисел (М,,..., М) 
„момсет быть представлена в форме 


$ 
№= Ур (&=1,2,...,п) 


У=1 
при р, простых и некотором $, зависящем от распределения чисел 
№ ,,....М№, по модулю К (п) и удовлетворяющем неравенству $ <В (п), 


если разрешима в целых положительных 3,,..., 2,, удовлетворяющих (17), 
система (16), причем 
№, > С, (п) (19) 


и числа №,й,,....й,=1, определяемые равенствами (8) 
Е 
М =йх № (Е =1.2..:.., п), 
обладают свойством (а). 
$ 6. Приступая к доказательству теоремы [, положим 


№, =й.Р" (= ат) (20) 
‘и рассмотрим целые М,, ...-, М,, удовлетворяющие условиям 
0< М, =—М,. (24) 


Тогда 


(М, о ехр (ба (Хк- М „)+... 


0 0 р1, - 2, 


о Р»—М, ) зн ... 4а,, (22) 
У=1 
где суммирование распространено на значения р,,....Р», пробегающих 
независимо друг от друга простые числа = Р. Полагая 
Т = Уехр (2 (а, р”-... На, р)), {23) 


Р«Р 
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найдем, что 


й 1 п 
Г(М,,...Мзэ= м \ Т`ехр ( —2= Ха, М, ) 49... аа. (24) 
0 В=1 
Пусть ^,, ...,^„ — постоянные, удовлетворяющие условиям 
А. мо (25) 
пусть, далее, 
=‚=Р^ (12 Р)-\. (26) 
Каждое а,, лежащее между О и 1 (&=1,2,...,п), предетавим в виде 
о (27) 
Ч к 
где 
| 
(аъ, Ч) =1, 1 < 4ь < та, | 2%| < ПЕ (28) 
В целях выделения главной части Г, (М,,..., М,;$) интеграла (24) 
рассмотрим те «,,..., я„, У которых отвечающие им 4, таковы, что 
| 4к < (18 Р)\, (29) 
и возьмем сумму интегралов от у: ехр (—2= У &,Мь я Чо... О 
В=1 
параллелоидам 
а» 1 о 
=. 30) 
| Ч ^® в 
Возьмем постоянное ], удовлетворяющее неравенству 
ть 
> ЗУ №№, о, (31% 


В=1 
и преобразуем сумму Т, разбивая ее на < (1еР)/ сумм вида 
х от аь И @ 
Ту= р ехр (2: е-а, р"... 2 ее», ) р) $ 
А<р<1 
где 
0 <. Та — 14 РР 

Разобьем, далее, сумму Ту на частичные суммы, полагая 


= УТь, 


где Т,. представляет часть суммы Ть, соответствующую простым числам 
вида 


Р=а, --. Ч. Г; (32): 
при этом (Р, 4,... 9,) =1 и О <г<4,4.... 9.. 
Число О простых чисел, принадлежащих прогрессии (3:2) и удо- 
влетворяющих неравенствам [4 < р < [41, выражается, как известно (°), 
формулой 


ТА-1 


ПЕР и ПЕР) (33) 


- 9») ЕР 


та 1 м 
® (91 -.. Ч») г ТЕ 
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при любом положительном постоянном },; мы возьмем 
т 


о ь. (34) 


В=1 
Для рассматриваемых значений р имеем 
К К к = 
2кР = м О (|2. |Р” (8 Р)-), 
следовательно | 


ме (инки (анк) ))- 


= ехр (25 (бтт"+... а > «1+0 (ав Р)“-), 


Ти =ехр (2 (= м-... от о 2 а о ре — 
1+1 
+ =. __ — а ) т: (18 т — 


Так как при [1 < х=< Г. 1 имеем 
[251 (2” — 14) < |5. | - Р^ (в Р)-! 


зЭ 
о __ а 
ТА 
2 __ —. а и (вр) /), 
1 


и следовательно 


Р ехр вы 2 


и > ехр (2= а На") мы р 
(7, Ч1...Чн)=1 
+0 (Равр)-й*/- + = (вр). (36) 


Введем обозначение 
т 


Р екр (2=ё У) 82") 


иЩ—1 | 
РЕ 5-- Е ах, (37) 
тогда 
17. 
ИР. 
Полагая, далее, 
п, 
И У’ С а к 
РЕ Х едр (2 —_. (38 
® ‚ба = - Ч») р" т Ч% ь ) 
1 КЕ 


где г пробегает приведенную систему вычетов по модулю 0,... 4, 
получим 


р, 
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Т=р.р--О(Р (1 Р)-В+/-1--Р (1 Р)-№ 1-1), 
и, ввиду (34), 
В Ве О. (РЕ (39): 
Пусть 
М М.Р Ма, (40 


где д — некоторое постоянное, лежащее между 0 и 1, тогда 


Т‘ехр (—2= У, Уз», М» 1 х 
х О*ехр ( —2= У ы У Мь) + О (Р*@з Р)-:-в+1-- Р° (1 Р)-*-+»). 


Считая ах, к постоянными и интегрируя В пределах 
1 И] 
—-=в=> (@=1,2,...,п), 


& 


а затем суммируя по всем 4, < (1 Р)\* и соответствующим им а», по- 
лучим главную (как, при определенных условиях, действительно увидим. 


далее) часть /.(М,,..., М»; $) интеграла (24) 
РУС и 0 Р“ехр (- 2: У и Е М в) + 
а];, 4% 
п (п-{-1) 


ар 2 ((е Р-Н! -Л-8-|- (]е ВР) +м 1—5), 
где 


О = \ ет реж (2 Ум, 42, ... @4,. (41) 
1 1 


71 а 


Принимая во внимание (3) и неравенства (31) и (34), получим 


Ме МО и У А 
1<91<вР)м 1<4а,<вР)^ 


т (п-т) 


за р 
--О(Р’ * (в Р)-=®). (42) 
$ 7. Возьмем теперь некоторое К = 1 и рассмотрим любые &....., ак _1 
и Те як, Чл 1, ..., би, У которых отвечающие им 4-1, ..., Ч» Удовлетворяют 
условиям 
< (в Р)№, 91-1 < (8 Р)м-ь ..., Чь < (8 Ру, (43) 
4 > (15 ру». 


Соответствующую часть интеграла от | Т |° обозначим через У,. При не- 
четном $ имеем 


+ 1 
|У»| < (тах |7). |...) УХ ори, (ре. Ра 
0 21,..., Рз-1<Р 


о 
>) ВР (ро Р-Р р о 4а,, (84). 
2 2 
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где тах |Т| относится к значениям &«, у которых отвечающие им 4 
удовлетворяют условиям (43). Но число решений системы 


И а К] (К =1,2,..., п) (45) 
З 2 
в целых положительных числах, не превосходящих Р, при 
$>5п (п-+ 1) (п- 2) еп, 
будет, как показал И. М. Виноградов (°), 
1_П (О 
«Р ет 


тем более это относится к числу решений системы (45) в простых 
числах, не превосходящих Р. Поэтому 
и оао 
|У,|< (пах|Т|).Р р (46) 
Для оценки тах |Т| разобьем Т на < (18 Р)\ частных сумм Ть, взяв 
0 5% [1-41 — [а == РР)" 


где 1, — некоторая постоянная, большая чем Ану, и 


Т= — ехр (22 (*„ р” |... Ёя.р)), 
ТА<р<Иа1 
и в свою очередь разобъем Т: на частичные суммы, взятые по простым 
вида 
Р=4п... Ча Г. 
Этим путем получим 
|7 | < (Е Руы+--маче . пах хх ехр (21 (а,р’--...а,р))| + 


<< ал 
Р=4п.- Ча т 


О (Р (1 Ру: -1ь). (47) 
Рассмотрим сперва случай А > 1. Нетрудно видеть, что для сумм 
вида 


5-= Х ехр(2= вр"... {а,р)}, 
р<М 
р=@+т 


распространенных на простые числа арифметической прогрессии с каким- 
либо целым знаменателем 4, имеют место те же оценки, что и для сумм 


. ® 
$ = Хер (2 (“р -+... а, р)). 
р<М 
Действительно, пусть в зависимости от а, установлена оценка 5<А, 
тогда 


г —_ Чара) < 


1=1 р<ФМ 
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Воспользуемся теперь следующей леммой (*). 
Пусть М — целое >> 0; р пробегает последовательность простых чисел; 
и 2 е?тат 1 (р), 
р<М 
Е — постоянное целое >14, {(р)=ор’-+...{ а», @,..., ак — действитель- 


ные, а (ара < ще М Е 
. А 
0 = пап (а, <) : 

Тогда можно выбрать положительное с), зависящее лишь от К, так, 
чтобы 

15| = «№ 0-% 
где с — постоянное, если т целое; 9 < т < 02%. 

Согласно этой лемме и предыдущему замечанию 


УХ сер (2ё (вр +... ор) <Р(вР) “*. (48) 
Т1<р < 1 


=»... ЕЕ 


Взяв 
уе > Аа $9, } (49) 
Лаб > и... Аа $, 
из (46), (47) и (48) получим 
‚_®(@о 
Ур "т Цев)”” Щл (50) 


В случае четного $ ту же оценку (50) найдем, вынося за знак интеграла 
в (44) тах |Т |. 


Теперь предположим, что К =1. Согласно (47) имеем 


| И | — (Пр С хаах | № х е?тоар | {о (Р (1 а (51) 


НМ 
о << 1 
Р=Чл... 43 т 


Полагая 9=4»...4,, получим 


а ‚Ат в 
СИЕ ; в 
\ сара М Па № тм (= а) ы 


ан 4 9 49 : . (52) 
р=ай+т В=1 << Ца 
14<р < Ца | 
Но 
риа ГГ а’ 
и 
где 
(а ’)=1 а’ 
‚4 ) а 9 — Ч 4, 
следовательно 
9’ == р [К р) “а + Оа+. Ан) ка <’, 
(' = (о ро 
Вместе с тем 
А 
[24.|<—, = ини ` ы ААА 
Ча Ч 1 4’' 4’’ 
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Такпм образом вопрос сводится к оценке суммы 


> ета , (53) 
Р<Р 

где 

а=е--2,, (а, 9')=1, (ВР) <’ «РР =, 
ЕЕ А 
а, |2, | < иг. 
Оценивая сумму (53) аналогично тому, как это сделано И. М. Виногра- 
довым в его работе «боте {Теогетз сопсегплис {Ве {Ъеогу оЁ ргипез» (5), 


получим 
# 


а о 


2<Р 


откуда, ввиду (51) и (52), 


м ь у - 
|Т| <Р(зР) в НР ба+... 1 РОвР) У. 


Взяв 
у, > А, Е $ о, } (54) 
Х, =140(%. +... + А„) Е 6-Е З1, - 3$ + 3%, 
хаким образом получим 
| РЕВ. 
‚_п (и : 
РА в (8) Г (55) 


8 8. Принимая во внимание соотношения (42), (50) и (55), получим 


о А 


= 
1<49<аЕР№  1<4»<@вР)^= 
п (+0 
ов 9“. (56) 
Просуммируем теперь (56) по значениям М,,..., М», удовлетворяющим 
неравенствам (40), 
М№ь — №Р—° < ММ, (&=1,2,..., п). 

При этом А(1,..., 1; М,,..., М»; 5) =1 п соответствующая часть 


суммы будет 
НИ ЕО 


Суммируя теперь по 4, > 2 слагаемые с А(4,,1,..., 1; М,,..., Мь; 5) 
при фиксированных М,, ..., М», получим 


а". 


2<41< (1 Р)№ ей 


5 Известия АН, Серия математическая, № 2 
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Суммируя сперва по М, и далее по М,,..., М», получим выражение. 
модуль которого 
. @1 
—(п-1)6 ыЗ “1 2 М: г 
нА. о №Р № У РУ < 
ев" 
— ‹ —(п-1)5 < м 2 ем 
О 78 № хе Ч < 
бр пла 
О ав 
2<41< (в РУ 
—(п-1)6 1-Е 
ОМИ... МР Ш". 
$ 
Оценивая таким же образом сумму членов с А(4,,..., 4»; М,,..., Ми; $), 


У которых 4:.,..., 9и больше 1, а остальные 4 равны 1, учитывая. 
остаточный член в (56) и принимая во внимание, что из (41) следует 


‚пб [У м 
ЕЯ ры 


найдем 
№ ИМ,,..., М‚; $) =0М,... МР - 
Мь-МьР-8 < Мь< № 
^^ ("р °). (57) 
С другой стороны, та же сумма дает число Г решений в простых числах 
(р,,...› Ре) системы 


Мы Мрт" = ре рее Мы 
Так как 
ь 


№, м" 
и числа 1,,..., й» обладают свойством (а) (см. $ 2), то 
рт [о р) < рт (2 д 
Из (57) поэтому следует, что 


Ре РГ" < ОМ ОВО а (58) 
Положим | 
_п (и 
ОВ А ЛОВИ ШО: (59) 
тогда 
С’ (п, 5) = В, (М,, ся М»; $) =, "п, 5). (60), 
Пользуясь равенством (56) при $ > 5п (п-{+ 1) (п-+ 2) ]2п, получим 
. ао 
Мы, = м $Р - Ро 
< у т о А. (4, .., ЧМ Маа 
1<41<(8 РМ 154. < (8 Р)» 


п (п-+1) 


+0(Р ® (арг). (61), 
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$ 9. Установим теперь сходимость ряда (4) 


О. ч, М 2 Мо) 
Ч1, ...› ан 
при $ — 5п (п-- 1) (п-+ 2) 15 п. Как показано в $ 10, при попарно простых 
(ап ее Чт), оо (Чп ах Чт) имеем 


Я (Ч -. 9115 :-.5 Чщ-- > 41) = А (4и, ИО А › 9=), 
следовательно, в частности, при простых Тао 1 
ги _т1. С Тя | 1 та т 
Е С: Е о ЕВ 


Убедимся в том, что при простом р 


А (р", 95 р) < р @+ НЫ) аз т), 
где ч> 0О— постоянная. Рассмотрим для этого сумму 


ра-+ ... + 
аа“ ах ` 
Н = № ехр (252 (“3+ 88) }, где. (@и...а,, р) =1: 
СЕР Р Р 
р!х 
Представим Н в виде 
Н 5 а Ну. 
где Н, представляет соответствующую полную сумму и 
ры+.-- + 
ъ 
н.=, У ехр(2= о ). 
_шате ъ 1 
т Р Р 
р-х 


Н, —сумма типа, рассмотренного Морделлем (Мог4е!1), и для нее суще- 
ствует оценка 


р 
Ив о (1-е 15 ") 


Н, <Р 
[см. уже цитированную работу И. М. Виноградова (°)]. Сумму Н,, пола- 
гая х=2р, представим в виде 
ри... НЫ-1 


% аа 918 
Н, = № ехр (25: ... Ни 
2=1 


Предположим сперва, что и > (Ё=1,2,..., п), тогда 


п (и--1) 
Ач 


„т... ТЫ 
т (п) _ - 


1 { НА Е: 
Нери * > ехр (2= о. ие о) 


2=1 


мы пришли к сумме рассмотренного вида, а потому 


п (п-т) р 
(+... +6- 2 ) (ре =) 


Н. < ры+ НЫ-р 


2,1 
Пр (тен ие), 


7 


Нетрудно видеть, что в случае, когда некоторые 1; = 2, последняя оценка 
остается справедливой, а следовательно и 


2,1 
т ро ...-Ыы) (. бп (пл) 2) Е а (62), 
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Отсюда вытекает, что, при $ > 5п (п- 1) (п-+ 2) вп, А(ри,..., р») дей- 
ствительно удовлетворяет соотношению А (р',..., р") < р- +... Нм») а 
что и влечет за собой сходимость ряда ©. При этом из (61) легко 
получается асимптотическая формула 


‚па 
(Мс, Ме В, Л, к Ли ор 
ВИ 
РОМ Ем (63) 


откуда и вытекает справедливость теоремы Г. 
$ 10. Перейдем теперь к доказательству теоремы 11, относящейся 
к исследованию ©. Для краткости будем писать 


а Чт) $; сео = А ...? 4»). 


Покажем сперва, что при попарно простых (411... 4»1), ..., (Чи... 4т) 
имеем 

(Ч о, Фи) ак Ат. би) 5 А бысои, : Оше ба 00 
Для этого предварительно установим, что при (4, ... 4; 9... 4») =4 
имеем 


а КТ 4») Р\(а,, 9,: -..; аъ, 4,) = 
=Р (а, 4, а, Ч 1, Ч, 4, .. 9 а, 4, аи 4, я (65) 
Действительно, 


РА&,, Ч; .-.; @в, 9%) Р(а,, 9: ...) о 9ь) = 
ыы 1 %) о а, ‘ 
$ (41... 4н) > ве (129 Ут > 
(г, а1...Чн)=1 


и 


— -— фо 
(г, Ч1...Чн)=1 


ое С ехр (2 У : (9. >=: г. 47) х 


$ (4191 -.. 
(^, 41. ..4в)==1 


Хх > ее. »г) т 


— > т — 
(г, 1. У. =1 
1 


= Е ехр (25 а и" ап 
$ (4141... 9*@н) р( я х(= (4, 9 РЕ Ч, И г) Е 


т, 
(", Чи. . Че 1 
(т, Ч1...и)= 1 


(4. Ч. 97) = 


1 
—- Е. №2 ехр (2= р (+; т. Е =) = 
$ (9141... Ч»Чя) : р 
(=, Ч1а1...Чван)=1 
=2 (а, 4, | а,4,, 9,91; ...) ак9» + ат, 4» т). 
что мы и хотели показать. 
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Рассмотрим, далее, произведение 


А (Чи... 91) А (42... из) = 


. . 
== > Рана. : ба, да) ехр (25: Ум, о 
ва 


@11, ... › @з1 


х > О (аъ, 95 ..-; @по, 92) хр (2: У ем = 
К2 


@12, ..., Ян 


= > р` (411912 - @129 и; 911912; -..; @ля4 из | @п29 та; 9192) Ж 


@лл, +. +) ал 
912, ...› Чи? 
(ар Ч.) 


Ч 1191.2 
Е \ ЗИ 5 = З и Зк ь 
ри р р (21, 41141>; #9 © Чп1@ п?) ехр ( Зы 2 № Чака № ) . 


р 


Х ехр (— 2: У, Ча Е ень м, = 


В Боно 
(2к, кл 912) =1 
Гаким образом при (411... Чла, 92... 9п2) =1 имеем 


А (411, ..., Чи) А (912, ..., 92) = А (411919; ...; 9и19 2); (66) 


теперь справедливость формулы (64) очевидна. 
$ ИП. Покажем, что если п,, п,,... представляют последовательные 


числа из ряда простых чисел, то 
2 


1 
Ве Ва 11 4 (9, бы. (67) 


1->с0 #=1 7 
Чак | Пу 


7 
Чт | Пь 


Действительно, из (64) вытекает, что при (№, в,) = 1 


2 а № А-а 92) = о А (411415; ..-; 4п19и2) = 


Ч за | На @12 | 22 Чи | Ва 
Со сл Па Ат 51 м * ао | ра 
Чиа | ВА Чи | №2 
а 
= р А (91, >, ..., дн) (68) 
9: | ила 
и при попарно простых №, ..., №» 
№ А (41, Со 4") == 
ава... Ш 
-- У А(ь,..., 4). Х Аба»... 4=)... Х АЧн...› 9). (69) 
ага | Ва 412 | №2 ан | м 
В частности 
1 
а 
п м. (70) 
1 1 
41 а =; ат |1“ 
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С другой стороны, нетрудно видеть, что 


со 


@=, Ус ито на ВР Ааа. МОИ 


1->со 
Чл Чи =1 Ча. © 


и следовательно ввиду (70) р: 


© = Им п ра А ( (Чак, О 5 а) 


1-09 = 
т 
$ 12. Обозначим через И’ (р, 5) число решений системы сравнений 
в. 5 = М, (под ру, | 
ра ре ИЗ (72) 
В... Н=М, ‘(мод р), | 
удовлетворяющих условиям 
(й,, р)=1, 1<й,< р (р простое). (73) 
Покажем, что 
< Р 5 м - = 
ее. ч,) = (527) р-е-т И (р, 3). (74) 
41| 27 
ыы 
Действительно, согласно (2) и (3 
% р %) % 5 
а > м У а т ) 
2 Ч ) 4») р Р той е (41. т х 
91| 27 а @1,..., 
них . Чв>1 (а, в 
п | 17 
т ром \ 
: т ак У ме, 
х ех (—2= У Е№). ех (2= — == 
р и. Е: ея 
&=1 из 
(", р)=1 
— — 175 в: з 
ы в. ь 
ри 
ьл & м А. е в 
х № > м ехр (2 м _ м м) = 
О 
91... @п>1 (у, Р)=1 
=] — т-#1$ Р = пи | 
-=р (25) Е 
р 
—Ин-р)у 
Е И кб 
ри а № а о РКО "и 
а | ар! Ча ея 
(№, Р)—1 
рт 
р: х х х чи А м 
о" И — т ехр (2 И — а, а - (ЛМ, ); 
о Вы р! ау лай 
С 
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если при этом /,,..., А; таковы, что (й,, р) =1 и имеет место система (72) 


то 


ехр (2 Уи сн +8 —№) )=1, 


и, суммируя по 4,,а,;...; 4», а», получим > ат № ф (4) = р" 


ал |0? Чв |1 
‘слагаемых, равных единице; если же, например, 
М... № = № (вой р), 
то 
У Уер (теб (№ + ры +—№))=0. 
45 | РР аъ 
Таким образом 
—(17%—1) 8 
№ А (4,1, ты Е к ре . И’ (р, 5) ь ро 
41| 27 
Чв | 1 


т. е. (74) действительно имеет место. 

8 13. Рассмотрим некоторое простое р и обозначим через п, =1, 
п,,..., Пт первые п чисел натурального ряда, являющиеся взаимно 
простыми с р. Через 6@ обозначим то целое, которое определяется 


условием 


Пе т 
а (75) 
в ‚ т 
Далее, при А=1,2,..., п определим 0» из условия 
р*|| К (76) 
и положим 
в мах (5, .... 6). (77) 
Обозначим через И, (р', $; М,,..., М») число решений системы 
И. Е у == М, (тод р!) ВЕРА, п), (78) 
удовлетворяющих условиям 
Е и ИТ 
ар (у р)=1 (и=п-1,..., 5) } | 
м 
| а. а. 
р | К В (80 
ие 
Покажем теперь, что если М,,..., М» удовлетворяют условиям 
ие не Тао у 
А: 55 ==0 (той р), = 
И, 
пр, М, > 
о ==0 (шо| ро), | 
п 2 а ) у) М, р 
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то при некотором $= $р1(М, ..., Ма), удовлетворяющем условию 


$р1 = п-р', 


имеем 
У МИ 
ес 
126 (р=29- 28-1. (82) 
Действительно, система сравнений 
ат а. ап МЬ (то ри) р ыы) 

имеет детерминант, равный 

Е в 

И 
я: 


2 1 


и поэтому она разрешима. Условия (79) и (80) выполняются, так как 


можно взять 7, =П,, ..., У, =и,. Заметим, что число слагаемых $р./ 


можно увеличить на кратное р! (прибавлением слагаемых, равных еди- 
нице). 


Из сказанного легко следует, что, имея 1. простых чисел п, 


иосно найти такое $, т... ти, Удовлетворяющее неравенству 


5 мА е 


Зет сова < ЬЕ.. Е (П-=4) т, (83). 
что : 
а НИ) 9 Зе; че (81 
если 
ЕАО" О м. (85) 


$ 14. Покажем далее, что если выполнено условие (82) и И", (р', $) 1. 
то при любом натуральном и 


И (р | и. 5) = =) и. 


(86) 
Действительно, пусть (у,, ..., у.) - некоторое решение системы 

5 

“ к ; с я 

х у == АЙ (мой в &=ы о, (87) 

У 
удовлетворяющее условиям (79) и (80). Возьмем произвольные целые 
Зи 1, :.: , 28, Удовлетворяющие условиям 

а О И 

и определим 2,, ..., 2, так, чтобы ири 


а 
удовлетворялась система сравнений 


ых М, -- У у, 6 

2 фа ‘а, ==: отит ‘- == М» (1104 р 101 1). (88 
ри 

У=1 


Детерминант Д, этой системы выразится так: 


ух я О. 
Р.= п, (п— 1)... 1 


о а о и я 
© 0 
У, , я ‚› Ук 
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при этом р? !|),. Нетрудно видеть, что О 


п-1 п-1 ®-—1 
1, 7 ь ЕЯ 1, 


ее } у 
о о о 
| н, ь, т ‚ | 
поэтому 

т | 
| п1 Не о 7—1 п-1 \ АО 
| ый ОУ 2 о Пу, , > 2 Фо За 
| ШП Ш=И-1 

58 | | | 

р 1 ) > В’ | 
| 5 < 
Гх кк С 

1 105 0 | 0 ® в _ 

| 2 ов 20 32 Я. | ТЯ 5 №2 | УЗ 
| шеи ш=и-1 


Так как, с другой стороны, р’| М», то система (88) разрешима. При 
определенных таким образом значениях 2, ..., 2, Мы будем иметь 


5 


У фир 6-0) = М, (то4 р!) (&=1,2,...,п): (89) 


У=1 р 
Возьмем теперь 
Р-р 9  (у=1,2,..., 5); (90) 
тогда (2, р) =Тти 
у Ку 12, рГ- 9-8 (то@ р? 200120), 
причем в силу (89) 
$ 
У № = М, (шо рт) (&=1,2,...,п). (91) 
и! 


Так как при этом 


то ввиду (80) 


Е. 
И а (92) 
о. е 
Далее, ввиду (79), имеем 
Чиа кре (= ИЕ аеох 8): (93) 


При этом различным по модулю р! системам (Упли, ... ‚ Уз) соответствуют 
различные по модулю р!+! системы (йиуи,... , йз). Меняя 241, ... , 23, 
мы по одному решению (У,, ... , Уз) системы (87) получим р’—" различ- 
ных решений (й,,...,й.) системы (91), удовлетворяющих условиям (92), 
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(93) и таких, что (й,, р)=1 (если при этом й» > р"! при некотором 
А < п, то вместо Й, возьмем его наименьший положительный вычет по 
модулю р). Переходя к сравнениям по модулям р'*?, ..., р'\*, мы 
убедимся в справедливости (86). 


$ 15. Покажем теперь, что при з>т-4п, р>т имеем 
У’, (р, $) =1. Рассмотрим с этой целью систему 


а... 2 == Ёь (104 р) 


(2, р=4 (Е=1,2,..., п) (94) 


и покажем, что она разрешима при любых целых Г.,, если $ > п*, 


В 
р-—п? . Действительно, пусть 


р—1 р—1 | (Я м1, ) +... ($ 2,1.) 
5 и р ехр \ 2* - . (95) 
Имеем 
= р”.И (р), (96) 


тде И (р) представляет число решений системы (94) с 0 < х, < р. Вместе 
с тем 


$=(р—1)*-+ ( окр аи: ЕВЫа хе 
о 


конек (т 


где знак ’ показывает, что сумма распространена на все значения Й, 
от 0 до р-1, за исключением того случая, когда все й, сразу обра- 
щаются в нуль. Если Л, =0 (то4 р), то согласно известной оценке 
Морделля ($) 


в-\ 


” 
» ехр (2= р: РЕ “= 
Х=1 ‚ Р 


откуда 


1 1 
з зя р 
1 -п*. (п, р 1)*". —— =) 
в 


1 
1-5 


1 1 
14 Е О (98) 
(р а 1)* 


а у 

| ъх ехр (2= ЗЫ лы 

© 

| Х=Т 

последняя оценка справедлива и когда одновременно /„==0 (то4 р), 

й"-1==0 (то4 р), ..., Вы ==0 (то4 р); 1, =0 (мод р) (в =1). 
Пользуясь (96), (97) и (98), находим 


1 


ур (а =) (99) 
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ъ 
где |<| лежит между 0 и 1. При $ = *ир> пет выражение в правой 
части равенства (99) будет > 0, и следовательно У(р)>1, т. е. си- 
отема (94) разрешима. 
Взяв 


Ть= М. —-т— т... — п (той р), 


мы находим, что система 


т... а ... += М, (подр) (Ё=1,2,...,п) 


т 
разрешима, откуда и| следует, что И’, (р, $) = 1 при $ = пп, р п?' 

$ 16. Покажем теперь, что если целые М,,..., М» удовлетворяют 
условиям (81) при р=т,, ..., пи, где п„ — наибольшее простое, не пре- 
восходящее п, то можно найти постоянное В, (п), обладающее тем 
свойством, что при любом простом р и некотором $, (М,,..., М,) < 
< 8, (п) имеем 


к 


р ао (100) 


при [> тах [1 (п;) =Г (=1,2,...,т), где 1 (к;) определяется усло- 
вцем (82). 


Действительно, если М,,..., М, удовлетворяют условиям (81), то 
и. 
при указанном значении [’ согласно $ 13 имеем при р < п? 


ри М 


(заметим, что согласно (75), (76) и (77), при рп, 0 (р) =0 ив, (р) =0, 
и следовательно [, (р) =1) и 


ых 
ММ) =1 
та 
при &=1,...,/, где п, — наибольшее простое < п? , причем $= 
=5;,,.., );и, Ввиду (83), удовлетворяет неравенству 


, и й 
$0 < 1 ... м Е (п—1) я 
Согласно $ 14 имеем тогда для [Г 
Вор вц (п) а-Р) 
И (=, 50) — И (^ь, $0) =, ° . 


Если при этом 5, > пп, то, взяв $,=5», убеждаемся в справедли- 
и. 
ие 
вости (100) для любых простых р, так как для р> п*  справедли- 
г ; < [= А 
вость (100) вытекает из результатов, указанных в $ 15 и 1%. 


к ь т 
Если же 5, < пп, то возьмем $ =, (п, ... п»). 
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\> 
=> 
[2 


Таким образом можно считать 3, (1) == (п, ... тю" -- (п-- я». 


$ 17. Согласно (74) имеем 


\ а Р ^\*е Г (30—н Г ве 
У А ИМ -: ) Ч 50) == (= т, р а. (р в 
Ч [р 


Ча | р! 


При значениях М,,..., М», 8 и [, указанных в иредыдущем пара- 
‘графе, имеем следовательно 


о А (4, > Чи) $0) = (= 7” (101) 


| р 
4» | р 


Но согласно (67) 


[ 
6 = Им [] о О иь ов В 


1->00 = р 
ай: | к 


Из оценок, приведенных в $ 9, следует, что 


м Дб рее 


91 т 
(Лу) 


7 


где С--О ит, О -- постоянные; поэтому, ввиду (101), имеем 


© = тах (< —- ой 1 — Ста =), 
|= 1 т: —\ 


откуда видно, что действительно имеет место соотношение (14) 


© (М, -.. , Ми $) >С. (950. 


Таким образом теорема 1! доказана. 

Сопоставляя теорему [ и теорему 11, нетрудно убедиться в сира- 
ведливости теоремы Ш, так как из доказательства теоремы 11 видно, 
что $, (М,,..., М,) не изменится от замены М,,..., М, числами, еравни- 
мыми с ними по модулю 


т 
К е. П 20 (2А) 
(п) =] = 
1 
Математический институт им. В. \. Стеклова Ноступило 
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С. МАВОТАМЕСНУЙЛ. ЗОВ ОХ РВОВГЁМЕ АШРШТЕ ОЕ ТА ТИОВЕ 
РЕЗ МОМВВЕ$ 


ВЕЗОМЕ 


боц п ца епиег розий{? 4оппё, 0 < М, <... < М, — 4ез епйегз. 
Ге ргёзепф агис]е езф сопзасте & ’6а4е ди рго]ёте 4е Та гергёзеп“а- 
пол Ча зузёте (№, ... , М,) зоцз 1а Ёогте 


МА. (ЕЛ... п) (1) 


ой р,, ... › Р 8006 4ез потЬгез ргетлегв. 
0631°попз раг /1(М,,..., №;5) 1е пошьге 4ез зуз\ётез ог4оппёз 
(р. ... , Рз) Че потЪгез ргешлегз за\л8Ёа1запф & (1).е\ розопз 


1 б а а 
( ак: ЕТ ) п( ылей ира 
Ро а ата ехр (25 ( "м"... иг), (2) 
-ой (4,, 9+) =1 её 1а воле езё &епие аих уа!еогз Ае г Чиа! рагсоч- 
теле ип зуз(ёте гёди! Че гёз1@из тоду]10 4, ... п, 


М, Мн У Февр —2=й(чЕМ, +... М, ) ), (3) 


а1 ,..-, @в 
ой а,...., а, рагсоомгер( 4ез зуз{етея гёдаиз Че гб из гезреспуетепти 


"АИ Йо сое в @р 


== В о, (4) 
Не 9,—1 
№ из Чтопз Ча’ар зубёте Ае потЬгез рози Л,,...,йЙ, убгШе а 
соп Чтётом (а) 3’ ехе ип пошге = > 0 1 чае рог 


ке -И- В, отп (5) 
1е зузшеше 
п ео, ОД. (6) 


ез6 гбзоиЫе еп потЪгез роз &,. 
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ТНЕОВЁЕМЕ 1. 5боеиё М№,, ..., М, п потфтез епиет8 роз], — ип 


епиег, 


$51 (п-+ 1) (п- 2) еп, (7) 
№: =, Мм И 2 ... м) (8) 
А10т5, 54 й,... , й» севйепта (а соп@ё оп (а), оп а 
А 
О М Е о 
я п 
РО: Е (9) 
ой © 65$ ипе сопзатще > 0 её 
О (10} 


бой р ча пошЬге ргепиег её м, (р) =1, п, (р), ... ‚ п» (р) 1ез ргепмегз и 
потЬгез епиегв розЦАЁз роиг 1езаие!з (п» (р), р) =1. Оёзепопз раг 0(р) 
Гелиег аа зе Ч6\егииме раз ]а сопаЦлоп 


ПА Бо мон вос (11} 


(реа аёзлете аце р'|а, р®+{а). 

болеть к, =2, п, =3, ..., Пт [ез ргепиегв т пошЪгез 4е 1а заце 4езх 
пошргез ргепдегв ети [е раз сгап@ Цез потаЪгез ргеглегз Чи1 пе Аёраззен 
раз п. 

ТНЕОВЁМЕ ИП. 51 165 епшет М,,..., М» зайзопё аш зузаёте (13) 
аа 1ехе оп реш атоиосет ип $, (М,,..., М,) 1 дие 


$, = В, (п) (13) 
ой В, (п) пе 4ёрепа дие ае п 
ФМ. ИСО. (14) 
Роиг аие (1) ав Пей И езЬ пбсеззаше дие 1е зузёте (16) ам цехе 
30, гёзомЫе раг гаррог А 3,, ..., 2», зайвЁа1зата а (17). 


т 
Розопз К (п)=[] п ыо 
=1 


ТНЕОВЕМЕ ПИ. 1. 3у$#6те 4ез епиегз М№,, ... , М» е8ё гергёзепла Це 
50и$ [а рогте (1) ой 165$ р, $0тё ртетегз её 3$ пе аврепа дие 4е 1а 
фязтфийоп 4$ потбтез №, ,..., М то4мо К! (п), $ <В(п), я [е 
зузф6те (16) езё гезо[и Бе раг гаррогё @3,, ... , 2,, зай заззата а (17), 

М, > С, (п) 


её [05 потфте; п, й,,...,й,, 4в4тз раг 1е; г@аопз (8), свгедета [а сот- 
аоп (а). 


ИЗВЕСТИЯ АКАДЕМИИ НАУК СССР 
ВОТТЕТМ ОЕ ГАСАРЕМ!Е РЕЗ $СТЕМСЕЗ ОЕ 1/0 85$ 


Серия математическая 4 (1940), 215—228 Зече та ёта{аце: 


Я. Л. ГЕРОНИМУС 


О ПОЛИНОМАХ, ОРТОГОНАЛЬНЫХ ОТНОСИТЕЛЬНО ДАННОЙ 
ЧИСЛОВОЙ ПОСЛЕДОВАТЕЛЬНОСТИ, И 0 ТЕОРЕМЕ У. НАНМ’а 


(Представлено академиком С. Н. Бернштейном) 
Статья содержит обобщение понятия 0б ортогональности полино- 
мов; кроме того находятся условия, необходимые и достаточные для 


того, чтобы одновременно с данными полиномами были ортогональны 
и их производные. 


Введение 


Рассмотрим две последовательности комплексных чисел 


С С Ра: о ое. 
(короче, последовательности {с}, {с;}.), подчиненные условиям 
-_—1 
Ап = | сук ко = 0, (1) 
о) 
+ -_1 
Аз = | ск ко 30. (1') 


Построим соответствующие этим последовательностям системы ортого- 
нальных полиномов {Р„(2)} и {Р»(2)} 


Со С1 С 
Ст бо Ст 1 
о О | 
Р» (2) = \- ее”, поела. )заы (2) 
ОЕ 
Сп-1 Сп 62п—1 
1 Е И 
В таком случае имеем 
0, ПТ, 
= . (3) 
©{Р, (2) Рт (2)} НЕЕ Аа ЕВ 0, п = т, 
где © — функционал Стильтьеса, который всякому полиному 
1/4 
0()= Учи 
=0 
ставит в соответствие число * 
ив 
6{0 (2)}= Ус. (4) 


1=0 


* Для полиномов {Р;(=)} имеют место соотношения, аналогичные (2)—(4). 
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Рассмотрим следующую задачу. 

Задача 1. Найти условия, необходимые и достаточные для тото, 
чтобы полиномы одной ортогональной системы выражались линейной 
комбинацией определенного числа полиномов другой ортогональной 
системы, т.е. * 


5 
Су * а х ы 
Ра (а) == У АГ РЬ (2) 2 (О, №, 2 РТ) 0. (5) 
1-=0 
Решив эту задачу, мы сможем решить в самом общем виде задачу, 
поставленную и решенную В. Ханом [\. НаВп (*)]: 


Задача 1. Найти условия, необтодимые и достаточные для одно- 


временной ортогональности системы {Р» (2)} и системы Ра (:)} т.е. 


=0 
СР Вы | То 
. , = 0, , 
С° {Р; (2) Ет =} [ +0 в. 
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и |. я 


| Ув} = 941, с: { о - 


1==0 1=0 1=0 1=0 
Наше обобщение заключается в следующем: Хан считает носледо- 
вательность {с„}5’ вещественной и допускающей представление 


8 
св = \ оао. во (6) 
г 
где о (2) — функция, неотрицательная в интервале (г, $); в дальнейшем, 
впрочем, он пользуется только тем, что все корни полинома {Р, (х)! 
вещественны и различны; следовательно, его выводы сохраняют силу 
и в том более общем случае, когда 
со 
п \ д" 4% (2) (п=0,12,...), (7) 
29.5) 
где © (2) — неубывающая функция с бесконечным множеством точек 
роста; это последнее представление последовательности {с„}о” равно- 
сильно тому, что вместо требования 


АО 
ставится более ограничительное требование 
А.О ЦТ ое (8) 
Кролл (*) и Вебстер (*), рассматривавшие задачу Хана после него, пред- 
ставляют числа {с„}.’ именно в виде (6), т.е. требуют существования 
производной у функции ® (5) 
4$ (5) = ® (х) ах. 


* Случай 5 =. 1 подробно рассмотрен в иашей заметке (*). 
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Из нашего решения задачи ПП будет вытекать, что все эти ограни- 
чения не нужны. 


81 


Займемся сперва задачей | и выведем необходимые условия; для 
этого рассмотрим равенство 


И Ра (=) 0 а $2, ...) 
© = о 9 
| 65 } А® (п=0, 1, еее В ©) 
© другой стороны, имеем 
о 
АСР, (2) [о (п=$-+-4, $42, ...); 
< $ 1 ть ) 2 7 ’ 
82.0% — А 
отсюда вытекает следующее основное равенство: 
си = ©' {2"} = © {8 (2) 2"} (п=0, 1,2, ...), (10) 
где 2(2) — полином степени не выше $, не зависящий от п, 
1 АР, (2) 
о Е (11) 
=0 у 
Если Е 0, то полином 2(2) можно записать еще в таком виде: 
5 5 А®) 
8 (да (#—ч), Е (т 
Е 


х 
Нетрудно видеть, что полиномы {Ри (2)} выражаются в зависимости от 
{Р„ (2)} следующей простой формулой, являющейся обратной по отно- 


шению к (5) *: 
$ 


Рз (2) [| (&—в) = 


4=1 


Ро пы Ре) о ЖЕ 


Ра (&,) ев (6) Е о Соле 
Е вн Бе (12) 


у бя ЧО АА КОР | ПВС МЕ ВЫ ЗВСЬ 


Ри (%3) к * Ри (@1) Ри(х.) д о Ри :—1 (вв) 
О 9.6) 
при условии] 
| Рик 1 (44) р, В=1 0” (п=0, ла 2, Ст. .). (12’) 
Мы приходим к следующей теореме, дающей решение задачи Г: 
ТЕОРЕМА Т. Если выбрать произвольную последовательность {с„}»°, 
подчиненную единственному условию (1), построить соответствующую 
систему ортогональных полиномов {Р»(2)} по Формуле (2), затем вы- 
брать произвольные числа а, “,,..., 9, Удовлетворяющие (12’), и 


* См. также (5), ($), (7); если о; =, то Р»(ак) надо заменить через Ру (а) 
(У=л, п ,..., п 3). 


6 известия АН, Серия математическая, № ® 
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построить систему полиномов {Ра (2)} по формуле (12), то она будет. 
ортогональна относительно последовательности {сп}, причем 


* "= И А=1 
с. =а© {2" | | (2—9) \, 1 =(—1) ай Ро ыы 10’ 
| п } [Речь 1 (а, [к К=1 м 
где а + О— произвольное число; кроме того 
5 
Ри (= У АР’РЬ (1) (п=0,1,2,...}. Р\=0, 
1=0 
причем 


дронаАь НА 


Е 
и; | Рак (а, | 


Ри-‹ (а,) ея Ри-1 (а) Ри+1 (*,) У Ри +в (а) 


© 9 не | ма С > же © а в > 


Ри (%з) зе Ра а,) Ри (<) 9 Ри—4+з (из) 
ЕО, 
Мы доказали необходимость наших условий, доказательство их до- 
статочности не представляет труда. Для вывода формулы для А” мы 


положим 
® 


ь 
Вы) У АР а) 00а...) 
+0 . 
в таком случае получим по (40’). 


8 
6{Р» (2) Р-1 (#)} = Аг №ь-=а6 {П (&—м) [Р»(2) Р»-1(2)]} ; 
+1 
подставляя вместо Р;»_; (5), №; их значения по формулам (12) и (10’), 
легко найдем 
А =0` (=35-4, 8412, ... п) 
и выведем формулу (13) *. 


82 


Решив нашу задачу |, мы сможем теперь решить обобщенную за- 
дачу Хана, сформулированную во введении (задача []). 

Выведем сперва необходимые условия. Для этого рассмотрим рекур- 
рентные соотношения, которым должны удовлетворять ортогональные. 


полиномы {Р„(2)} и ка : 
Ри (2) = (2 ап+1) Рь (2) — Ли+1Ри-1 (2) (п= ‚В 2, и .), (14) 
Риз (2) = (8 +а елке Ри _ ЕЕ (п = 2, ЗА: *) (14’) 


ПЕ п —1 

* Задача [, как мы видим, решается весьма‘ просто, если исходить из системы 
{Р,„(2)}; в нашей заметке (4) мы решаем при $ =1 ту же задачу, считая заданной. 
систему «Рё (2)}. 
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причем 
А = 0, Л, Фе 23. 2): (15) 
Дифференцируя первое из них и исключая &Р, (2), мы находим 
О 7 ’ да й 
Ра (аз ан) РАН (не ) 2-1 (2); 


таким образом, полином Р„(2) должен выражаться линейной комбина- 
цией трех ортогональных полиномов, т. е. мы приходим к частному 
случаю решенной нами задачи [, причем $ =2 и 
* Ри. (2) 5 

аа (042: ...). 
Мы имеем таким образом по (10’) 

© {(а2° + 6&- с) "6, (2) Ри (2)} =0, (16) 
ибо в данном случае #(2) будет полиномом степени не выше второй; 


через 0, (2) здесь и во всем дальнейшем обозначим полином степени: 
не выше А. 


Введем новую последовательность {с„}о° по форм уле 
вв =а(п-- 2) са НО (п-- 1) с, спе,-1 (п=0, 1,2, ...); (17) 
в таком случае имеем 
с, = ©’ {2*} = © {[(а-- 63 - с) ="]'} (п=0, 1,2, ....). (18) 
Пользуясь этим равенством и (16), находим 
© {Ца - 6 с) Р! (2) 6,-› (2)]'} = 
= © {(42*-- 62-Е с) Р, (2) 6,2 (2)} = ©’ {Р, (2) 0,1 (2)} =0. (19) 


Рассмотрим последовательность {1„}., где 


1» = © {(4=- е) 2"} = ас: ес» (в=0, 4,2, ...), (20) 
причем числа 4 и е подобраны из условия 
= со ая с,, 


4с, + ес, = 2ас, +6, ас, ес, = Зав, + 26с, -{ сс,.. 
В таком случае можем записать 
Уи ба бы п (ПО, А. 2.) 
причем со =с1 =0; если ввести обозначение 
©" 27) == &П=0.: 420...) (24) 
то мы найдем 
©” {Р, (2) 6,_ь (2)} = © {(4з- 9) Р, (2) в,-› (2)} — ©’ {Р‚ (2) 6,_› (2)} =0; 
полагая п=2, 3, 4,... ‚ легко находим 
69° = 08 = ... =0. 
Мы приходим, таким образом, к следующему основному равенству: 
© {[(а°-- 6 - с) 2"]'} = © {(4з-+ в) ="} (п=0,1,2,...), (22) 
откуда вытекает уравнение в конечных разностях для последователь- 
ности {с„} 
Га (п-+- 3) — а] сие + [6 (п 2) —е] са с (п-+ 1) с„=0 (23) 
= 1.012... 
6* 
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Задавая произвольно с, мы можем по этой формуле построить всю 
последовательность {с„}о’ при условии 
баре. 8 абровя. (23') 


$3 
Нетрудно видеть, что найденные нами необходимые условия явля- 
ются в то же время и достаточными; действительно, зададим произ- 
вольно числа а, 6$, 4, е, с, при условии (23’), найдем по формуле (23) 
всю последовательность {с„}о° и все те значения с, при которых обра- 
щается в нуль хоть один из определителей о 
Е О 
Таких значений с будет счетное множество; выбирая затем с не рав- 
ным ни одному из этих значений, мы получим последовательное ь {сп}ь › 
удовлетворяющую (1). 
Далее, из (23) следует соотношение (22), откуда вытекает 
6 (а 52+) Р, (2) 6, (2)} = 
= © ((а=° 62-е) Р, (2) 6, ()]'} =] 
= © {(43- е)Р, (2) в,_› (2)} =0; 
кроме того имеем 
6 (а2* 2-6) Р,, (2) Р, ()} = © (аз о) Р, (2) Р» (2) } 
— © ((2а= 5) Р, (=) Р» (2)} —© (а --5=- о) Р» (2).Рь (2)}, 
‹откуда вытекает равенство 
© {(а=° + 5=--с)Р, (2) Р‚ (3)} =© (4-е) Р‚(2)Р‚ (2)} — пай» (п-Е1),\ 


чили, окончательно, 
51=С (ав о) РИ [а — (и--1) 4] (п=1.2,.-.). (04) 


Последнее выражение не равно нулю вследствие сделанных нами ого- 
ворок, ибо 


а 0, 4 —(п3-2) а -- Опаое оо ме) 


Мы приходим к следующей теореме: 
ТЕОРЕМА П. Для того чтобы одновременно были ортогональны 


р. 
две системы полиномов {Р, (3)} и Фра (2)}, т. е. для справедливости 
соотношений 


— 0, п = т, * Й й == 0 п =Е т 
6{Р.(2) 2 
{Рь(2) Ри (2)} ый 6° {Рь (@) Ри} +0, п=м, 
где © { № аа | — № 0 :С+, ©* { У ааа! — У С, 
+=0 —0 —0 1—0 


необходимо и достаточно, чтобы последовательность {с„}5° была по- 
строена по рекуррентной формуле (23) 
; [а (п 3) —а] сие [6 (п 2) — еее (п 1) с, =0 

(= —1, 0, З. 2, . а 5) 
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где а, 6, с, 4, е— произвольные ‘числа, удовлетворяющие условиям 
а—(п--2) а = 0, А Ао -- 0, (п=0, 1, 2, > ° .); (23 
кроме того а, © и с одновременно не равны нулю; при этом 
Сп = аби -Р ева -Р Ссь Я (25) 


$4 


Для более детального "изучения последовательности {с„}° займемся. 
решением уравнения в конечных разностях 
[ап- (За —а)] сие -Е [6% - (26 —е)] сиза- (сп - с) с„=0 
(пе. 2. 0) 
оно принадлежит к хорошо изученному типу и решается посредством 
преобразования Лапласа 
т 27-1} (2)42  (п=0,1,29,...), (26) 
(9 
где интеграл берется вдоль некоторой кривой С; эту последнюю, а 
также ее крайние точки р и 4 надо найти из условий 
[2" ] (2) $ (2) =0, \21] 
где 
ф (= а 62-е, +(2)=(За—а)^+ (6 —@а+е 
Е а к 45 + е (28) 
Пе) = взр { (9е}; Л =аехр{— ао Ча} . 


Рассмотрим все возможные случаи. 


Г случай 


а=0; аз 65 с=а (3—9) (2—9,), а -я,. 
В этом случае имеем 


1 (2) = (2—1, )в1-1 (д— а,)В2-1, 
( 


в \ 27 (2—9. #11 (2—а.)в:-144 (п=0,1,2,...), 29) 
С 
где 
д фе о ча (29' 
В, ре а (а, —ч») 7 В, 1 а (а, —о1) 7 ( } 
наше условие (27) приобретает вид 
[2741 (2—0, )в1 (2—4, ]9=0  (п=—1,0,1,2,...). (30) 


Предположим сперва, что 
17 5 В, > 0, УВ, > 0; 
в таком случае за С можно взять любую кривую, идущую из а, в о0,, 
2 
«= \ д? (2— а, 81-1 (2—9,)в—148 (п=0, 1,2,...). 


61 
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Пусть теперь 
В УВ, > 0, УВ, =0; 
в таком случае за С берем петлю, начинающуюся в точке 2=4,, охва- 
тывающую точку 2=9, и кончающуюся в точке 2=%.. 

Пусть, наконец, 
Т, ЗВ, =0, УВ, = 0; 
в этом случае за С надо взять контур, образованный петлей из любой 
точки 2=4, (2-4, 25 -@4,) вокруг точки 2=9, в положительном 
направлении, такой же петлей вокруг &,, петлей вокруг ©, в отрица- 
‘тельном направлении и такой же петлей вокруг «,. 


П случай 


_ дате 
И" 


ЧТ 


; Е 50. 


В этом случае имеем 


Ка= (2 а)Вехр { | г сн "(2 а)вехр | Г. } 41 
2 


Хх —&а 5 
(31) 
[79 а-ан ех { т =” В= р 
р В ? ге 
Проведем через точку 2=% прямую линию, уравнение которой 
1 — 0 
ы { 2—а } ЕС 0; 
юна делит всю плоскость на две полуплоскости: в первой полуплоскости 
т 
я { 2 —а } < 0, 
зо второй полуплоскости 
1 , 
я {5} >0; 


за С берем петлю, начинающуюся в точке 2=«, идущую сперва в пер- 
вой полуплоскости, затем переходящей во вторую полуплоскость, за- 
тем снова в пэрвую и возвращающуюся в точку 2==%. 

Если же 
аа-+е 0 


а ’ 


п, а=+0, в=а,=а, |= 
то, как легко найти из (23), имеем 
ею. ВО... 
Так как при этом не выполняется основное условие (1), то этот случай 
надо отбросить. 
Ш случай * 
п а-=0, 60. а-=50. 


В этом случае имеем 
а 


(= а (а— ав ехр{, э= 9, В= 


„= | 2" (3 —а)В ехр {2} 42 (п=0,1,2,...), 
С 


* Случай а=4=0 невозможен вследствие (23). 
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‚а наше условие (27) имеет вид 

[271 (5 —а)8+1 ехр {у2}]1=0 (п=—1,0,1,...). (33) 
Если при этом 
1, ЯВ> —1, 
то за С можно взять любую кривую, исходящую из точки 2=4 и ухо- 
дящую в бесконечность по любому направлению, лежащему в полу- 
плоскости 

4 {=} < 0: 

если же имеем 
Пу, %ЖВ=—0, 
то за С берем петлю, начинающуюся в точке 2=со в полуплоскости 
'} {2} <0, охватывающую точку 2=а и уходящую на бесконечность 
по направлению, лежащему в той же полуплоскости. 


ГУ случай 
ТУ а=ф=0, с-Е0, 4-0. 
В этом случае имеем 
(2) == ехр{—# (2—0), В=и, а=-®; т 
си = ( 2“ ехр { —# (2 —а)*} 42, [27+ ехр {№ (2—а)*} 8 =0. | 


й 

Разобьем всю плоскость на четыре квадрантаы—в двух из них 
«Т тип) 

Я {А (2—9) *} > 0, 
в двух других (П тип) 

Я {К (2—а)*} < 0; 
за С возьмем любую кривую, исходящую из точки 2 = со в области 
Г типа, пересекающую область [|] типа и уходящую снова на бесконеч- 
‘ность по направлению, лежащему в области [ типа. 

Мы рагобрали, таким образом, все случаи. В том частном случае, 
‚если все числа, с которыми мы имеем дело, вещественны, и если вместо 
‘условия 

А, 0 (п=1.:2.3,...) 
‘поставлено более ограничительное условие 

А, >0 (п=1,2,3,...),3 
‘то, как известно, числа {с„}’ будут допускать представление (7), — при 
этих условиях мы получим полиномь Якоби (случай [), обобщенные 
полиномы МЛагерра (случай ПТ) и полиномы Эрмита (случай ТУ). 
В этом и заключается теорема Хана. 


$5 
В качестве первого примера рассмотрим такой вопрос: в каком 
случае имеет место тождество 


Ву в РР} НИ По, 2 (35) 
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с 2 АРНЕ НЕЕ и ео Е НЫНЕ 
Так как полиномы {В,_, (у)} также образуют ортогональную систему 

одновременно `с {Р‚ (2)} (13, и, *), то мы снова приходим к задаче 11. 
Как известно, полиномы {А,_, (2)} удовлетворяют тому же уравнению 

в конечных разностях (14), что и полиномы {Р, (2)}, — поэтому, поль- 

зуясь (35), легко найдем равенство 


р (Ра м РЫ (—2,3,4,...). (36) 
Пользуясь формулой (13), получим 
А -ма=ик п=2,3,4, ...), 


где по (24) имеем 


п-2 И ) 
отсюда легко находим равенство 
4=а-=0. (37) 
С другой стороны, условие А”) =0 дает нам 
Ри-1 (а!) 2 Рин (а) о 
Рив, 1 (а1) Ри. (93) ® ', тт {3 


Пользуясь снова (14), мы найдем 


а. а, =а,а,.=—^=00088 (п=2,3,4, ...). (39) 
Приравнивая коэффициенты при 2” " в (14) и пользуясь (39), находим 
окончательно 

ь = 2е. (37”) 


Таким образом мы имеем случай Г, причем * 


то 
В =Вь =. 1 (40) 
Мы приходим к полиномам Чебышева. 


Рассмотренный нами пример имеет значение в следующем вопросе. 
Как известно, при условии (7) имеет место квадратурная формула. 
Гаусса 

ъ 


} В, (2) 4% (2) = НЕ у, (25), (44). 


п 
где Р, В (2—2,); с другой стороны, имеет место квадратурная 


о К 


| оче= Ув) (41) 


где <<... < некоторые абсциссы. Возникает вопрос: в каком 
случае формула Чебышева даст ту же точность, что и 
формула Гаусса? 

Полагая 


в (+) ЕР (2) а (+), 


* РЕ 
Если а =а„, то {= 0, т. е. приходим к случаю Пь, который надо отбросить. 
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ЕЕ ЕЕ 


мы находим, что абоциссы {5;}, должны совпадать с {5;}" и, кроме того, 
должно иметь место равенство 


В... (2,) = Р, ОН 


следовательно должно иметь место тождество 
9 198 = 
В (2) => Р, (=) = 23): 


Мы доказали в самом общем случае, —не делая никаких специаль- 


ных предположений о функции (57), —что это возможно только для 
веса, соответствующего полиномам Чебышева. 


В качестве второго примера рассмотрим вопрос об ортогональности 
системы полиномов {Р,(2)}, обладающей свойством 


Ри +В, Р,(8)С,Р,., (2) (п=0,42,..), Р,=0. (42) 


Пользуясь (14), мы легко находим как необходимое следствие ортого- 
Р» (2) 
нальности системы {Р, (2)}, что полиномы —„_/ должны удовлетво- 


рять рекуррентному соотношению 


Ри: (=) ‚\ Р» (2) ‚ Ри-а (2) а 
зе 4) п Ан ЙО „=а,,1-Е В, 


а 


п 


; —1 
„= = м С„) (п=1,2, 3, ...). 
Из этого соотношения вытекает, что при условии ^, == 0 полиномы 
Ри (5 
и ортогональны относительно последовательности {с*}”’, которая 


определяется (вплоть до множителя) из соотношений 


Е он би ыы 
жа. ЕЯ РО В о Е ий 
о. 
(Ал) а ви ое, 9 .. А» ...у Ё...;у о бу ей 
ба чае в бы Ре и. а ба 
(а, 25... 
Действительно, имеем 
, 
= = С, — а, 5; 
затем находим с, из условия 
65 3 — (61) де 
(с,)* ы 
и с; из условия 
__ 66 63 В й 
Со 63 — (61) 6 ы. 


ит. д. Таким образом одновременно с системой {Р,(2)} должна быть 
ортогональна система {Р, (2)}, т.е. мы снова приходим к рассмотренной 
нами задаче 11. 

В частности, если В„=С,=0 (п=0,1,2,...), то 


Р„ (2) = а т (п=0, и, о 
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т. е. наши полиномы являются полиномами Аппеля;, если они ортого- 
нальны, то мы должны иметь 


бе’ (в=0. 412. ); 


и из (25) видно, что в этом случае а=ф=0, с=1, т. е. мы имеем 
наш случай ГУ; если поставить ограничение (7), то мы придем к поли- 
номам Эрмита *. 


56 
со 
Возвращаясь к общему случаю, когда последовательность {с„}» под- 
чинена единственному условию (1), покажем в заключение, что наши 
полиномы {Р, (2)} являются частным решением линейного дифферен- 
циального уравнения (г) 


{(а2° + 52 -- с) Р” (2)}' — (42 +е)Р. ()-+п[а—(п-- 1) а] Р,(2)=0 (43) 
(п=0,1,2, ...). 


Для доказательства положим 


(ата о) Р! (2) Е О2-ьР, (1) = У» Рь (а); (44) 
в=0 
умножая обе части на Р,(2), получим 


Р, (2) ыы 5» Рь (2) = [(а2*-- 63 + с)Р. (3) Р, {2)]' — (аз 52+ с) Р, (2) Р, (2) — 
в=0 


— (2аё + 5) Р,„(2)Р, (2) + (зв) Р, (2) Р, (2), 


или иначе 


Р, (2) ХВ» Р» (2) = Ца" + 5л-с)Р, (2) Р, (2) — 
в=0 
— [(а2° + 63 + с)Р, (2) Р, (2)]' - (аз + 52 с)Р, (2) Р, (2) 
+ (аз Ъ)Р, (2) Р, (2) + ©—2а) +в -ЫПР, (2) Р, (2). 
Отсюда находим при у<пи— 1 
№, 6, = © {Р, (2) Р, (2) [2 (^ — 2а-- а) + (в-в-е)]} =0, 
‘при условии 
л=2а—4, в=ф-е. 
Таким образом 
(а + 62-е) Р,(2)}' — (аз -е)Р,(2)-Ь,Р,(2)=0 (п=0,1,2,...). 
Приравнивая нулю коэффициент при 2”, найдем 
‚= —п[а— (п-+ 1) а]. 
Все случаи, полученные нами из рассмотрения уравнения в конеч- 
ных разностях (23), можно было бы получить и из уравнения (43); 
в частности при условии (7) Бренке показал (*) еще до Хана, что 


* См. также (571, 3). 
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‘уравнению (43) удовлетворяют только так называемые классические 
полиномы Якоби, Лагерра и Эрмита *. 

Отметим мимоходом, что моменты {с„} весов, соответствующих 
всем классическим ортогональным полиномам, удовлетворяют одному 
_и тому же уравнению в конечных разностях (23). 


Институт математики и механики Поступило 
при Харьковском гос. университете. 25.Х1.1939. 
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У. СЕВОМ!М 08. ЗОВ ТЕЗ РОГУМОМЕ$ ОВТНоб0МАОХ КЕГАТЕЗ А ОМЕ 
ЗЛТЕ ОЕ МОМВВЕЗ ООММЕЕ ЕТ ЗОВ ГЕ ТНЕОВЁМЕ ОЕ У. НАНМ 


ВЕЗОМЕ 
Сопз1@6гопз деих заЦез 4ез потаЪгез вотр]ехез {с„}о, {с*}°’, вомпивев 
& 1а сопалоп 
Ди = [сы ко 5 0, Ан = [сньфвыо +0 (п=1, 2, 3, ...) 
её деих' зузфтоез {Р„(2)} её {Р*(2)} 4е роупбтев ог4Вовопаих соггезропдап&з 


‹ И ЕЛИ С т 
ой 6{Р, (2) (11 ма, пот: Хм} = Уча. 
т АВ ) Ч 4=0 4=0 


* См. также Шохат ('). 
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Ргоь 16 ше Т. Тгоиоег [ез соп4топ$ пеёсеззалтез её зи} Пзатез роиг 
Рехаздепсе 4е а т@айоп 


$ 
= У 42-4 =] (п=0,1,2,...),, 2, =0, 


етте 1ез роупбтез 4е 4еих зуз6тез от йовопаих. 
Га зо|айоп 4е се ргорёюе пойз регшеф 4е гбзоадге 1е ргоете 
сепега11з36 4е УУ. НаБа (*): 


Ргоь 16 те ПП. Тгоиоег 1е$ сопайоп$ пеёсеззавтез её зи] Пзатез роиг 
дие 1е зузфете {1 Р.. (2)} 5084 отйоропа] еп тёте 1етрз аие {Р‚ (2)}- 


Оп 46тлотите а1зётаепь дие 1е рго\ёте П езф ип саз рагисаПег 4и 
рго ее [ ауес 


‹=2, Р*(л)= Ре. 


Оп 4тоцуе Па ге]а\оп {опдатепфа]е за1уате 


© {[(а=* -- 5=- с) ="]'} = © {(42-+ е)="} (п=0,1,2,...) (1) 
а, 6, с, а, е вать Ч4ез потЪтез агБИтатез 0011 аах сопалотз 
|а|--ТЬ|-Е 110 © 

а (п--Ф а, ЗАО: 3: 

де (1) гёзаЦе Г’6ачайоп зах а1!6гепсез Иез 
[а (п--3) — а] е„..-Н[Ь (®-2) —е] е,..-с (в-1) с„=0 (п=0,1,2,...), (2) 
4’ой Роп рейф 1тоцуег 1а заце {с} 
ез® аоппбе раг 1а {огплше 


с, =ас,„..- м (п 0, 1, 2, ...). 


Еп зе зегуапф 4е (1) И езф {асе 4е 4топуег Г6даайопв @1НегепиеЙе & 
1аачеПе заз!а16 Р‚ (5) 


{(а2° + бё-с) Р‚ (2) — (аз е)Р, (2) + 
+ п [@— (п-- 1) а] Р, (2)=0 (п=0,1,2,...). 
Га зоо 4е Г6ааамов (2) & Га14е 4е 1а \тап{огтайов 4е Гар\асе 
поиз 4оппе 


сыт (21/4, 1 ад = техр { — иеето Ча} 


С 
ой 1е сошюолг С оц &те сопуепа]ететф сВолв1. 


п» Со вап агЬИтате; 1а заМе {с*} 


51 Рой зиррозе ие $03 1ез потабгез {с„}” зопф гбе]з еф 1 аа Печ 
4е 1а сопд ло Д, -Е 0 (п=1, 2,3, ...) оп розе 1а сопацлоп р|аз гезичемуе 
А, >0 (п=1, 2,3, ...) оп гейтоцуе 1а \В6огбше 4е У. Нал. 

А Ише 4’ехетр]е оп а6тотАте Чапз 1е саз обпега1 фиае 1’14еп 6 

т я Р» ? 
В.Р. (у) (®=1,2,3,...) 
п’ез розз1Ые чае ромг 1ез ро]упбтиез 4е Тевеъусве!. 


ИЗВЕСТИЯ АКАДЕМИИ НАУК СССР 
ВОБЬЕТМ ОЕ 1`АСАРЕМ!Е РЕЗ ЗСТЕМСЕ$. БЕ 109 В$$ 
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С. М. ЛОЗИНСКИЙ 
О ТРИГОНОМЕТРИЧЕСКОЙ ИНТЕРПОЛЯЦИИ 


(Представлено академиком ©. Н. Бернштейном) 


В работе рассматривается вопрос о тригонометрической интерполя- 
ции и, наряду с другими результатами, доказывается сильная сходи- 
мость любой положительной степени интерполяционного полинома 
к интерполируемой функции при условии, что эта последняя не имеет 
разрывов второго рода. 

В настоящей работе я имею в виду несколько обобщить и допол- 
нить некоторые результаты Марцинкевича о тригонометрической интер- 
поляции (*). 

$ 1. В указанной статье Марцинкевич доказал следующую теорему: 
если 5 (2) есть тригонометрический полином порядка < п, то] 


тр ее: 2 
ат Х 15 < А | 15 (2) 242, (1) 
Е=1 0 
где 
о Ви, Чар 
к в Эт 1 =р | со. 


Константа’ Ар» зависит только от р. Докажем более общее предложение. 

ТЕОРЕМА 1. Пусть функция ф(и) определена при и >0, выпукла 
и не убывает, причем $ (0) =0. Тогда для любого тригономет рического 
полинома 9 (7) порядка < п имеет место неравенство 


2т--1 2 


УХ +5») 1} < (2415 (2) } 42. (2) 


и 


Здесь числа х» определены, как выше. 
Доказательство. Пусть 
Ф* 


5 (2) = У (а с08 Кд -- Бы зат #5). (3) 
1 
Положим 
3(2) = + > (+ та соз Ёх -|- бьз1ш Ал). (4) 
В=1 


Очевидно, что с(2) есть среднее Фейера (Ее}6г) порядка и для ряда 
Фурье от полинома 5 (5), и таким образом 
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2" 
(= | 520 К» (0 46, (5) 
0 
где К„({) есть ядро Фейера. Если 5 (1) есть тригонометрический поли- 
ном, сопряженный с 5 (5), то, как легко доказать (°), имеем 
5’ 
5 = + (2). (6) 
Отсюда следует, что 
к Е 1 57 (2) 1 
ера [| |+ 11] < 19 [258 | +322 @ 
и значит 
2п--1 2 5 } 
к ДЕН 
вт №915 |= ы Эт ЕЛ 29 [ аа ] + 
А=1 
4 2п-1 
+5 а УХ $12 [< (а) |]. 
В—1 
Очевидно, что 
57 (2) =У К (ак сов Ех -- Фьвп Ах) = 


В=1 
.. 1008 п8} а. 


2“ 


= \ 5 (2-2) {созё-+ 2 сов 22 -- 


© 


Но так как порядок тригонометрического полинома 5 не более п 


. п соз пё 


можно написать 
2" 
(а) == 5-0 {совё-- 2 сов 2ё- 
0 
+ (п— 1) соз (п ё- ... 003 (2—1) в 4= 


2% 
— \ 5 (2-1) 08 пё + Ки_1 (#) 4, 


0 
где К„-_1(2) есть ядро Фейера порядка п—1. Отсюда следует 
25 
= \ 19 (2-Е 2) сов пё | Кн-1 (#4 < 


0 
215 


25 


<-> \ 19 (2-20 | Кн-1 (8) @= 


В силу неравенства Иенсена (Тепзеп) 
2 
|== ® [415 (0 ]Е,-1@—2) 42. 
[1 


и [2 в 14 
Очевидно, что при любом целом у, 0 <у=< п, 
2п-1 


№ К, (в) =аИ, 


В =1 


Я 1 


} 


(8 


Е \ 15 (#) [Кл-1 (#— 2), 41. 


‚ то 
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и следовательно 
21-1 


т [2 


и 25 
Зы ( 21415 (1) Кь-1(24) @= 
Е=1 0 
2т-|-1 2 


2% 
= 21415 (ОП ат У Кь-4 2) } @= ( Ф[415() 14. (9) 


5* (1) 
п 1 


Л 


В=1 
Точно так же из (5) получим 
2% 


92 (ФП = ( [215 +0104 = 


2 


=  #[215 (2) К» (# —2) 4, 
0 
откуда следует 


21-1 


2“ 2 
а 912 о 
А=1 


2п-1 
УЕ 
т 
=1 
2% 


ион < ва (10) 


`_ 


$1215 (#) ] К» (&—1) @= 


м 


Из (8), (9) и (10) следует 
2п-1 2 


зат №915 (®) |< | $14159 146 


Е=1 о 


что и требовалось доказать. 
$ 2. Замечание. Полагая в теореме 1 ф(и) =и? (р> 1), получим 


2п-1 25 
тт 15) Р< “) 15 (2) Раз, 
=1 


т. е. неравенство (1) с константой А›=4”. В цитированной работе Мар- 
цинкевича получено А =тр-+-1. Заметим, что из доказательства тео- 
ремы 1 следует, что 


2т--1 2 


и х 15 (2*) | =3 ( [5 (2) | 4х. (14). 


В самом деле, из полученных в процессе доказательства оценок 
видно, что 


2п-Е1 21% 2 


т Убе) < <1 {91215 (2) 142+; ( $1415 (2) 1 42. 


0 
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Чтобы получить (11), надо положить здесь $ (и) = и. 
Марцинкевич доказал также неравенство 


25 2т-Е1 
и Врат У 15 @ы Г, (12) 
В=1 


верное при 1 <“ р< + <. Константа Вр зависит только от р. Это не- 
равенство нам потребуется ниже. 

8$ 3. Пусть функция ](5) задана и конечна”на интервале 0 = х=< 2м. 
Образуем интерполяционный тригонометрический полином 


2т-1 в (2 + 1) Ш 
ив) ХТ) о (13) 
2х ("+ пре 
совпадающий с ](2) в точках ть (К=1, 2,..., 21-1). Марцинкевич 


доказал, что если функция }(5) непрерывна на интервале 0 << 2 


и 7 (0) =1(2=), то 


25 


1742) — 0. 2) Р42—0 (при п (14) 


для любого р>0. Докажем более сильную теорему: 

ТЕОРЕМА 2. Если функция ](х) определена на интервале 0 < 2 = 
—<2т и не имеет там разрывов второго рода, то (14) верно при 
любом р» 0. 

ЛЕММА. Если функция }(х) имеет на интервале 0 <т=<2* огра- 
ниченную вариацию, то (14) верно при любом р> 0. 

Доказательство леммы. Известно, что существует константа 
М >> 0 такая, что при всех п, #, ], где 1 <#<]<2п- 1, &, ]— целые, 
имеем 


тт, 


®=7 в (2п -{ 1) 
= бл (0 а < 25). (15) 
. Я 
в—$ (2% + @) зт 
Поэтому, применяя трансформацию Абеля, убедимся в том, что если 
функция ](5) имеет на [0, 2*] ограниченную вариацию, то 


ГС. о ао 


где константа С зависит от функции }. Но известно также, что если } 
граниченной вариации, то 
На 0 (4; 2) = 1 (2) (16) 
п - -> 09] 
в каждой точке х, О < 2ж, в которой (5) непрерывна. Так как 
функция ограниченной вариации имеет не более чем исчислимое мно- 
жество разрывов, то (16) имеет место почти везде на [0, 2*]. Но теперь 
соотношение (14) следует из известной теоремы Лебега о предельном 
переходе под знаком интеграла. 
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Доказательство теоремы 2. Будем говорить, что ‘функция 
Е(т) кусочно-постоянна на [0, 2], если она всюду конечна, и можно 
указать такое разбиение 

а. = За <... зан 
этого интервала, что Р (5) = Ё; = с0пз6 при в; _. < «а; &=1,2,..., №). 

Пусть дано =>0. Так как {(5) по предположению не имеет на 
[0, 2=] разрывов второго рода, то она ограничена на [0, 2*] и можно (°) 
построить кусочно-постоянную на [0, 2*] функцию Е (5) так, что 


11(2)—Е(2)|<е при О<хж< м. 
Функция ЁР(5) имеет ограниченную вариацию, а потому, фиксировав 
р>1, имеем 


2% 


та | 12 (2) —0„ (Е; 2) Раз=0. 
0 


Имеем 
2% 215 


176 —0, (; 2) Раз < 32 (11) - Е) Рае + 
2% 2% 
+32 } [Е (2) — 0, (В; 2) Рае 3? \ 10, (Е; 2)— 0, (1; 2) Раз = 


0 
25 


< Зе? о (1) 32 | |0» (®-— 3 =) Раз. (17) 
0 
Применяя неравенство (12), получим 
21-1 
7 
1-Е — 1, 2) Рае < Вр ХИ = 
. о 2т-1 57 
— Вр Е УЕ (4) — 1 (ть) Г < ВыдкеР. (18) 
®=1 


Из (17) и (18) получаем 
2% 
\ |1 ©) —0, (+ 2) Раз = 3? же? +0 (1) 3Р Врдке?. 
0 


`Так как з>0 здесь произвольно мало, то верно (14), что и требова- 


лось доказать. 
$ 4. Пусть функция ](2) суммируема на [0, 2щ], 


1 (2) У, (ак соз Кх-- Бы зп Ёх) 
В=1 
есть ее ряд Фурье, 


п 
58 (м)=5 (м) = а, (ак соз Ах -- Вы за т) 
В=1 
есть И-ая частная сумма этого ряда. В теории рядов Фурье доказы- 
вается, что для любой функции 2 (5), имеющей на [0, 2*] ограниченную 
вариацию, имеет место предельное равенство 


7 Известия АН, Серия математическая, № 2 
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\ 7 (в) в (о) ат = Лат | вы (0; =) 8 (942. (19) 


Аналогично для интерполяционных полиномов (/„(} 5) имеет место 

ТЕОРЕМА 3. Если функция }(х) интегрируема (В) (в собствен- 
ном смысле) на интервале [0, 2ж], а функция #(5%) имеет на том же 
интервале ограниченную вариацию, то 


25 25 
) 1(%) в (2) 4 = Шт \ 0, (Е т) 2 (2) ах. (20) 
0 0 
Доказательство. Имеем 
2 а 51 (2п + 1) НЕ: 
О», (1; 2) # (<) 4х = 1 (%ь) - Е (х)ах = 
\ х (2п + 1) зп —# 
2т-+-1 2 эп (20 + 1) 7—2 ыы 
2 2 
Ноя | — о 9-Х Мадан 
: 0 25 Е=1 
о 2т--1 2т-|-1 
к ь 
5 21-1 № А (х») 8 (=*) + 5 а 1 >, 71 (ть) [5 (=; Х») —#(5%»)]. 
= В=1 


Так как ] (5) и 8(2) обе интегрируемы (В) на [0, 2], то и / (2) 2 (х) 
интегрируема (В) на [0, 2*], а потому 


5% 2ъ--1 2“ 
и ыыт УГ ан) = | 9) 42 
= 6 
Нам достаточно поэтому доказать, что 
2п-1 
1 
дат ытут Х 7 (в а) — 8000 (24) 
—1 


Функция 5(5), которую можно считать неубывающей, представима 


в виде 

8 (2) =С (2) Н (2), 
где Н (5) непрерывна и ограниченной вариации на [0, 2], а С(2) 
есть функция скачков для функции &(2). Чтобы доказать (24), доста- 
точно поэтому доказать, что 

2п-- 1. 


и тт ХА) [в» (6; 21) — 6 (2) =0, (22) 
Е—=1 
2п-1 

М п +1 — У / (ат) [5 (Н; 2ь) —Н (и)] =0. (23) 


ПЕЙ 

Докажем сначала (23). Так как Н (5) имеет на [0, 2=] ограниченную 
вариацию, то частные суммы ее ряда Фурье равномерно ограничены, 
т. е. существует константа М > 0 такая, что 

# [Зи а) = Мы ; О=х= м). 

Можно считать М настолько болыпим, что 1Н(@)|= М и |{(5)|< М 
при 0 < х=< 2. 
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Пусть даны произвольно числа сид, однако пусть 0.<8< к, > 0. 
На интервале [5, 2ж—5] ряд Фурье функции Н (2), как известно, равно- 
мерно сходится к этой функции, а потому при всех пп и <х—< 
< ж— 6 имеем 


|5» (Н; 2) —Н (2) |<. 
Поэтому при п > п, 
21-1 


а. а) — Н (ть) < Х |+ 
0<хЕ<ё 
ь5 Ая х |+ 20-1 р | 2М* + 


а 5 р < 
21-1, 
Ч ОВ-Н Ме (а 8+1) < М-Н Ме ит: (24) 


Так как числа >0иб>>0 произвольно малы, то соотношение (23) 
доказано. 

Функция #(2) имеет на интервале [0, 2«] не более чем исчислимое 
множество точек разрыва. В случае, если таких точек вовсе нет, то 
С (1) =0 и соотношение (22) очевидно. Предполагая, что #(1) имеет 
точки разрыва, представим их себе занумерованными в последователь- 
ность, и пусть Ср(5) есть функция скачков, образованная при по- 
мощи тех скачков, которые соответствуют первым р точкам этой после- 
довательности [если #(5) имеет лишь конечное число точек разрыва, 
то при р> р, имеем С, (5х) ==С (х)]. Полагая 

Ур= суде 6)  И= су 76 (5), 


0<х<ж® 0о<х< 2 
имеем 
а а. (25} 
У—Т,= уаг [С (2) 6›(1)] —>0 при р-> о. (26) 
0<х<2в 
Кроме того функция С (5) —Сьр(х) есть неубывающая функция от хи 
шах [С (2)—С,(1)]=С (2) — 6} (2*") =У-— И)». (27) 


0о<х<2® 
Наконец, при любом фиксированном р функция Ср(х) кусочно- 
постоянна, и 


= 
2 зш (28 + 1) :: 
Л 2 
|8» (С; 2] =| = ( б»(®) —— а: |= 
о 2 —— 
Я 
р зщ (28 +1) = 
=| 1 6» (2) 1—4 | < КУ, < КУ, (28 
е м 2 яп 7) 


в ата (209 4-1) 
- \ - а | (29) 


есть абсолютная константа. Если функция С,(2) постоянна на о 
‘ 
вале « < х< В, то на всяком интервале &’ << В’ таком, что «а < 


< В’ <В имеем 


где К=взар 


т 
251 — 


Па $1 (Ср; 2) = бр (1) 


п-=со 


7* 


236 С. М. ЛОЗИНСКИЙ 


равномерно относительно 7. Принимая во внимание (25) и (27), дока- 
жем без труда, что при любом фиксированном р 
2т--1 
. 1 
Ши т № / (4%) [5» (бь; 2) — ь(ж)] =0 
пс 
®—1 
[доказательство совершенно подобно доказательству соотношения (23)]. 
Имеем еще 


Г вт (20 + 1) = 
|5. (С — С», 2) =| = | 0—6») Ра 
5 25т 


й 25 вт (20 + 1) — 
= | + 62) 6 (2%) \ 5—4 | < КУ-У,,, 


3 25щ ов 


где К определено через (29). Пусть дано з > 0. Выберем целое число Р 
настолько большим, что У —Т, < е; затем выберем п, так, что при п > п, 
21-1 


т х 1 (ть) [5 (Съ; ть) — Ср (2%)] <. 
= 


Тогда при п > п, 


2п--1 
т Хе) [5% (С; 2в) — (ак) = 
2т--1 
< ит ХИ (6; аи) 2) | + 
ее 
| Хе (5, (С; тк) — Сь (2) ] |+ 
2т-1 
[т Я 12) [9 (9) —6 (|< 
2п-1 


а Убе, (6—6 +++ 


2п-1 
1 
Е И У 
В=1 
род. 2п--1 


вает № |1 (а) [ Ке-е-ет У Ив) | < КМае Ме 
ВТ и 


и (22) доказано, ввиду произвольной малости с >> 0. 

$ 5. В$3 было доказано, что если функция 7 (2) не имеет на интервале 
[0, 2=] разрывов второго рода, то для любого р>0 верно соотноше- 
ние (14). Применяя неравенство Хольдера (Нб14ег), убедимся в том, 
что для любой функции ] (2), не имеющей на [0, 2=] разрывов второго 
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рода, и любой функции #(2) из пространства [1, 4>1, имеет место 
соотношение 


Мо 0. фа = | 1) аа (30) 
и даже р 
Ши \\ |749) 0. (1; 3) 18) 420. (34) 


Если #(2) предположена только суммируемой, то мы не имеем права 
заключить, что верно соотношение (30) и тем более, что верно соотно- 
шение (31). Действительно, ниже будет доказано (тесрема 5), что 
соотношение (30) не всегда имеет место, если } непрерывна, а г сумми- 
руема. Однако имеет место 

ТЕОРЕМА 4. Пусть }(х) не имеет на [0,2] разрывов второго 
рода, а #(х) измерима и такова, что |8 (х) 021 | 2(52)| суммируема на 
[0, 2*]. Тогда имеет место предельное равенство (30). ° 

Доказательство. Пусть функции } и р удовлетворяют условиям 
теоремы. Тогда существует константа К >> 0, зависящая только от функ- 
ции 2(7), такая, что (“) 

Зе 
|15.(6;9|@2=К (т=42,3,...). (32) 
0 
Пусть давно => 0; выберем кусочно-постоянную функцию РЁ (5) так, что 
11 (2) —Е (1)| <з при О<х=<2м. (33) 
Функция Р(х) ограниченной вариации на [0, 2*], а потому (ср. $ 3, 
доказательство леммы) существует константа С такая, что 


ПОР С: .(1=1. 4... Оо. (34) 
Так как 
На 0), (32) == А (2) (35) 


в каждой точке интервала [0, 2*], где Ё непрерывна, т. е. почти везде, 
то из (34) и (35) следует, что 


25 


Пт | | Е (2) —0, (Е; 2)|С (2)4х=0 


П-со 
0 


для любой суммируемой функции С (5х); в частности, 
21 


т 2 (2—0, (2) |8 (2) |42=0. 
ре 2% ” 2% 25 
| ле) ваз (0,2) вв) а=| < | {/54=— | Ева |+ 


+ еваг— оне ваз + оиеуеаг— | 0, ваз = 


<: 09+ |} 0, (Р— {32 в (2) 4 |. 
0 
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25 21-1 
2 
ое ра) фату У Раз) — Иез] в, (8; ть), 
0 Е=1 
и следовательно 
в2п--1 


|1, 2) в) 42| = ит УИР (аи) — Кам) 8, (в; ан) | < 
0 Е=1 
2ъ-1 25 


2 
«ет У [5 (6324 < °А ( [8, (832) [42 < еКА, 
®=1 0 


где мы применим теорему Марцинкевича из $1. Итак, принимая во 
внимание, что в силу (32) 


(18 (2) 142 = К, 
‘имеем : 


21% - 2% 
|7) (<) аз — (И, (2) в() 4=| «еК о (1) +КА. 
0 0 
Так как з>0 произвольно мало, то теорема доказана. 
ТЕОРЕМА 5. Существуют непрерывная функция ](т) с периодом 
2п и суммируемая функция 5(х) такие, что 


п-»со 


ти| | 9. бевдаз = +. (36) 


Замечание. Можно доказать (°), что существует непрерывная 
функция ](2) с периодом 2т и суммируемая функция 2(т) такая, что 
25 


Па | (5, (2) & (2) аа = +, 


И—со 
где 5„ (т) есть п-ая частная сумма ряда Фурье функции }. 
Доказательство теоремы 5. Пусть 


| —я, 
Зи за (28 1) —— й 


М, = шах а 
ее = - 
Известно, что пт М, = - со. Пусть х =, 0 = &, < 2ж есть такая точка, что 
п-со 

. — к 
2т-Е1 Ве (2п -Е 1) 8, - К 

У |= М 

2. п 


О ив 


Определим функцию }, (5) так: 


Е, — м, 
в (2-4) "В 


/, (21) = вл т 
(20 + 1) за к 
1, (0) = 7, (2*). 
В интервалах О=1<%,, 41 <= 1,,...1, «т, определим /, (2) 
линейно. Тогда },(х) непрерывна, и |} (2) | < 1. Имеем 


(Е=1,2,..., 20-41), 
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2т--1 ват (2 + = 
о (+) Ня Е в’ 
ра (2п + = 


т.е. (о б) = М, > 0. 
Пусть Е„ есть интервал, лежащий на [0,2*], содержащий точку &, 
м такой, что 


0, (1; 2) >--М„ при =ЕЕ,. 


Пусть |Е„| есть длина интервала [0, 2*]. Положим 


1 
„(®=4 ТЕ ПРИ ТЕ» 
О при зЕЁ,.- 
Тогда имеем 
2т 
|9) я НИ ` 1 ЕЛИ, 
в (1; 2) 8. (5) {= в (11; 2) 5 (2) 4 > |Е„| 9) М.Е | ОИ: 
о Е» : 


и Е . 
следовательно Пт | м (2) 42 | = +. 
И—со 
0 

Но очевидно, что 

2 

Е.В =( 0, (0,3 2) & (@) 42 

0 
есть линейный функционал в пространстве Г, суммируемых функций, 
и мы имеем последовательность {2„} элементов пространства Г, и после- 
довательность линейных функцисвалов {Ё,(2)}, определенных в этом 
пространстве, такую, что 


т, (в) = ев, Ив. 


По известной теореме функциовального анализа (*) существует элемент & 
пространства Г такой, что 

И |, (8) |= - ®, 

И—со 


т. е. существует суммируемая функция #(5) такая, что 
25 


Би | 7, (1,3 2) 5 (2) = | = +. (37) 
п-со 
0 
Рассмотрим множество С всех функций, непрерывных на [0, 2*] и удо- 
влетворяющих условию ] (0) = / (2*). При обычном определении сложе- 
ния функций и умножения функции на число это есть линейное про- 
странство функций. Нормируем его так: 


ПУ|5 = ках |7 (2) |. 


0о<х<2в 
При таком определении нормы, С есть пространство типа (В). Ясно, что 


25 


Ф, (= | 0, (432) & (2) 42 


0 
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‘есть линейный функционал в пространстве С. В силу (37) и опреде- 
ления функций ],(7) мы имеем последовательность элементов {],} 
из пространства Си последовательность линейных функционалов {Ф, (})}, 
определенных в этом пространстве, такую, что 


и->со 


„В силу теоремы функционального анализа, примененной выше, суще- 


— 


ствует элемент ] пространства С такой, что 
Па | Ф,„ (7) [= + <, 
п-—со 


т. е. существуют непрерывная функция }(5) с периодом 2 и сумми- 
руемая функция #(5) такие, что верно (36), что и требовалось доказать. 

8$ 6. Марцинкевич в указанной выше статье доказал следующую тео- 
рему: если функция }(х) абсолютно непрерывна на интервале [0, 2], 
1(0) =7(2=) и Г (2) Е 1? (р> 1), то 


21 


1 10. (2) —Р (2) Рах=0, (38) 
—. 9.2) = 0, (12). 


По аналогии с рядами Фурье следует ожидать, что при р=1 эта 
теорема неверна; однако доказательства этого, насколько я знаю, 
до сих пор в литературе нет. В настоящем параграфе будет дано такое. 
доказательство. Именно, имеет место 

ТЕОРЕМА 6. Существуют функции } (т) и 2(1), имеющие период 2, 


из которых первая абсолютно непрерывна, а вторая непрерывна, такие, 
что 


25 
По \ О, (7; <) = (х) 4х |= -Е оо. (39) 
п-»со о 


Замечание. В частности, существует следовательно абсолютно 
непрерывная функция ](5) с периодом 2л такая, что 


2“ 


Ша 10, (12) |2 = с, (40) 


п-со 
0 


и следовательно теорема Марцинкевича при р=1 не верна. 
Доказательство теоремы 6. Рассмотрим функцию 


зи (2п + 4) >. 
ш = т 
Легко доказать, что существует константа х > 0 такая, что 
эт (2 - 1) = 
о о (п=4,2,...) (42) 


п — 
2 
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(построить график этой функции). Следовательно при любом # 
х—1 я х 
5 зщ (2п - 1) > 


уаг и ай. уаг = & (2® 21) 105 п. 
о<х<ак Вы 5 0<х<эт Рад С 


эт (2п - 1) 


При п=1, 2, 3,..., определим функцию }, (1) так: 


Г 0’ при с=0 2х, 
2п 
2 +1? 
линейна при 0 < 5 <”) и 2% <<. 


1» (1) = 1 при х= 1) = 


Рассмотрим множество А всех функций ](52), абсолютно непрерывных 
на интервале [0, 2*], удовлетворяющих условию } (0) =} (2*). При обыч- 
ном определении сложения функций и умножения функции на число 
это есть линейное пространство функций. Нормируем его, введя норму 
(УИ = 17 (0) [-Е уаг 1 (2). 
0<х<2в 
При таком определении нормы, А есть пространство типа (В). Ясно, 
что определенные нами функции ], (5) (п=1,2,...,) принадлежат про- 
странству А. и 


[7,1 =2: (43) 
Очевидно имеем 
в (9 
2т4+1 эт (2 + 1) = зп (20 +1) 28 
бы я = ХИ) — т 
2 — 2 == 
в=1 (2 + т р 


Ясно, что 


27 
Ко зе = уве 0, (дыра) > 2 Ао" ори, 
0 


0<х<2в 2т 1 
9 
Очевидно, что при п=1, 2, 3,..., можно найти функцию #,(2) из про- 
странства С так, что 
27 
и. (2) в, (а) а > чаювт |8, |6 =1, (44) 
0 
и значит 
2% 
т | 07, (/,; 2) в, (2) 42 = +. (45) 
и-хоо -0 


Но очевидно, что 
2 


Е (в) = | И, (4,52) в (2) а 


0 
7 
есть линейный функционал в пространстве С и из (44) следует, что 


существует последовательность {2„} элементов пространства С и после- 
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довательность линейных функционалов Р,„(#), определенных в этом 
пространстве, такие, что 


|=, |5 <1 Дата | В» () |= + ©. 
Следовательно существует элемент 26 С такой, что 
Пи | Ё„ (8) |= + <, 


т. е. существует функция #(52), непрерывная с периодом 2ж, такая, что 


Три |} 0, (452) 5 (@) аз | = +. (46) 


Но ясно, что 
2п 


Ф. (= | 0, (132) в (2) аз 


есть линейный функционал в пространстве А, и из (43) и (46) следует, 
что существует посл6довательность элементов }, Е А и последовательность 


линейных функционалов Ф,(]), определенных в этом пространстве, 
такие, что 


к =2, БФ, (= +. 
Значит существует элемент /Е А такой, что Пи | Е, (|= + о, т. е. 


существует абсолютно непрерывная функция ](5), имеющая период 
2, такая, что 


Бе | | зевая 425. 
0 


Теорема доказана. 


$ 7. Пусть функция } (5) определена и конечна на интервале 0 < х < ж 
и интерполяционный полином (О, (}; т) имеет вид 


} (т) п 
(м) = м № (а соз ух -- Ь® зщ УХ). (47) 
У=1 
Образуем, следуя Марцинкевичу, полиномы* 
ме 
и) = “— ++ № (а(® соз ух -- 69 зп ух), (48) 
У=1 
й ъ 
У (=) = т ЖИ (52). (49) 
=0 | 
Полином ТУ, (];5х) имеет вид 
2т-+1 зи (п 1) 2% т 
а а ” и 
У = ы у) еее т 
. р) 


* Полиномы 7, (]; 2) ранее Марцинкевича рассматривал С. Н. Бернштейн. 
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а 


о 2% 1 
у 
т (50) 
В=1 
? ти“ ]* 

о 

де А, (п) = ЕП тт есть ядро Фейера. 
91 


Полиномы У, (}} 2) сходятся к {(т) гораздо лучше, чем полиномы 
<), (1; 2). Поэтому неудивительно, что имеет место 
ТЕОРЕМА 7. Если }(х) абсолютно непрерывна на интервале [0, 2*], 
удовлетворяет условию }(0)=}(2=) ш если } (т) Е[?(р> 1), то 
21 
Ши \ | (2) У, (2) Р42=0. (51) 


п-со 
0 


‘Эта теорема представляет мало интереса, ибо при ее предположе- 
‘ниях имеет место доказанное Марцинкевичем соотношение (38). Поэтому 
доказательства теоремы 7 я приводить не буду. 

Представляется весьма интересным знать, верна ли теорема 7 при 
р=1, т. е. верно ли, что для любой функции ]}(5), абсолютно непре- 
рывной на [0, 2*] и удовлетворяющей условию ] (0) =}(2*), имеет место 
соотношение 


2 


та 17’ (2) 1, (452) 14==0. (52) 


п-со 
0 


"Этого вопроса мне решить не удалось. Однако верен несколько более 
слабый результат. 


ТЕОРЕМА 8. Если функция }(х) на интервале [0, 2*] абсолютно 
непрерывна, удовлетворяет условию }(0) = }(2=) и если |} (х) 10+ [Г (2) | 
суммируема, то верно соотношение (52). 

Доказательство теоремы 8 весьма похоже на доказательство теоремы 
Марцинкевича, приведенной в начале $ 6. Нам потребуются следующие 
четыре леммы (ср. работу Марцинкезича). 

ЛЕММА 1. Пусть функцил г (2) измерима на [0,2] и | (2) |105 | 8 (<) | 
суммируема; пусть 

со 
[=] = Г ++ № (а, созух -- 6, вт 2) 


У= 


есть ряд Фурье функции #(2). Положим 


Я) 
54 (2, 2) = м (а, созух -Е 6, вап уз), 


] 
ИИ == о ( — 6, с03 ух -- а, з1т у2). 
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Тогда 
27% 

|5: (в; 2) аз = А | |5 (2) 108+ [8 (2) |492 В, 
0 
2 


|3 (8; 2) 142 = А ( [8 (2) 1ов+ | & (2) 142 +В, 


0 


>— —5 


где А и В суть абсолютные константы. 

Доказательство леммы 1 следует без труда из некоторых неравенств. 
в книге Зигмунда (“), гл. УП. 

Е 2. Если ](х) абсолютно непрерывна на интервале [0, 2*], 
20 == т (=) 108+ |7 (2) | суммируема, то 


ды за (а Пе Повни +8}, 69 


где А и В суть константы из леммы 1. 
Доказательство. Легко доказать (см. работу Марцинкевича), что 


а У — $» (1; =) 
ры У (У 1) * 
Отсюда 


21 


ие) — в. (1; 2) ки тео я ог: 2) ая. 


0 у=®-1 
Теперь результат следует из леммы 1. 
ЛЕММА 3 (Зигмунд). Если 5„(х) есть тригонометрический поли- 
ном порядка п, а 5, (1) —его производная, то 


[155 (142 = в | |» (2) [аз (54) 


Доказательство см. в работе Зигмунда (°). 
ЛЕММА 4 (Марцинкевич). Если №(1) абсолютно непрерывна на 
[0, 2*=], # (0)=#(2к), то 


2т--1 25 2 
ша ХА) че уе | (018. (55) 
о см. ("); с т 
Доказательство теоремы 8. Пусть функция } (2) удовлетворяет 
условиям теоремы. Пусть дано з>0. Выберем М> 0 так, что т < з. 


Применяя неравенство (53) к Ее №} (<), получим 


ыы г) <, [А \ | (е) пов м (ау | < 


<-> [4 [И (<) пов МИ (2) 142+ =} . (56) 
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Применяя леммы 3, 4 и неравенство (56), получим 
25 25 
ИИ; 2) 1492 =® } [У,— И; 2) 42 < 


0 0 
2т--1 


=п ) И гв) | Кн (в — 2) аз = 


2т--1 2щ 


тет У, (в) — 8 (1 эн) | п ( 116) — 8» (65 2) 14+ 
—=1 0 
Не О-о = А О Повем У (|800), (67) 


25 
ибо \ [Г (#) —5». (#; #|4Е > 0 по известной теореме из теории рядов 
0 


Фурье. Наконец, в силу неравенства 105+ аб <= 108+ а | 102+ 6 (а > 0,6 > 0) 
следует 


Тиз зы [ИЗ 2) 142 = Алов+ М (У (2) 12-1 пов 142+ 


ео (1) = АМ (|) аа А | [1 (2) Пов+|{ (2) [42+ ®+0(1). (58) 
Положим теперь ея (%)- /, т где }, (1) есть тригонометрический 


полином, а функция ][,(5) такова, что 
2 2т 


} 1/12 <, 1) Пов+| @) [аз < 


0 0 


(как известно, это возможно). Неравенство (58) применимо к любой 
функции ](7), удовлетворяющей условиям теоремы 8. Но функция |, (5) 
тоже очевидно удовлетворяет этим условиям, а потому 
2 
из, =. 2) 142 < + 2Ае-ро (4) = (2А-+-1) ®-+0(1). (59) 
0 
Но очевидно, что, при всех достаточно больших п, $» [],] =/,, а потому 


2" 


ИИ (у, — в [4 2) 14 — 0. (60) 


0 
Из (59) и (60) следует 
25 


(И в» [1$ 2) | 42 < (2А-1) ео (1. (61) 


0 


Наконец, ясно, что 


У (5 И}; ме 50 (1; х) 5 ( а) +... +3, (} а. (2), (62) 


п-@ 
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где с, (]; х) есть среднее Фейера ряда Фурье функции (5). Известно „ 
что при сделанных предположениях 


ар (и я) Рада» 0. (63 
Из (61), (62) и (63) о 
КИ; (4; 2) — (2) | аа < (У — в» [ 2) 42+ 
+ ПУ (в; 2) — (4) 142 < (ФА ео | [958 2) 1 (®) 42 = 
= (ФА 1) ео (1). 


Так как => 0 произвольно мало, то теорема доказана. 


Примечание при корректуре. После того как настоящая работа была: 
уже отправлена в издательство и поступила в набор, я убедился, что теоремы 2, 
Зид могут быть усилены. В частности, результат теоремы 2 верен в предположе- 
нии, что }(х) ограничена и интегрируема (В) на интервале [0,2*]. Кроме того мне 
удалось доказать, что теорема 7 верна при р=1 (и теорема 8, таким образом, ока- 
зывается излишней). Этим решен вопрос, поставленный в настоящей работе. 


Институт математики и механики Поступило 
при Ленингр. гос. университете. 20. Г. 1940. 
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8. 107м5 кт. ОВЕВ ТВ160МОМЕТЕТЗСНЕ ТМТЕВРОГАТТОХ 
ЛОЗАММЕМРАЗЗОМ С 
1. ш ег уогПезепдет Агье\ \уег4еп 1е !0]сепдеп 5А4е Ъеулезеп. 


ЗАТА 4. Ез зе @е РЕипкиоп +Ф(и) г и>0 а4ейшетщ, Копоех ипа` 
тсерё абпейтеп4; 4абе зе ф (0) =0. Еегптег зе 


в 21 
д = Ел: 2 .., 28-1). (1) 


Рапп гИё т ]е4ез илзопотетзсйе Ройупот 5 (5) соп 4ег От4апипЕ < п 
фе Опесйипт8 


о 2т-1 21 
ат. 9 15 (ви) | < } $1415 (2) 1 4. @) 
К=1 0 
ВемтегКипое. 562 ап В1ег ф(и) =и? (р>1), зо ева тап 
2т--1 2 


ета У, 54 | [5 (#) Ра. (8) 
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Пе Чидесвиюа (3) (ши А›=яр-+1 а 4Р аи Чег гесвлеп беце) 
уит4ае уоп Магслак1е\1с2 Ре\улезеп (*). 

2. Ез зе @е ЕипкИоп (1) аа дет ПцегуаП [0,2] дейюлегь июё 
епаНсв. ВИаеп ут 4аз илропотейчзсве Ицегро]а опзро]упот 


:. 2т--1 зп (2% и» 
в (2) = > (о, 4}, 
© (2л ше №. 


уе]сВез шц (5) ш 4еп Рапщеп д азатте И. Папа. 
21 ег {о]сепае 

ЗАТА 2. Иепп &е Еипкиоп }(х) аи} ает ГиетоаЦ 0 < х < 2* епапей 
$51 ипа 4а5е165ё Кепе ИпяейакейзяеЦепт зфейег Атё Фезёзё, $0 ИЕ ит 
7е4ез р > 0 ае Глтезщесйипя 


Ши | |7) —0, (0%; драг=0. (5) 
0 


ВещегКипс. Го ЕаПе, \мепл } (5) а 0 < х< к зеыс 13% ип4 4ег 
Ведшеиис } (0) = } (2=) вепасц, мигае @1е Ве!айоп (5) уоп Магсли кеуис2 (") 
Беулезеп. 

Пег , Веме1з 4ез баёез 2 м4 зо веавгь. 13 }(5) аа [0,2*] уоп 


Безсвгапк ег Уагмайоп, в0 зп @е О» (}; 2) Гаг аПе п па 2 1е1ювтадз- 


810 Безсьгапке. ш ]ееш Б1ейскейзриюе 2 (0 << 2) уоп 1 (2) Ва 
тап арег Бекапи есь (И, (7; 2) —>/ (2). 

ПРагаиз {10124 ишег Ап\уепаиих ешез Ъекаптеп ба{$2ез уоп Гефезхие 
91е Веамоп (5). Па аПоетешер ЕаПе Капп тар 2и ]едет в > 0 еше 
ЕирКЫоп Ё(5) уоп БезсЬгапк {ег Уагламоп Чегагь пет, зо Чазз |}(5) — 
Р(2)|<е г 0О<х<0м в. Пагайз 10125 мег Апуепаито етег 
рекапийеп Оиз]е1свиюх уоп Магсзик1еус2 (г) 4е Веайоп (5) г р>1. 

ЗАТА 3. Ге Еипкиоп }(2) зе аи} ает Гтдетоа [0, 2*] (В)-йиертае 
(1т аветИсйеп тпе) ипа @е Еипкиоп #(х) раде 44515 ате 
Безсйтапе Татаноп. Бапп ра тапв 


2% 


ша (| 0» ({; 2) 5 (2)4== | 1 (2) в (2) аз. (6) 
0 


И-—со 


ЗАТ 4. [е Еипкиоп }(х) $её аи} [0, 2=] епайсй ипа рафе 4азе1%3# 
Кепе Опзей рКкейз4еЦепт зуейег Атё. Гле ЕипКИоп &(2) зе аи} [9,2] 
теззбаг ипа |2 (х)|1051|2(х)| зеё зиттаегфаг. Рапп 8Й @е ПШтез- 
шесйипя (6). 

САТА 5. Ез ежзшег ате яейве, 2п-ретоааясйе РипКиоп }(х) ип 
ете зиттчетфате Рипкйоп 5(х) зосйег Ат, 4а$5 

25 


Пи [|0 (/; ) (ааа = оо. (7) 


Исо 
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3. МагсиК1е\1с2 Бе\млез (т) деп {0]вепдеп За: ез зе1 а@1е РопКИоп 1 (5) 
аа! дет ПцегуаП [0,2*] афзогаф 5еме, ](0)=](2=) ип@ ез зе |] (х)|Р 
зитиеграг (р > 1); дапа Ваф тап 


Я 


п-усо 


Вт | [02 (1; 2) —Л (2)рРаз=0, (8) 


мо вая, 6 2). 


У Ъе\ме1зеп, 4азз 41е Веайоп (8) пс г р=1 2м веЦеп Бгааевь 
Ез о пашИсВ 4ег 

ЗАТИ 6. Ез елузшег епте абзоша 54ейве, 2т-репо@зсве РипЕйоп }(т) 
ипа ете чейге, 2к-ретоазсйе ЕипКиоп #(1), $0 4а$$ 


25 
Три | | Е г) 8 (аз |= + <. 
п-со | ь 
4. Раз офеп дейлеме Гцегро]амопзро]упот О» (}; 5) ве 


И» (1; +) =-—- а” + У иня-И и 


Зебхеп ут 
2 я 
Он, (а) = р (а) соз ух -- В вап ух) 


У=1 


Х0,.: 4; ). 


1=0 


ира (= 


Папп сецер 41е 5&4е: 
САТА 7. Ез 5е }(т) аш} ает ТтетоаИ [0,2] або зешв, }(0) = 
=/(2=) ипа ез зе |} (2) Р зитпиегфаг (р 1). Бапп. паё тап 


2% 


Но [| 754; 2) 7 )р4==0, 
0 


чо: И = у, (7; 5). 


САТА 8. Ез зе }(2) аи} 4ет ГиегоаИ [0,2] афзоиа чейк, }(0) = 
=](2*=) ипа ез 5е |}, (2) [10+ |} (х)| зитпаегфаг. Рапп раф тап 


ИБ | [754 2) 1 (2) |4==0. 


Апмегкиие Ъе! ег КоггеК%иг. А]3 @е уогИевепае Агье% «св зсВоп 
а Пгиск Бе!апа, БаБе 1ев Ге{се$еП\, аазз 91е Зё4ие 2, 3 ипа & уегзсЪаг зе 
Кбппеп. 7. В. 80% @е Веваиропа уоп За 2 зевоп Таг ]е4е Безсвгапке ипа 
(В)-ш{естае ЕипКИоп ] (х). Аиззегдет Вафе 1св Бемезеп, дазз аег бам 7 аась 
Гаг р=1 г1свЫ а .156 (4ег Ба 8 156 а1з0о чппбИй). Паш! уша @е ш аег Агъей 
везе Це Егасе Беап\ог&е$. | 


ИЗВЕСТИЯ АКАДЕМИИ НАУК СССР 
ВОБГЕТ!М ОЕ 1"АСАРЕМ!Е РЕЗ ЗСЛЕМСЕЗ ОЕ 1/085$ 


Серия математическая 4 (1940), 249—260 Зеше та\Пета аце 


В. Л. ГОНЧАРОВ ид. Н. КОЛМОГоРОВ 
& ШЕСТИДЕСЯТИЛЕТИЮ СЕРГЕЯ НАТАНОВИЧА БЕРНШТЕЙНА 


В марте этого года исполнилось шестьдесят лет со дня рождения одного 
из крупнейших советских ученых, академика Сергея Натановича Берн- 
штейна. 

Творчество Сергея Натановича можно рассматривать как продукт сча- 
стливого соединения широко воспринятого воздействия французской шко- 
лы (Пикар, Адамар, Валле-Пуссен) с традициями знаменитых русских 
математиков Чебышева, Маркова, Ляпунова. В основе его творчества 
лежит непоколебимое убеждение в том, что математический метод призван 
пронизать насквозь современное естествознание. «В наши дни все матема- 
тики и физики согласны, что область применимости математики не имеет 
пределов, отличных от пределов самого знания»—такими словами начи- 
нается изложение первой, юношеской, работы Сергея Натановича (1903 г.), 
в которой дано решение одной из знаменитых «математических проблем», 
выдвинутых Д. Гильбертом на Парижском математическом конгрессе 
1900 г., именно— доказательство аналитичности всех интегралов дифферен- 
циальных уравнений в частных производных эллиптического типа. Уже 
в этой работе заметны характерные собственные концепции Сергея Натано- 
вича в отношении основных задач, стоящих перед анализом и теорией 
функций. 

В теснейшем соответствии с детерминистическим принципом, руководя- 
щим нами при изучении явлений природы, стоит аналитическая функция; 
можно даже сказать, что она оказывается подлинным математическим выра- 
жением этого принципа. Поэтому понятие аналитической функции стано- 
вится главнейшим объектом математического естествознания: интерес 
сосредоточивается на том, как отграничить функции, способные быть 
однозначно «продолжаемыми», от тех, которые этим свойством не обладают. 
Лишь первые действительно полезны; но исследователь должен изучить те 
и другие, чтобы исчерпать все их взаимоотношения. В классическую, хотя 
и неустойчивую, идею аналитической функции, естественно выступающую 
теперь на первый план, вносятся новые нюансы и коррективы: с помощью 
новых критериев аналитичности устанавливается возможность элимини- 
ровать, как несущественный атрибут, комплексную плоскость незави- 
симой переменной; вводятся новые «квази-аналитические» классы функций; 
рассматриваются такие типы дифференциальных уравнений, интегралы 
которых могут быть продолжаемы лишь однозначно. Общее понятие функ- 


1 Известия АН, Серия математическая, № 3 
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ции строится на широкой базе равномерного предельного перехода 
от простейших аналитических функций—рациональных полиномов. Тео- 
рема Вейерштрасса точно характеризует класс функций, которые могут 
быть получены подобным способом в действительной области: это—функ- 
ции непрерывные. 


Далее возникает единая классификационная схема, в основу которой 
положена быстрота сходимости последовательности приближающих поли- 
номов, причем, как оказывается, возникающая классификация тесно свя- 
зана с дифференциальными свойствами или аналитической природой изо- 
бражаемой функции. Среди последовательностей полиномов, сходящихся 
к данной функции, существенно выбрать ту, которая сходится быстрее всех 
других: отсюда— естественный переход к «экстремальным» проблемам наи- 
лучшего приближения. Вслед за целыми рациональными функциями в ка- 
честве конструктивного элемента и объекта исследования вступают также 
и простейшие трансцендентные-—целые функции конечных порядков. 
Вместе с тем, наряду с равномерной сходимостью, в общий круговорот идей 
вовлекаются и иные типы сходимости, какова, например, сходимость в 
среднем (квадратическая); отсюда—переход к «ортогональным полино- 
мам» Чебышева и рядам, по ним расположенным. 


Если в первые годы научной деятельности детерминистический прин- 
цип служит для Сергея Натановича путеводной нитью, то с тем большим 
вниманием он обращается позднее к учению о недетерминированных явле- 
ниях— теории вероятностей, причем впервые осуществляет попытку солид- 
ного аксиоматического обоснования этой теории. Здесь, как и в других слу- 
чаях, Сергей Натанович остается противником праздной игры ума и, обра- 
щаясь к статистическим и биологическим приложениям, ищет выводов, ко- 
торые свидетельствовали бы в пользу детерминистического тезиса: так 
возникают его капитальные работы, относящиеся к закону больших чисел 
и другим предельным предложениям теории вероятностей. 


Необходимо отметить, что основные линии, по которым движется мысль 
Сергея Натановича—теория функций, дифференциальные уравнения эл- 
липтического типа, теория вероятностей, —не только связаны между собою 
органически, но и развиваются в тесном взаимном проникновении: до- 
статочно напомнить хотя бы о «многочленах Бернштейна» и о доказательстве 
теоремы Вейерштрасса, связанном с теорией вероятностей. Нельзя также 
не упомянуть об одной черте, характерной для всего творчества Сергея 
Натановича: это— предпочтение, отдаваемое конкретно поставленным про- 
блемам высокой степени трудности перед близко лежащими и естественно 
возникающими обобщениями. Преодолевая препятствия, встречающиеся 
на избранном им пути наибольшего сопротивления, Сергей Натанович иной 
раз намного опережает своих современников и захватывает в своих иссле- 
дованиях обширные области, планомерное освоение которых принадлежит 
будущему. 

В дальнейшем мы остановимся на важнейших внешних этапах научной 
и общественной деятельности Сергея Натановича. 
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По окончании средней школы в 1898 г., в возрасте восемнадцати лет, 
Сергей Натанович уехал за границу, в Париж, уже успев установить свое 
призвание к научной работе в области математики. В 1903 г. он закончил 
свою первую блестящую работу, которую в следующем году защитил в ка- 
честве диссертации на степень аосфепг-63-зс1епсез и тогда же опубликовал 
в Майетайзейе Аппаеп; в ней разрешена в положительном смысле уже 
упоминавшаяся 19-я проблема Гильберта— «являются ли аналитическими 
решения регулярных задач * вариационного исчисления?». Как указывает 
Сергей Натанович в предисловии к этой работе, при выполнении ее он 
был «вдохновляем в равной степени Пикаром и Гильбертом: первым— в от- 
ношении средств, вторым—в отношении цели». 

После непродолжительного пребывания в Геттингене Сергей Ната- 
нович возвратился в Россию, в 1906 г. закончил сдачу магистерских экза- 
менов в Петербурге и затем (в 1908 г.) переехал в Харьков, приняв приват- 
доцентуру в Харьковском университете. Последовали защиты двух дис- 
сертаций: в 1908 г. магистерской, в 1913 г.—докторской. Первая из них, 
посвященная уравнениям эллиптического типа, помимо ранее полученных 
результатов, содержала решение 20-й проблемы Гильберта, касающейся 
вопроса о существовании интеграла эллиптического уравнения при задан- 
ных граничных значениях на контуре области, т. е. обобщенной проблемы 
Дирихле. Вторая диссертация на тему «О наилучшем приближении не- 
прерывных функций посредством многочленов данной степени» объединила 
различные результаты первостепенной важности, полученные Сергеем 
Натановичем на протяжении нескольких предшествующих лет; сюда от- 
носятся исследования о порядке наилучшего приближения, которые неза- 
долго до того заслужили премию Бельгийской академии наук и затем были 
изложены Сергеем Натановичем на Международном конгрессе в Кембрид- 
же (1912 г.). В частности укажем на ряд основных предложений, устанав- 
ливающих зависимость между порядком наилучшего приближения Е, } (5) 
и дифференциальной природой функции** (существование и непрерывность 
последовательных производных, условия Липшица различных порядков), 
или же—в случае аналитической функции— расположением и свойствами 
ее особенных точек. Кроме того, отметим очень тонкую оценку наилучшего 
приближения*** |х| и важный результат, касающийся полноты системы 
степеней х на конечном промежутке (обобщение теоремы Вейерштрасса). 

До революции Сергей Натанович был лишен возможности широко раз- 
вернуть свою учебно-педагогическую деятельность (лишь в 1947 г. он был 
избран профессором в Харьковском университете); но научные заслуги 


* Под регулярной задачей вариационного исчисления понимается нахожде- 
ние минимума интеграла \ \ Е (р, 4,2,<,9) 4х ау, где Е — аналитическая функция, 


= —- 2 ПРЕ =. и Ер»Е ча — (Ера)* > 0. Уравнение Лагранжа в случае регулярной 
т Я 


задачи — эллиптического типа. 
** Эти результаты примерно в те же годы были дополнены Е. Джоксоном. 
*ж** См. также относящиеся к обобщению этого вопроса недавние работы 1938 г. 
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его не могли не получить всеобщего признания, и в предвоенные годы его 
имя было уже широко известно и внушало исключительное уважение как 
в ученых кругах, так и среди студенчества. 

Накануне войны 1944 г. в Мафетайзейе Аппаеп появляется замеча- 
тельный мемуар Сергея Натановича «Зиг ]а айпи оп еф 1ез ргорг1 6 6з 4ез 
[опсмопз апауйдиез 4’ипе уаглае гбеПе», в котором изложена его кон- 
цепция аналитической функции и, между прочим, впервые вводятся квази- 
аналитические классы в действительной области. В годы войны и в после- 
довавший за ними революционный период интересы Сергея Натановича 
направляются преимущественно в сторону теории вероятностей. Его ра- 
боты этого периода представляют собой блестящее завершение исследова- 
ний Чебышева, Маркова и Ляпунова по предельным теоремам для сумм 
случайных величин. Доказательство основной предельной теоремы для 
случая независимых величин получает такую общность, что наложенные 
при этом ограничения оказываются по существу теми самыми, которые впо- 
следствии были установлены (В. Феллером) в качестве не только необхо- 
димых, но и достаточных. Впервые дается строгое доказательство двумер- 
ной предельной теоремы, что позволяет обосновать применимость к ряду 
вопросов естествознания теории нормальной корреляции; сам Сергей Ната- 
нович, ‘исходя отсюда, установил важный и неожиданный для биологов 
факт, что законы наследования количественных признаков Гальтона не 
противоречат гипотезе Менделя, а, наоборот, вытекают из нее при естест- 
венных предположениях. Устанавливаются также крайне широкие усло- 
вия, при которых предельная теорема сохраняется для рядов зависимых 
величин. К этим фундаментальным результатам Сергей Натанович присо- 
единяет остроумные и тонкие решения множества более частных проблем 
теории вероятностей и математической статистики. 

В 1923 г., по приглашению Парижского университета, Сергей Ната- 
нович прочел курс лекций в Сорбонне, посвященный экстремальным свой- 
ствам и наилучшему приближению аналитических функций. Этот курс был 
опубликован в 1926 г. в виде монографии в коллекции Бореля и заслужил 
премию Парижской Академии наук*; новым существенным вкладом, в нем 
содержащимся, является исследование приближения функций дей- 
ствительного переменного на бесконечном промежутке и исследование 
наилучшего приближения аналитических функций, имеющих существен- 
ную особенность. 

Среди научных работ Сергея Ната®вича, написанных им в последую- 
щие годы, нужно указать на выдающийся по новизне идей мемуар об абсо- 
лютно-монотонных функциях (Ас Машетаийса, 1928), ряд статей и до- 
клад на Болонском конгрессе 1928 г. о регулярно-монотонных функциях 
и цикл лекций по ортогональным полиномам, прочитанный в 1929 г. в Ин- 
ституте Пуанкаре в Париже и в Политехнической школе в Цюрихе (вос- 
произведен в Лоигпай ае Майетайдиез). 


* В 1928 г. Сергей Натанович фл избран членом-корреспондентом Парижской 
Академии наук. 
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Усиленная научная деятельность Сергея Натановича не помешала ему 
одновременно принимать энергичное участие во всех делах, касающихся 
высшей школы на Украине и, в частности, Харьковского универеитета. 
В 1928 г. он становится во главе вновь огранизованного (в значительной 
степени по его инициативе) Украинского института математики и закла- 
дывает основу для развития этого исследовательского центра. В 1929 г. 
происходит избрание Сергея Натановича действительным членом Ака- 
демии Наук СССР. В 1930 г., в качестве председателя организационного 
комитета, он проводит энергичную работу по созыву 1-го Всесоюзного 
съезда математиков, на котором выступает с обзорным докладом о совре- 
менном состоянии и проблемах теории приближения функций. С 1933 г. 
Сергей Натанович живет в Ленинграде и принимает активное участие в ра- 
боте Академии Наук. Педагогическая деятельность его протекает в Ленин- 
градском государственном университете и в Ленинградском индустриаль- 
ном институте. 

В последнее десятилетие Сергей Натанович направляет свое внимание 
главным образом в сторону изучения различных вопросов интерполяции 
и механических квадратур; следует упомянуть, например, об окончатель- 
ном выяснении пределов применимости так называемой квадратурной фор- 
мулы Чебышева. С другой стороны, возвратившись к теории вероятностей, 
Сергей Натанович не только пополняет свои прежние исследования, но ипу- 
бликует фундаментальные работы по новому методу «стохастических диф- 
ференциальных уравнений», который позволяет получать совершенно но- 
вые типы предельных теорем. 

Источник математического творчества Сергея Натановича неиссякаем, 
и мы верим, что еще долгие годы его неутомимая мысль будет приносить 
зрелые плоды. 
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Ва. 69, В. 82—136). 


26. Тригонометрия. Эмиль Борель. Перев. под ред. Н. Салтыкова, изд. Сытина 


(Педагогич. сборник, октябрь, стр. 355—357, рецензия). 
. Прямолинейная тригонометрия. Вера Шиф. Изд.. 2-е М. Вольфа (Педагогим. 
сборник, октябрь, стр. 357, рецензия) 


28. Курс прямолинейной тригонометрии. В. Шидловский. СИб. (Педагогич. сборник, 


октябрь, стр. 358, рецензия). 
. К. Б. Пенионжкевич. Основания анализа бесконечно малых. Курс 7 кл. реальн.. 
уч., Белая церковь (Педагогич. сборник, декабрь, стр. 622, рецензия). 


. И. Гейберг. Новое сочинение Архимеда. Послание Архимеда к Эратосфену о 


некоторых теоремах механики. Перев., Матезис (Педагогич. сборник, декабрь, 
стр. 619—620, рецензия). 


31. Физико-математическое приложение к циркуляру по управлению Кавказским 


33. 


учебным округом, 1909, № 1 (Педагогич. сборник, декабрь, отр, 622, рецензия). 
и 


‚ Биг Те са] си] арргосй6 ез ргофаЪ 163 раг 1а {огтще ае Гар1асе (Сообщения Харьк. 


матем. общ., сер. 2, т. 12, стр. 106—110). 
Зиг [’арргохипайоп 4ез {опсИопз сопИпиез раг 4ез ро]употез (Сотруез гепаиз, Ра- 
Г15, $. 152, р. 502—504). 


63. 
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. Теория вероятностей (Харьков, 254 стр., литограф.). 
. \ерег па \УУеИзцеш. Энциклопедия элементарной геометрии, кн. [. Перев. 


под ред. В. Кагана, Матезис (Педагогич. сборник, февраль, стр. 378—380, 
рецензия). я 


. Ф. Кэджори. История элементарной математики. Перев. под ред. И. Тимченко, 


Матезис (Педагогич. сборник, март, стр. 393—394, рецензия). 


. Август Адлер. Теория геометрических построений. Перев. под ред. С. Шатунов- 


ского, Матезис (Педагогич. сборник, август, стр. 174—176, рецензия). 


.А. Марков. Исчисление конечных разностей. Изд. 2-е, Матезис (Педагогимч. 


сборник, октябрь, стр. 388, рецензия). 


. Эмиль Борель. Арифметика. Перев. под ред. Д. Волковского, изд. Сытина 


(ПеЭагогич. сборник, октябрь, стр. 388—389, рецензия). 


1912 


. Биг 1а уаеиг азутройаче 4е 1а шеШеиге арргохипайоп 4е |х| (Сотрёез гепдиз, 


Раг1з, $. 154, р. 184—186). 


. Биг 1а уа]еиг азутр{ойаие 4е 1а шеШеиге арргохипа# оп 4ез {опсНопз апа1уаиез 


(Сотрёез тепаиз, Рамз, $. 155, р. 1062—1065). 


. Ретопзгайоп и 6огёше 4е У’ейегзгазз {оп46е зиг 1е са]си|] ез ргоБаъИез 


(Сообщения Харьк. матем. общ., сер. 2, т. 13, стр. 1—2). 


. О наилучшем приближении непрерывных функций посредством многочленов дан- 


ной степени (Сообщения Харьк. матем. общ., сер. 2, т. 13, стр. &9—194). 


. Суммирование везде расходящихся строк Тэйлора (Сообщения Харьк. матем. 


общ., сер. 2, т. 13, стр. 195—199). 


. Исторический обзор развития понятия о функции (Вестн. оп. физ. и элем. мат. 


№ 559, сем. 47, стр. 177—184). 


. Зиг Рогаге 4е шеШепге арргохпа@ оп 4ез !опсЯопз соппиез раг 4ез ро]употез 


Че дестё Чоппё (Меётолгез ри Иез раг (а с1а5зе 4ез зс. Асаа. ае Вевадие, з6г. 2, 
+. 4, р. 1—103): 


. Биг 165 вала 00$ и са]са| Чез уаг1а10оп$ (Аппа4ез заепа. Есые погпище, %. 99, 


р. 431—485). 


. Русская математическая библиография. Под ред. проф. Д. М. Синцова. Вып. 1—2 


за 1908—1909 гг., Одесса, Ма ез1з, 1910—1912 (Педагогич. сборник, май, рецен- 
вия). 


. Проф. Г. Ковалевский. Введение в исчисление бесконечно малых. Перев. под ред. 


С. Шатуновского, Матезис (Педагогич. сборник, февраль, стр. 301—302, рецензия). 


. Б. Больцано. Парадоксы бесконечного. Перев. под ред. И. Слешинского, Матезис 


(Педагогич. сборник, июнь, стр. 705, рецензия). 


. К. Б. Пенионжкевич. Основания аналитической геометрии. Курс дополн. кл. 


реальн. уч. Изд. Думнова (Педагогич. сборник, июль, стр. 69—70, рецензия). 


. Борель-Штеккель. Элементарная математика. Часть 1. Арифметика и. алгебра. 


Перев. под ред. В. Кагана, Матезис (Педагогич. сборник, сентябрь, стр. 326— 
327, рецензия). 


1918 


. Зиг 1е5 гесвегсвез гбсепфез ге] авуез & 1а пеШеиге арргохтай опт аез Гопс@оп$ соп- 


Ипиез раг 4ез ро]упбтез (Рос. 5 Геи. тай. сопвг., 4. Г, р. 256—266). 


. Баг 1ез з6е погта!ез (В книге О ’АЧВ6таг, Гесопз$ эаг 1ез релпс1рез ае 1’апа1узе, 


Ра 0259295). 


. Зиг [а уаейг азут рфойаче Че 1а теШеуте арргохипайоп 4ез ГопсЯоп$ апа!уйачез, 


адте апф аез зшса[агез аопп6ез (Ви. ае а с!аззе 4ез $с., Аса4. ае Вещие, 
№2, р. 76—90). 


. Зиг але]аиез ргорг1646$ азутрюоЙаиез Ч4ез ро!употез (Сотрез тепаиз, Раг1$, 


+. 157, р. 1055—1057). 


. Об асимптотическом значении наилучшего приближения аналитических функций 


(Сообщения Харьк. матем. общ., сер. 2, т. 13, стр. 263—273). 


. Зиг ипе ргорг1646 @ез ро]употез (Сообщения Харьк. матем. общ., сер. 2, т. 14, 


стр. 1—6). 


. Ветагамез зиг 1’1п6а 6 ае УМЛад иг Магко! (Сообщения Харьк. матем. общ, 


сер: 2, т. 14, стр. 81—87). 


. Зиг 1а шеШеиге арргохипайоп 4е |х| раг 4ез ро]употез 4е Чест65 Чопт6$ (Ас 


тор. 16. 97, р. 4-97): 


. Феликс Клейн. Вопросы элементарной и высшей математики (Педагогич. сборник, 


ноябрь, рецензия). 


1 
. Исчисление конечных разностей. Курс, чит. в 1913 г. (Харьков, 89 стр., 


литограф.). 
Дж. В. А. Юнг. Как преподавать математику? Перев. А. Кулишера, изд. 
«Общественная польза» (Педагогич. сборник, март, стр. 384—387, рецензия). 
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1914 


О наилучшем приближении непрерывных функций посредством многочленов. 
Речь, произнесенная при публичной защите докторской диссертации 19 мая 1913 г. 
(Зап. Харьковского унив., кн. 4. Летопись Харьк. унив., стр. 1—8). 


. Биг 1а шеШеиге арргохипайоп Чез ГгопсЯопз апа!уаиез розз64апф 4ез чп\аг!- 


$63 сотр]ехез (Сотрёез тгепаиз, Рагав, +. 158, р. 467—469). 


. Биг 1а сопуегоепсе аЪзоае 4ез з6т1ез фтеопотеилачез (Сотраез теп4из, Рагаз, 


$. 158, р. 1661—1663). 


. Виг 1а а6Ййю оп её 1ез ргорг16{6з Чез гопсЯопз апа!уйаиаез 9’апе уала е гвейе 


(Ма!. Аппойеп, ВЯ. 75, В. 449—468). 


. Об абсолютной сходимости тригонометрических рядов (Сообщения Харьк. матем. 


общ., сер. 2, т. 14, стр. 139—144). 


. Виг сегалтез гопсЯопз р6г1о91арез дит з’6саг{еп% 1е по1пз розз1]е 4е 26го (Сообще- 


ния Харьк. матем. общ., сер. 2, т. 14, стр. 145—152). 


. Понятие функции в средней школе. Сообщение, прочитанное на 2-м съезде пре- 


подавателей математики 30 декабря 1913 г. (Матем. образование, т. 3, стр. 169— 
#75). 


. Л. Кутюра. Философские принципы математики. Перев. под ред. П. Юшкевича, 


изд. Карбасникова (Педагогич. сборник, октябрь, стр. 306—307, рецензия). 


1915 


. Добавление к статье «Об абсолютной сходимости тригонометрических рядов» 


(Сообщения Харьк. матем. общ., сер. 2, т. 14, стр. 200—201). 


. Биг 1а гергезеп{айоп Аез ро!упошез розИЁз (Сообщения Харьк. матем. общ, 


сер. 2, т. 14, стр. 227—228). 


. Биг ип вогеше ае сботёфме еф зоп аррИсайоп аих в6диаНопз амх автубез рагИ- 


еПез да фуре ерйаче (Сообщения Харьк. матем. общ., сер. 2, т. 15, стр. 38—45). 


. Заметка по поводу статьи М. Малиева «Задача о четырех красках», помещенной 


в № 621 «Вестника» (Вестн. оъ. физ. и элем. мат., № 625, сер. 2, сем. 3, стр. 18}. 


. Задача о четырех и пяти красках (Вест. от. физ. и элем. мат., № 6281629, сер. 2, 


сем. 3, стр. 107—111). 


. Н. Каменьщиков. Таблицы логарифмов с четырьмя десятичными знаками. Изд. 


«Просвещение», Пгр., 1914 (Вестн. оп. физ. и элем. мат., № 6281629, сер. 2, 
сем. 3, стр. 115, рецензия). 


1916 


. Оле] аез гетагоцез 5иг 1’ {егро]аЙоп (Сообщения Харьк. матем. общ., сер. 2, 


т. 45, стр. 49—61). 


. Жюль Таннери. Основные понятия математики. Пгр. 1914 (Педагогич. сборник, 


янв., стр. 110—112, рецензия). 


. Н. Г. Лексин. Лабораторный метод изучения геометрии, Казань, 1914 (Педагогич. 


сборник, февр., стр. 257—258, рецензия). 


1. А.Р. Кулишер. Учебник геометрии, часть 1, СПб., 1914. (Педагогич. сборник, 


апрель, стр. 656, рецензия). 


. Д. Синцов. Сборник программ и инструкций по преподаванию математики в Запад- 


ной Европе. Вып. 1, М. 1914 (Педагогич. сборник, май, стр. 736—737, рецензия). 


1917 


Опыт аксиоматического обоснования теории вероятностей (Сообщения Харьк. 
матем. общ,., сер. 2, т. 15, стр. 209—274). 
1918 


О законе больших чисел (Сообщения Харьк. матем. общ., сер. 2, т. 16, стр. 82—87). 
ле]аиез гетагаиез зат 1 ’1п4егро]аНоп (Май. Аппаеп, ВЧ. 79, 3. 1—12). 


1921 


О взаимоотношении между балловой оценкой и фактическим весом урожая по. 
Харьковской губернии за 1913—1918 гг. (Статист. бюлл. ЦСУ Укр., №4, 
отр. 2—5). 

# 19>2 


О приложении математики к биологии (Наука на Украине, т. 1, стр. 14—19). 
и {Шбогёте ИшЦе Чи са1си1 4ез ргораБИ6з (Маш. Аппеп, ВА. 85, 8. 287— 
241). 


89. 


90. 
94. 


92. 
93. 
94. 
95. 
96. 
97 


98. 
99: 
100. 


101. 
102. 
103. 


104. 


105. 
106. 
107. 


108. 


109. 
110. 
111. 


112. 
113. 
114. 
115. 
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Биг 1е дву орретеп4 азутрбойаце 4е 1а пеШеиге арргохиаа оп раг дез ро]упо- 
тез Че Честбз 1пНпитеп сго1з5ап{з 4ез ГопсНопз гайоппеПез (Сотраез теп4из, 
Раг1з, +. 175, р. 804—806). й 
Журнал чистого и прикладного знания (Наука на Украине, № 4, стр. 407—408, 
рецензия). 

Реззсвг г Оау1а НИЪег{, ВегИп, 1922 (Наука на Украине, № 4, стр. 408—409, 
рецензия). 

1923 


ОВ ргорг1646 Чез гопсИопз епеёгез (Сотруез гепдиз, Раг1з, +. 176, р. 1603— 
Виг 1е5 ргорг16{6з ехёг6та!ез 4ез ро]употез её Чез гопсНопз еп гез заг 1’ахе г6е 
(Сотраез гепаиз, Рагаз, +. 176, р. 1782—1785). 

Биг 1а шеШеиге арргохипайоп 4ез {опс#опз розз6дап& ип ропф пе Нег еззеп- 
Ме! (Сотрёез гепаиз, Рагаз, %. 177, р. 99—101). 

Оётопзгайоп та ®6тайаие 4е а 101 4 ’Ъ6гва! 6 4е Мепае!] (Сотриез гепаиз, Раг1з, 
$. 177, р. 528—531). : 

Ргис1ре 4е збаЙопаг!{6 её сбпбгаЙзаНотз 4е 1а 101 де Мепае! (Сотруез гепаиз, 
Раг!з, $. 177, стр. 581—584). 

Виг 1е5 гопс&10пз дааз1 апа!у&ачез (Сотраез гепаиз, Раг1в, $. 177, р. 937—939). 


1924 


Об одном видоизменении неравенства Чебышева и о погрешности формулы Лапласа 
(Ученые зап. н.-и. кафедр Украины, Отд. матем., вып. 4, стр. 38—49). 
Решение одной математической проблемы, связанной с теорией наследственности 
(Ученые зап. н.-и. кафедр Украины, Отд. матем., вып. 1, стр. 883—115). 
Извлечение из, отчета о заграничной командировке проф. С. Н. Бернштейна, сде- 
ланного Научному комитету (Ученые зап. н.-и. кафедр Украины, Отд. матем., 
вып. 1, стр. 147—148). 
Биг 1ез Гопсопз даазапа!уачез 4е М. Саг]етап (Сотруез геп4из, Рагз, %. 179, 
р. 743—745). 
Ге рго 1 ёте 4е 1’арргохипай опт 4ез #опс10т$ соп пез зиг {100% 1 ’ахе гбе] еф 1’апе 
Це зез аррПсайопз (Ви. 5ос. тай. ае Егалее, $. 52, р. 399—110). 
Введение к кн.: Теоретические основания выборочного метода. Выдержки из 
4-го англ. изд. «Еетеп{з оЁ {а 5 с8», А. Вотеу, под ред. С. Н. Бернштейна 
(ЦСУ УССР, Харьков, стр. 5—9). 

1925 


Зиг 1ез соигрез 4е 415 {г1Ъи оп Аез ргофаЪ 16$ (Май. Хеизейт/, ВЯ. 24, В. 199— 
211}. 
1926 


Зиг 1’и{ертаНоп @ез вдла@отз аих Авмубез рагвеез ам фуре еШрйате, Г по{е 
В6ропзе & ипе ст! аще (Май. Аппоеп, ВЧ. 95, 5. 585—594). 

Биг 1а пафге апа!уйдиае Аез зо]айопз @ез вдаавопз А егепаеПез аих Автувез 
рагНеПез 4 фуре еИрйате (Май. Хейзсри фе ВА. 25, В. 505—513). 

Зиг 1е5 зоттаез Че диап 6$ Аврепдапфез (Известия Ак. Наук СССР, т. 20, 
стр. 1459—1478). 

Т.есопз заг ]е5 ргорг1646$ ехйтб6та|ез её 1а шеШепге арргохипайоп Ч4ез Гопсйопз 
апа1уйнаиез 4’ипе уаг!е гбеПе (Раг1з, бал мег-УШагз, Х, 207 р. СоПесцоп 4е 
топост. зиг 1а {6оме 4ез {опсИоптз, ри. раг Е. Воге]). 

О применении одного геометрического принципа к теории корреляций (Сборник 
памяти Лобачевского, Казань, т. 2, стр. 137—150). 

Зиг ипе ргорг16+6 4ез Фопсйопз епйегез 4е бепге 0 (Наукова зап. н.-д. мат. катедр 
Украни, в. 2, стр. 9). к 

Зиг 1’ех{епз1оп Чи 46 огёше ИтИе м са]са] 4ез ргофаЪ11146$ аих зоттез Це диап- 
{1665 аврепаап(ез (Маш. Аппайеп, ВЧ. 97, В. 1—59). 


1927 


Зиг 1146 етайоп Чез балайопз аих @6г1убез регйеПез Чи фуре е!рНаче, П по 
(Май. Аппаеп, ВА. 96, р. 633—647). 

биг 1ез ро]упошез ша р1етеп{ топо{юпез, дай в ’6саг(еп{ 1е пло1п$ 4е 2ёго (Сотр- 
1ез тепаиз, Рагаз, %. 185, р. 247—249). й 
Зиг ип ргоБТёте ге] а4{ аах фопсйоп$ абзоитепт$ топ офопез (Сотруез ’еп4из, Раг1З, 
$. 185, р. 495—496). ь т 
Оетопзгайоп поцуеПе 4’апе 1п60а1166 г@айуе аих ро]употшез {18 опош ег ааез 
( Вепатсопи Ассаа. 4. Глпсе: Кота, вег. 6, уо1. 5, р. 558—561). : 

рег ет сеотезсвез ТВеогеш ип4 зеше Апууеп4ипе ашЁ Фе рагйеПеп РШегеп- 
{1а]21есвапееп уош еризсвеп Туриз (Май. Йейзейнр, ВЧ. 26, р. 551—558). 
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Зиг ипе ргорг1646 @ез ро]употез Че Тевбрусвей (Доклады Ак. Наук СССР, А, 
стр. 405—407). 

Зиг 1е5 ро]употез ша р1етеп& шопобопез (Сообщения Харьк. матем. общ., 
сер. тр. 1—1). 

Еоп4етеп\5 оботб1аез Че 1а {В вое 4ез соггайопз (Метоп, +. 7, №2, р. 3—27). 
Теория вероятностей (М.—Л., Гос. изд., УТ + 363 стр.). 


1928 
Ааа оп & Г’агЯсе «Зиг 1ез зоттоез 4е даап 1465 авреп4апфез» (Доклады Ак. Наук 


СССР, А, стр. 55—60). 


122. 
123. 
124. 


Современное состояние теории вероятностей и ее приложений (Труды Всеросс. 
съезда матем. в Москве 27 апр.—4 мая 1927 г., М.—Л., Гос. изд., стр. 50—63). 
О некоторых свойствах регулярно - монотонных функций (Сообщения Харьк. 
матем. общ., сер. 4, т. 2, стр. 1—11). 

Зиг ип {№6 огёте 4е М. Соп4ёсагой (Сообщения Харьк. матем. оби‹., сер. 4, т. 2, 
стр. 73—74). 


. Зиг ипе ргорН646 ае1а Гопсйоп ехропепйе!е (Наукова зат. н.-д. мат. катедр У кра- 


ни, т. 3, стр. 65—71). 


. Биг 1ез ТопсЯоп$ пл Иретеп& шопо{фопез (За. физ-мат. вддалу, ВУАН, Ки, 


т. 3, вып. 2, стр. 40—47). 


. Зиг ааечез ргорг!646з азутройаиез 4е 1а шеШеиге арргохипайор (Сотрёез 


теп4из, Раг1, %. 186, р. 840—842). 


. Биг 1е5 ро]употез 4е Тасор1 (Сотрез тепаиз, Рагаз, %. 186, р. 1090—1093); 1456). 
. Биг [ез Гопсйопз геи ёгетеп& шопофопез (Сотрез гепаиз, Рагаз, $. 186, р. 1266— 


1269). 


. Биг Па сго1ззапсе 4ез роГупотез (Сотр4ез геп4из, Рагз, 4. 187, р. 558—559). 
. Биг 1ез фопсйойз арзоГатепт% топофопез (.Ас1а тоий., +. 52, р. 1—566). 
. ОвтопзгаНоп Чи {В6огёше ае М. НИЪег+ зиг 1а пафаге апа1убаце 4ез зо опз 4ез 


вапаИопз ам буре е1р@чие зайз 1’етр101 4ез з6г1ез погта!ез (Май. Дейзс И, 
Ва. 28, 3. 330—348). 


. Поняття кореляцй м!ж статистичними величинами (Взстник статистики Укра- 


чи, Харюв, 1, стр. 111—113). 
1929 


. Про монотонн! функции (Зап. Харкавського мат. тов., сер. &, т. 3, стр. 11—18). 
. Биг 1а уачайоп пшипае 4а ро!упоше Р„(2) шопофопе Чапз 1 1п{егуаПе (--1,-1) 


Чоп% 1ез авмубез Р„ (1) =а?=а, Ри (1) =6 3014 аоппвез. Про найменшу вари1яцтю мо- 
нотонного нол1нома Р,, (х) в1нтервал! (—1, 1), пох1дн1 якого Р,, (1) =а*=а, Ри(1)=Ь 
(Зап. Харкавського мат. тов., сер. &, т. 3, стр. 19—23). Совместно с \. ВТеска и 
В. Вутагепко. 


. Биг 1ез ро!употаез ог{Вобопамх (Сотраез гепаиз, Рагаз, %. 188, р. 361—364). 
. Биг 1а азия оп аез 26гоз 4ез ро]употез {еп4ап% уегз ипе {опсоп соппоце роз1- 


уе зпг ип зестепф Чоптё (Тоил. 4е тай. ригез её арр(., %. 8, р. 327—337). 


. Газафи ато уогапоевеп4еп Агйке| 4ег Неггеп М. ВтесКа ипа Т. Сегопипяз аЪег 


шопофопе ро]упоше пипипаег АБ\е1свяпе (Май. Аппайеп, ВА. 102, 5. 517—519). 


. Григорй Олексйович Грузинцев (некролог). Григорий Алексеевич Грузинцев 


(Зап. Харкавського мат. тов., сер. 4, т. 3, стр. 5—10). 


1930 


. Зиг мпе с]аззе 4е ро]упошез огобопаих (Зап. Харкавського мат. тов., сер: &, 


т, 4, стр. 79—93). 


. Применение графостатики к решению систем линейных уравнений (Труды Мо- 


сковск. инст. инженеров транспорта, т. 15, стр. 9—14). 


. Несколько замечаний о полиномах наименьшего уклонения с целыми коэффициен- 


тами (Доклады Ак. Наук СССР, А, стр. 411—418). 


. Вшг ГаррИсайоп 4е 1а бое ае Теввъусвей! а ипе с1аззе ае ргоётез 4е 


М. Ее]6г (Известия Ак. Наук СССР, ОФМН, № 5, стр. 381—398). 


. Биг 1е5 ТопсЯоп$ гбоиИегетеп$ плопобопез (Аиг Сопзтеззо [тзё. Маз., Воюспа, 


И 


. Зиг папе с1аззе 4е ро]упоштез @’6сагё пуипат (Сотрёез гепдиз, Раг1з, $. 190, 


р. 237—240). 


. Биг 1а ИпЦайоп 4ез Чбг1у6ез 4ез ро!упоштез (Сотруез гепаиз, Рагаз, &. 190, р. 338— 


341). 


. Биг ипе {огище 4 1 {егро|а&1оп (Сотраез тепаизя, Рагаз, $. 191, р. 635—637). 
. Биг ип ргосва6 де зоттайоп 4ез зеез и1еопотейтачез (Сотрёез гепаиз, Раг1з, 


$. 191, р. 976—979). 


. Зиг 1ез ро1употез огосопамх ге] аз а ип зертеп& Йа, 1 (Хоигп. 4е тай. ригез е 


@рр!, У. 9 р: 127—177): 
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176. 


177. 


1981 


. Ехетре 4 ’ипеГопсйоп соп тие роиг 1адаеПе1а Гоги е 4 ’1п{егро]а# оп @4еопот6{- 


г1аце Че Гастапзе Ч уегре (Доклады Ак. Наук СССР, А, стр. 365—366). 


‚ Зиг 1а ИпНаНоп аез уа]еигз а ’ип ро]употе Р, (2) де дерт6 п заг 4004 ип зестеп% раг 


565 уа1еигз еп (п--1) ро!{5 и зестпеп& (Известия Ак. Наук СССР, ОМЕН, № 8, 
стр. 1025—1050). 


. Зиг ипе с]аззе 4е Гоги ез 4 ’и4егро]а оп (Известия Ак. Наук СССР, ОМЕН, №9, 


стр. 1151—1161). 


. Зиг 1е шахипат аЪзо]а 4’ипе зошше #1еопотёаие (Сотраез тепаиз, Раг15, 


$. 193, р. 433—436). 


‚ Биг 1е5 ро]упошез ог обопаих ге]а115 а ип зевттеп+ #11, 11 (Лоигп. ае тай. ритез 


е1 арр(., У01. 10, р. 219—286). 
1982 


. Биг ]ез Па1з0п$ еп1ге 1е5 вгап4еигз а1бафо1гез. (Уеглапиптвеп тай. Копег., Расв, 


1932, т. 1, р. 288—309). То же на русск. яз. в кн. : Современное состояние теории 
вероятностей (М.—Л.. 1933, стр. 5—20). 


. Сотр!ётеп{ а 1 ’агс]е ае В. УогопоузКауа «О ё4егиипа от 4е Та Гогте азутрой- 


Че Че] ’арргохипайоп 4ез гопсопз раг 1ез ро!упошез 4е М. Вегпз{еш» (Доклады 
Ак. Наук СССР, А, №4, стр. 86—92). 


. О формуле приближенного интегрирования Чебышева (Известия Ак. Наук СССР, 


ОМЕН, № 9, стр. 1219—1227). 


. Сучасный стан та проблеми теор найкращого наближення функцИ д!йсно! зм1нно! 


через пол1номи (Зап. Харкавського мат. тов., т. 5, стр. 21—35). 


. Виг ипе шодИ1саНоп 4е1а Ёогие 4’и\егроайюп 4е Гавтапее (Зап. Харкавсь- 


кого матем. тов., т. 5, стр. 49—57). 


. Сотр!6теп& & ’агас]е «Зиг ипе с1аззе`4е ро]употез ог4Возопаих» (Зап. Хар- 


кавського матем. тов., т. 5, стр. 59—60). 


. Вигопе{огие 4 1 {егро]аНоп 4е М. 4е1а УаПве Ропззт (За. Харкавського матем. 


тов., т. 5, стр. 61—64). 


. Зиг ипе ргорг16{6 66тепфаге Чи соеЙеепф Че соггайоп (Зап. Харюеського 


матем. тов., т. 5, стр. 65—66). 
1983 


. Биг Гвалавоп а1И степ ее ае Еоккег-Р1апск (Сотрёез теп4из, Раг1з, 4. 196, 


р. 1062—1064). 


. Ветагачей ргороз а’ипе по{е ае М. В.. Ба]ет (Сотраез тепаиз, Ратаз, &. 197, р. 213— 


214). 


. О зависимости между случайными величинами (Труды ноябрьск. юбил. сессии 


Ак. Наук СССР 1932 г., Л., стр. 38—62). 
1984 


. О линейных квазинепрерывных цепях Маркова, Г. (Доклады Ак. Наук СССР, 


т. Г, стр. 1—9). Тоже, И (Там же, стр. 361—365). 


. О рассеянии с поглощением (Доклады Ак. Наук СССР, т. 1, стр. 230—234). 
. О тригонометрическом интерполировании по способу наименьших квадратов 


(Доклады Ак. Наук СССР, т. 4, стр. 1—8). 


. Ритс!рез Че а 1№6оме 4ез вдиаопз @16гепйеПез зфосвазвачев. [-ге раг4е (Труды 


Физ.-мат. ин-та им. Стеклова, отд. матем. , т. 5, стр. 95—124). 


. Зиг [а сопуегоепсе аЪзо]ае 4ез з6г1ез и1еопоте619иез (Сотрёез теп4из, Раг1$, 


+. 199, р. 397—400). 


. Теория вероятностей (изд. 2-е и 3-е доп., М.-Л., ГТТИ, 412 стр.). 


1985 


. О математических работах П. Л. Чебышева (1821—1894) (Природа, №2, стр. 1—6). 


биг дле!аиез ргорг16465 ех{г6та]ез Че5 1146 ета1ез зиссезз1уез (Сотрёез гепаиз, Раг1з, 
4. 200, р. 1900—1902). 


. биг ип @богёте ае М. З2е20 (Ргасе тал.-}12., 4. 44, р. 9—14). 
. О математическом ожидании простоя рабочих единиц при сложном производ- 


ственном процессе (Уголь, № 117, стр. 109—111, Харьков). 


1986 
Е{а{ асфие] её рго]ётез Ае 1а {Вбоге 4ез ро] упошез 4’арргохипаН оп 4ез Гопс1 015 
4’ипе уаг1а е гбеПе. Современное состояние и проблемы теории приближения 
функций действительного переменного посредством полиномов, Груды 1 Всес. 
съезда математиков в Харькове 1930 г., М.—Л., стр. 58—96). 
Оё{егизтайор 4’ипе шаИе о46теиге 4е 1а а1зрегяоп Чез зоттпез 4е вгап4деигз 
|16ез еп сваше эзшоаИеге (Матем. сборник, т. Г (43): 1, стр. 29—37). 
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О периодических функциях, для которых наилучие сходящимся рядом является 
ряд Фурье (Труды Ленингр. индустр. инст., № 10, разд. физ.-матем. наук, 
вып. 3, стр. 1—8). 

7% 


. Биг 1е аоташе 4е сопуегоепсе дез ро]употез В„ / (2) = У/т”) АА 
о 


(Сотраез тепаиз, Рагаз, %. 202, р. 1356—1358). 


. биг аие]алез ргорг1646$ ехфе6та]ез ез 1п16та]ез зассеззтуез (Соггесйоп) (Сотриез 


теп4из, Раг1з, т. 203, р. 147). 
Зиг ]а {огиие Че даа@гафаге арргосЬёе Ае Тсвеьусвей (Сотраез тепаиз, Раш, 
$. 203, р. 1305—1306). 


. Биг 1а сопуегрепсе 4е сег{а1пез заЦез 4е ро!употез (Лоитв. ае талй. ритез ег арри., 


+. 15, р. 345—358). 
1937 


. О формулах квадратур Котеса и Чебышева (Доклады Ак. Нацк СССР, т. 44, 


сотр 323—327). 
О некоторых видоизменениях неравенства Чебышева. (Доклады Ак. Наук СССР, 
А ОИ. 


. О формулах квадратур с положительными коэффициентами (Иззестия Ак. Наук 


СССР, сер. мат., №4, стр. 479—503). 

Примеры формул квадратур с положительными коэффициентами и рациональными 
абсциссами (Труды Ленингр. индустр. инст., № &, разд. физ.-матем. наук, 
вып. 2, стр. 19—21). 

Постановка преподавания математики во втузах (Высшая школа, №2, стр. 69—73). 
Экстремальные свойства полиномов и наилучшее приближение непрерывных функ- 
ций одной вещественной переменной, ч. 1 (Л.—М., 203 стр.). 


. О многочленах ортогональных в конечном интервале (Харьков, 128 стр., Харьк. 


матем. б-ка, кн. 2). 


. Биг 1ез ог] ез 4е дааага{аге & сое с1еп{$ поп пбра1$ еЁ аЪзс15зез во 1зфап{ез 


(Сотрлез тепаиз, Рэла$, %. 204, р. 1294—1296). 
Мо@1Йсайопз 4е Та Гогп\е 4е фаа@гафаге 4е ТсепефусвеЁ (Сотруез тепаиз, Раг$, 
$. 204, р. 1526—1529). 


. Биг 1а шеШецге арргохипай оп 4ез фопс@опз поп гезаИёгез (Сотруез гепаиз, Рагйз, 


+. 205, р. 895—827). 
1938 


О наилучшем приближении | 2—-с |? (Доклады Ак. Наук СССР, т. 18, стр. 379—384). 
Ограничение модулей последовательных производных решений уравнений пара- 
болического типа (Доклады Ак. Наук СССР, т. 18, стр. 385—388). 

О наилучшем приближении | х |? при помощи многочленов весьма высокой степени. 
(Известия Ак. Наук СССР, сер. матем., №2, стр. 169—190). 


. О базе системы Чебышева (Известия Ак. Наук СССР, сер. матем., № 5—6, 


стр. 499—504). 


. Деяк! застосування параметричного методу до вивчення квадратурних формул. 


Опе!аиез аррИсайопз ае 1а шеФо4е рагат6г1аще & 1’644е Чез Гога ез 4е дааа - 
тафаге (Зап. н.-д. гнет. матем. й мех., Харк\в, сер. 4, т. 15, вип. 1, стр. 41—29). 


. Примеры формул квадратур, аналогичных формуле Чебышева (Труды Ленингр. 


индустр. инст., № 5, раздел физ.-матем. наук, вып. 1, стр. 3—7). 
О теореме В. А. Маркова (Труды Ленингр. индустр. инст., № 5, раздел физ.-ма- 
тем. наук, вып. 1, стр. 8—13). 


. Конструктивная теория функций вещественной переменной (Математика и есте- 


ствознание в СССР, М.—Л., изд. Ак. Н. СССР, стр. 36—41). 


. Биг 1е ргоеёте 1пуегзе 4е 1а вое 4е 1а шеШеиге арргохипа Йоп 4ез ГопсЯопз 


сопИпицез (Сотрёез гепаиз, Рам, %. 206, стр. 1520—1523). 


. Биг мп зузфёте 4’в6аайопз шавегпипвез (Лоигп. 4е тай. ригез её арр(., +. 17, 


р. 179—186). 


. Еалайопз 1 6гепйеПез зфосвазйаиез. Рамз, Негтапи, 31 р. (.4с1. 5сё. та., 738, 


Соп{6г. 1п{егпа4. 51. та В. Ошу. @епёуе. Тввоше Чез ргораБ1И6з, У. Тез фопс0оп& 
а16афо1гез). 
1989 


Определение ряда функций по экстремумам его последовательных остатков (Док- 
лады Ак. Наук СССР, т. 22, стр. 3—6). 


. Несколько замечаний по поводу предельной теоремы Ляпунова (Доклады Ак. 


Наук СССР, т. 24, стр. 3—7). 
Исправление одного доказательства (Доклады Ак. Наук СССР, т. 25, стр. 705—707). 
Петербургская школа теории вероятностей (Природа, № 8, стр. 17—22). 


ИЗВЕСТИЯ АКАДЕМИИ НАУК СССР 
ВОТТЕТ!М БЕ ГАСАРЕМ!Е ОЕЗ ЗСТЕМСЕЗ БЕ 1/0 833 


Серия математическая 4 (1940), 261—276 Земе та{Вёта аие 


И. И. ПРИВАЛОВ 
ОБ ИНТЕГРАЛЕ ТИПА КОШИ — СТИЛЬТЬЕСА 


Предметом исследования в настоящей статье является интеграл 
типа Коши—Стильтьеса. С одной стороны, изучается вопрос о предель- 
ных значениях интеграла этого типа, с другой стороны—рассматривается 
случай, когда он равен нулю вне контура интегрирования. 


8 1. Будем называть интегралом типа Коши — Стильтьеса выражение 


1 ( е1® аЕ (5) й о (4) 


Эр а 9 д ($) — < 
Г. 
где /,— произвольная замкнутая спрямляемая кривая Жордана длины [, 
‹Ф— угол между положительными направлениями оси абсцисс и каса- 
тельной, а ЁР(5) — комплексная функция дуги $, заданная на сегменте 
[0, 1] с ограниченным изменением. Пусть х, есть какая-нибудь точка 
линии [., определенная значением $5, ее дуги. 

Обозначим через Г. часть линии, оставшуюся после удаления из Г, 
маленькой дуги, концами которой служат точки 2 (5, —е) и 2(5,--®). 
Особым интегралом назовем конечный предел, если он существует, 
выражения 

й — 
2 ту 2—0 
Те 


при з, стремящемся к нулю, полагая в этом случае 


и ( С аш | е' АЕ (5) 


Х— 


21 Х — 15 ия 


“= 
Выбирая точку 2 на некоторой прямой 25,, наклоненной к нормали 


и | 
под углом Ф,, на расстоянии з от 2,, &=х, +. ве 0+0) ‚ рассмотрим 


о ая [ НР |, (1) 
Г. 


Е 


разность 


эта разность будет определена во всех точках х, линии Г, в которых 
существуют определенные касательные к линии Г. Докажем следующее 
предложение: 
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ОСНОВНАЯ ЛЕММА. Выражение $ (з, х,, ®,) стремится в пределу* 
+55), когда з стремится к нулю, для всеф точек х, линии Г, 
кроме, быть может, точек множества меры нуль, не зависящего от $, 
равномерно относительно %,, |. | =, 9—1. 


Доказательство. Рассмотрим сначала случай, когда ЁР (5) — абсо- 
лютно непрерывная функция на [0, [1]. В этом случае предложение было 
ранее мною доказано ("). Приводимый вывод значительно проще первона- 
чального. Полагая Ё’(5) =} (5), заменим выражение (Г) формулой 


1 ($) — 1 (55) ] е9 аз (5) — 1 (50)] е® 48 | 
а В и 


Г Те 


которая может быть записана в виде 


= 
5 ($, то, фо) ЕЕ 57 (50) 59 (1). 
Очевидно наше предложение будет доказано, если мы покажем стре- 
мление к нулю выражения (1’). Для этого заметим, что 
1—1, = ($) —2(3.) = ($ — 5$») [е%° А], 
#—2=2 ($) —2 (5%) — 904%) = ($— 5.) [40 | К] — гёе оо), 


где |#|< 1, сколь угодно малого положительного числа, если 
[8—8 | <А=й (1). Чосле этого легко получим 


И — а _ { 9-9 в — 
) Се }<- сы ИЕ ке) — вре Фо ) 

[ ($) — 1 (55)] "9 аз = 0-и $ ый е$-$0) 45 (2) 
розы В бы ^ | 


Полагая далее $ — 5, =с и обозначая для сокращения Ке-“ = т, причем 


[т|=||< 1 для || <, выражения (2) перепишем таким образом: 
фи — ое ах ее ) 
а ( + т) < — ве Фо ? | 

р | ) 

\ [1 ($) —1 (55) е 45 \ _Ф ($) 4. | (3) 
т — 55 т (1-Е %) с ? ) 


где Ф (с) = © [1 (5) — 1 ($,)]. 


Путем вычитания равенств (3) представим выражение (|’) после 


1 
отбрасывания множителя 5; В виде 
п 


[в све Фо ф (с) с | Ф (<) 4 (4) 
(а - м) ) с — з4е40] (1 (1+ т) с (1-57) < — ве Фо ь ` 
—Е 
Л 
+ 25 Е’(55) в случае, если з находится внутри Г, — 5 Е’ (5%), если вне Г. Второй 


случай немедленно приводится к первому путем изменения направления пути 
интегрирования. 
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Предположим, что при $=5, выражение |] (5) — / (5%) | есть производная 
[о] 


своего неопределенного интеграла, т. е. \ |Ф ($) | 4 имеет производную 
о 

при ‹=0 равную нулю. По теореме Лебега это обстоятельство имеет 

место почти всюду на [0, 1]. Докажем сначала, что предел второго 

слагаемого формулы (4) при =—>0 равен нулю. С этой целью заметим, 

что 


| (1-Е т) < — =5е% | > У = 2=о пу, — [т ||з| > 


>И1-ч (Уч+#-5 18|), (5) 


. 1 ня 
считая |311% |< 9<1 < -иИ1-— и значит 
то ) 2 ) 


| ) (1 Е себе фо 


= 
9 
}1Ф(5) 4—0. 
У!1—4е 
—& 

Теперь мы имеем в виду доказать, что предел при =—>0 первого 
слагаемого формулы (4) равен нулю. Разбивая интервал интеграции 
в исследуемом интеграле на части (—Й, —®), (з, А), [», мы видим, что 
наш интеграл, взятый по Г», стремится к нулю вместе с =. Вопрос 
приводится к исследованию 

[О - — 
ве 0 Ф (с) 4с 


сре 90 Ф (5) 43 


[(1- 0) с — =ёе1%0] (1 4 т) с и [(1 + т) с — =] (1 т) в (5) 
Замечая, что в силу (5) 
в 
| \ сео Ф (5) 43 
и [(1- т) с — ве] (1 - 2) с 
2$ С | ХФ (5) | & 
К | к, (7) 
Ит—а (2 Уй 4) (Уят— 3) 


= 


так как || <ч<-- 1 —4, положим 


$ (6) = [1 (6) |4 


и перепишем правую часть неравенства (7), после интегрирования по. 
частям, в виде 


Е 


2 | 45 (5) и 
РЕ ОМ 
У! [1 (2 у! 4) г( Уз - $ ме: 


) 
=. 25, $ (<) и на 
ИУ1—9(2—У!— 1) | я (уа+е-> = 


2 


в 
а б - 45. 
увути!| 8 ) ®(Уятя— 5.) Уятя 
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Обинтегрированный член стремится к нулю вместе с г. Последний же 
интеграл представим так: 


^, 
23 \ $ (<) 4с 


ны #0 (8) 
| (УзЕя— 1. Ия 


Полагая здесь % (5) =г(5)с и заменяя через 1, убеждаемся, 


И АЕ. 
У = { =? 


что выражение (8) меньше, чем 
в 


2 г (с) ас и 3 з г (с) 43 
Ноу | о И (уатя-у)' 


Е = 


и значит подавно меньше, чем 


8 зар г (5) 
о<$<А 


ИО 


Так как зар г() можно считать сколь угодно малым вместе с \, то 
0<о<ь 


последнее выражение сколь угодно мало вместе с 1. Так же покажем, 
что и второе слагаемое формулы (8) по модулю сколь угодно мало 
вместе с т. 

Таким образом наше предложение доказано для случая абсолютно 
непрерывной функции Р’($). 

Обратимся теперь к исследованию выражения (Г) в общем случае, 


когда Ё(5) — функция с ограниченным изменением на [0, 1. 
$ 


Обозначая через 9 (5) разность 9 (5) = Е ($) — \ Е’($) 43, мы можем, 


п 
8 4 
ее Е т -- 
ра (5) ) я < 


в силу разобранного случая, свести доказательство нашего предложения 
к доказательству его при условии, что функция 9 ($), стоящая под 
знаком дифференциала, имеет производную, равную почти всюду нулю. 
Разбивая, наконец, комплексную функцию (5) на действительную 
и мнимую части и представляя эти последние как разности ограниченных 
возрастающих функций с производными, равными нулю почти всюду, 
мы сведем задачу к исследованию выражения (Г) при гипотезе, что Ё ($) 
есть ограниченная возрастающая. функция с производной, равной нулю 
почти всюду на [0, 1. 

Докажем, что во всякой точке, в которой производная Ё’($) равна 
нулю, выражение (Т) стремится к нулю. Полагая Ё (5) = (5, Ё с) =% (5), 
мы произведем исследование выражения 


\ 94% (в) _ | е'Ф 4$; (<) 
#—5 & — % 
У, т 


) 
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при гипотезе, что %’(0) =0иф% (с)— возрастающая ограниченная функция. 
Повторяя те же выкладки, мы получим вместо (4) 


сре ей (9-90) 15; (8) С ей (®-$0) 
У : 5 ,| 8 (5) (4) 


; (1 ит. Пе (1-Е т) <— зе 
= 


Докажем сначала, что предел второго слагаемого (4’) равен нулю при 
= —>0. Действительно, аналогично предыдущему 


\ е' (9-90) 43; (5) 


` В 
1 т) < — з1е° 


ее [во 


—8 


Далее, поступая аналогично предыдущему, вместо (7) мы будем иметь 


| сре Фо с ($-— $0) 45; (5) 
Ца т) 2 — ео] (1 (1 -- т) 


= 


45 (°) 


Е ЕТ -(уятн—Т.) (7’) 


Дальнейшие выйладки повторяются, и мы получим полное доказатель- 
ство нашего предложения. 
Из доказанной леммы вытекают следствия: 


+ 1 ДР (5 
а Если особый интеграл -—. а. существует почти всюд 
2 # —20 : 


Т, 


1 о Ч аЕ (3) 

на Г,, то интеграл типа Коши — Стильтьеса 5: |=: Имеет опреде- 
и, 

ленный конечный предел почти всюду на Г, когда 5 приближается 


к точкам Г, по любым некасательным путям, равный 


1 е*аЕ (5) Е. 7 
р) ии ЕР (55. (1) 


= 1 
Обратно, если — 
21 


еФаЕ (5) 
\ ИЕ стремится почти всюду на т к конечному 
Ь 
пределу (изнутри или извне Г), тогда существует особый интеграл 
1 е® ЦЕ (5) 


А почти всюду на Ир и предельные значения интеграла 
о 


типа Коши — Стильтьеса выражаются формулой (1). 


Ь) Разность значений интеграла типа Коши — Стильтьеса изнутри 
и извне Ё 


И и 1 и? 


9 Иа 91а 2—4 ' 


где 2, =, + ге +), д, =, — «е%0+%0), стремится к пределу Ё’(5,), 
когда з стремится к нулю, для всех точек х, линии Г, кроме, быть 


2 Известия АН, Серия математическая, № 3 
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может, точек множества меры нуль, не зависящего от ф,, равномерно 


относительно %®,, |Ф.| < 5 9, 9—1: 

8 2. Чтобы доказать существование предельных значений интеграла 
типа Коши — Стильтьеса (4) по всем некасательным путям почти всюду на /, 
(изнутри Г, и извне Г), примем за спрямляемый контур Г кусочно- 
гладкий контур Г с конечным числом точек перегиба. Обозначим через 1 
гладкую дугу контура Г, не имеющую внутри точек перегиба, и положим 


д— < 


ТИР 


2 2 


1 | еаЕ (5) _ 1 ее. 1 \ еФаЕ (5) 
т С) 


2тл х— 5 2 


Очевидно, второе слагаемое правой части последнего равенства во всякой 
внутренней точке дуги 7 имеет конечный предел, когда 2 любым образом 
приближается к этой точке. Отсюда мы докажем существование конечных 
предельных значений почти всюду на 1 (изнутри и извне Г) по всем 
некасательным путям для интеграла типа Коши — Стильтьеса 


если покажем это относительно интеграла 


Г е АЕ (з) 
2щ хз ° 
Заметив, с другой стороны, что контур Г состоит из конечного числа 
дуг, мы видим, что тем самым будет доказано существование конечных 
предельных значений почти всюду на Г (изнутри и извне Г) по всем 
некасательным путям для интеграла типа Коши- Стильтьеса 
1 ( с аЕ (5) 


21 
Г 


и==2 


Чтобы исследовать функцию, изображаемую посредством интеграла 
1 | о аЕ (5) 


‚ положим х—2==тге\, считая 5 внутри Г, а дугу | обра- 


Эт х— 3 


У 
щенной вогнутостью в сторону области, ограниченной контуром Г. 


Доказав существование предельных значений по всем некасательным 
путям почти всюду на 7 в этих условиях, мы тем самым докажем это 
положение для случая внешней точки 2 (в силу следствия Ъ леммы), 
а также и для случая, когда дуга у обращена вогнутостью в противо- 
положную сторону (это приводится к рассматриваемому случаю путем 


изменения направления пути интегрирования). Будем иметь 


Эа — 2 21 р 
М 97 


1 и -4 | е' 9 аЕ (5) 
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› 2 
| последнем выражении отделим деиствительную часть от мнимой, 


подставляя Р, (5) НР, ($) вместо Е ($), 5—ф вместо Ф— 7, обозначая 


! 


через эх угол © надлежащим знаком, между внутренней нормалью 
в точке 2 и вектором г, идущим из точки д к точке 3. Получим 


| 1 Е (5) 1 Гэпу 1 ( 05$ 
2та \ Я— 35 = | т а) зе | я @Е, (8) 
№ М т 
1 5 Л 5 
Ну а, (8) — ув | ЗЕ, (5), 
ей т 


или 


о = = [Р, (89—20, (8) 5,0.) 9 


где положено 


&1 с? 

р. (2) = (ар, (8), 0, = | "АФар, (5) (10) 
у О 

и аналогично Р, (3) и О, (2) с заменой РЁ, ($) на ЁР, ($). 

В разложение (9) входят потенциалы двойного слоя Р, и Р, и им 
сопряженные гармонические функции — О, и —0,. Покажем, что потен- 
циал двойного слоя возможно представить в виде разности двух поло- 
жительных гармонических функций, если 2 находится внутри Г и вблизи 
дуги |. В самом деле, полагая Р, (5) =Ф, (5) —Ф, ($), где Ф, ($) и Ф, ($) — 
возрастающие ограниченные функции, мы представим Р, (2) в виде 


р, (а | “а, (9) — ( ° аФ, (5), 


т м 
откуда и усматриваем справедливость нашего заключения, так как 


с05 
вблизи у имеем и 0. 


Воспользовавшись соотношением (9), в котором по только что дока- 
занному функции Р, (2) и Р, (2) внутри контура Г, вблизи дуги 1, суть 
разности положительных гармонических функций, мы докажем сущест- 
вование конечных предельных значений по всем некасательным путям 
почти всюду на ‘| для интеграла типа Коши — Стильтьеса (9), если обна- 
ружим это для голоморфной функции с положительной действительной 
частью. Последнее же очевидно имеет место, потому что такая функция 
линейным преобразованием приводится к ограниченной функции, пре- 
дельные значения которой почти всюду существуют по теореме Фату 
и, вследствие теоремы единственности, отличны от нуля. Итак, мы 
доказали существование конечных предельных значений по всем 
некасательным путям почти всюду на Г (изнутри Г и извне Г) для 
интеграла типа Коши — Стильтьеса. Это предложение было мною ранее 
доказано для интеграла типа Коши — Лебега (*). 


9% 
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Сопоставляя установленный результат этого параграфа с леммой $ 1 
(следствие а), мы приходим к теореме: почти всюду на контуре Г по 
всем некасательным путям имеет место ия 


А Е стар (о ЕР (5); (ПТ) 


2-хо 24 д 2.) 1-% 


интеграл правой части определен как особый. 

Считая в последней формуле ЁР(5)=Е, (5) вещественной функцией, 
путем сравнения действительной и мнимой частей мы получим, вслед- 
ствие (9) и (10), результат: почти всюду на контуре Г по всем некаса- 
тельным путям имеют место формулы 


С т. аЕ, (+ «РР (5), | 
Е ту 


оееаро-- [В аено 


г 


я И 


$ 3. Естественно назвать выражение 


1 ( еФ АЕ (3) 


21% х 29 


с 


интегралом Коши — Стильтьеса, распространенным по произвольной 
спрямляемой кривой [,, если его предельные значения изнутри Г, по 
всем некасательным путям совпадают с производной Е’ (5) почти всюду 
на контуре Г. В силу основной леммы $ 1 (следствие Ъ) интеграл типа 
Коши — Стильтьеса обращается в интеграл Коши — Стильтьеса тогда и 
только тогда, когда предельные его значения извне почти всюду равны 
нулю или, что то же, когда интеграл типа Коши — Стильтьеса вне Г 
тождественно равен нулю (по теореме единственности). 

Заметив это, легко установим предложение: условия 


вата (8) =0 ОЙ ОИ 

1 
необходимы и достаточны для того, чтобы интеграл типа Коши — 
Стильтьеса обращался в интеграл Коши — С тильтьеса. 


В самом деле, в окрестности бесконечно удаленной точки имеем 
разложение 


: со 
1 еРаЕ ($) й : 
2 | х— 2 р оу \ о 2” аЕ ($) , 
Г, ровен, Й 


откуда и следует наше утверждение. 
Покажем теперь, что из условий 


[етзтаР (5) =0 (п— 0.1.2.) (11) 
у. 
вытекает абсолютная непрерывность функции Е ($) 
на сегменте [0, [|], и следовательно обращение инте- 
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грала Коши— Стильтьесасфункцией распределения ЁР (5) 
в интеграл Коши— Лебега с функцией плотности Ё’(5). 
Другими словами, мы докажем, что классы функций, представимых 
интегралами Коши — Стильтьеса и Коши — Лебега, совпадают, а также 
что интегралом Коши — Стильтьеса функция может быть представлена 
единственным образом. 
С этой целью положим 
$ 
(5) = | “ар (5) (12) 

0 

и перепишем равенства (11) в виде 


("4 (5) =0 В. (13) 
1, 
где Ф (5) —функция с ограниченным изменением на сегменте [0, 1], как 
это следует из (12). Покажем, что из условий (13) вытекает абсолют- 
ная непрерывность функции Ф(5) на контуре Г. В самом деле, усло- 
вия (13) после интегрирования по частям примут вид 


(Ф(92"4==0 РН ра 
* 
Эти же условия позволяют нам заключить, что выражение = \ ее 
; ть 7 ПеЕыи 
есть интеграл Коши. Абсолютная непрерывность функции Ф (5) на кон- 
туре Г, будет следовать из рассматриваемой ниже теоремы, которая 
является обобщением известного предложения Рисса, данного для окруж- 
ности, на случай произвольного спрямляемого контура. 
ТЕОРЕМА. Если голоморфная функция }(2) внутри спрямляемого 
контура Г, представима интегралом Коши 


а 
еее: 


Г 


причем граничная функция }(х)= } (2 ($)) =Ф($) с ограниченным изме- 
нением относительно дуги $, то эта последняя функция необходимо 
должна быть абсолютно непрерывной на 1; кроме того, в этом случае 
7(2) необходимо будет непрерывной вплоть до контура. 
Доказательство. Заметим, что граничные значения }(х) удов- 


) 
летворяют условиям ) 7) 26 а=0 (п-=0,1:4,..-); ЦШубть д=(%)—= 
функция, реализующая конформное отображение круга || < 1 на об- 


ласть, ограниченную контуром [,, а д и & — соответствующие точки на 
границах. Полагая х=Ф(#), перепишем наши условия в виде 


Заметив, что /[Ф(=)] =/[Ф (е)] совпадают со значениями }[х ($ (9))] = 
—Ф (5 (9)) =‹(9), последним равенствам придадим вид 
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В же 


о (9) [$ (5) "4$ (8) =0 (п=0, 1,2, ...), (14) 
[Е1=1 
причем ® (0) с ограниченным изменением на сегменте [0, 2*] и 
25 


\ 4е (6) =0. (15) 
0 
Теорема будет доказана, если мы обнаружим абсолютную непрерыв- 
ность функции о (0). Интегрированием по частям найдем из (14): 
(а 46 (9) =0, 
Е 
или, принимая во внимание (15), 


[ФГ 4% (9) =0 — (и=0,1,2,...). (16) 
ЕР 
Покажем, что из соотношений (16) вытекают равенства 
\ О Ор (17) 
а 


В самом деле, если 3 =ф(%), а = (2), то %" = [4 (5)|" будет голомор- 
фной функцией внутри Г, непрерывной вплоть до контура, а потому 
представимой рядом полиномов относительно 2 = Ф(%), равномерно схо- 
дящимся на Г. Другими словами, %" разлагается в ряд полиномов 
относительно $Ф(%), равномерно сходящийся на окружности |%|=1. 
Таким образом, из (16) следуют (17). В силу соотношений (17) интеграл 
типа Коши — Стильтьеса 


(18) 


обращается в нуль всюду вне единичного круга, а потому его предель- 
ные значения изнутри круга, почти всюду равные о’ (8), образуют сум- 
мируемую функцию. Как показал В. И. Смирнов (*), интеграл типа 
Коши — Стильтьеса (18) есть функция класса Нь, где < 1, а в случае 
суммируемых предельных значений по теореме того же автора функция 
класса Нз принадлежит классу Н,. Итак, наш интеграл типа Коши — 


Стильтьеса (18) изображает функцию класса Н,. По теореме Рисса 
0 


Еа | (9) 46 
Л 
эта функция представима интегралом Коши = Е ‚ а зна- 


—я® 
[6] =1 


0 
| Е4 [о (0) — |<” (0) 46] 
о обр 


Е 


чит выражение 


—=0О тождественно внутри 


9 
и вне единичного круга. Полагая 9 (0) = (0) — \ ®’ (0) 40, из условия 
0 


1 Е аа (60) __ 
>) УИ и 
=1 


получим а (0) =с0пзё, т. е. абсолютную непрерывность функции (0). 
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Действительно, из (19) следует 


ет фо (0) =0 (О, Е. ...), 


®—>® 


т. е. д (9) == с0п$6. 
Чтобы доказать вторую часть теоремы, перепишем условия (17), 
после интегрирования по частям, в виде 


\ в (6) 4 =0 оо (20) 
[Е =1 
« (0) аЕ 


[= ‚ которое вследствие (20) представ- 


1 
Рассмотрим выражение > | 
[Е=1 
ляет интеграл Коши; обозначим функцию, им представляемую внутри 


единичного круга, через Ф(%), т. е. положим Фи) = \ Ин. 
[Е [1 

Функция Ф(%) будет непрерывной в круге |%|<1, как функция, 
представимая интегралом Коши, а следовательно интегралом Пуассона 
от непрерывной функции (0). Вспомнив, что в силу конформного 
отображения (0) = (5) =/{(х ($)) и значит Ф (%) =} (2), мы заключаем, 
то /(2) непрерывна вплоть до контура /.. 

Возвращаясь к соотношению (12), покажем, что из абсолютной не- 
прерывности Ф(5) будет вытекать абсолютная непрерывность функции 
Е ($) на сегменте [0, []. Действительно, так как Ф ($) — абсолютно не- 


прерывная функция на контуре Г, то 


= Фа = \ 03900 -995 
и 


Вычитая из (12) последнее равенство, получим 
5 $ 
ое \ е9(8) (ЦЕ ($) — \ Ф ($) е- 6) 4$], 
0 0 
$ 
откуда #Ё(5$)— } Ф’ ($) е-*®) 45 == сопз(, т.е. Ё (8) — функция, абсолютно 
0 
непрерывная на [0, 1. 
$ 4. Всякий интеграл типа Коши — Стильтьеса (1) может быть пред- 
ен ( аФ (5) 


2 #5 
И, 


1 ее 1 ( аф (5\ 


ставлен в форме ‚ а именно: 


2 д— 21 


7: 
5 5 
где Ф(3)= ( е!9( 4ЁЕ ($), а Е ($) = \ е- 99) 4 Ф ($) (с точностью до прида- 
0 0 
точного постоянного). 
Это замечание позволяет нам предельные свойства интеграла типа, 
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Коши — Стильтьеса вида (1), разобранные в $$ 1 и 2, непосредственно 


1 | аФ ($) 
2 № — 25 
У» 


565. Теореме $ 3, представляющей собою распространение известного 
предложения Рисса на случай произвольного замкнутого спрямляемого 
‚контура, можно придать вместо указанной интегральной формы другую, 
более общую локальную формулировку, а именно: 

Если голоморфная функция }(2) внутри спрямляемого контура Г, 
представима интегралом Коши 


перенести на интегралы вида * 


причем граничная функция }(1)= } (т ($)) =Ф($) с ограниченным изме- 
нением относительно дуги $ на некоторой дуге [&,В] контура Г, 
эта последняя функция необходимо должна быть абсолютно непрерыв- 
ной на всякой дуге [х,,В,], принадлежащей открытой дуге (я, В); кроме 
того в этом случае }(3) необходимо будет непрерывной вплоть до 
дуги (=, В). 

В силу основной леммы $ 1 (см. $4), мы знаем, что 


Е (+) (21) 


=> 0 = 
Г. 


для всех точек .х, дуги (х,В) за исключением точек х, множества 


т 


меры нуль, не зависящего от Ф,, равномерно относительно %,, |, = 
к 
0, 0<1, где положено 
м. аа Л 2 № а 41 
1=4, Е «ре 0-90), де эре Фото). 


Пусть [«,, В,] — произвольная дуга, принадлежащая открытой дуге (х, 3). 
Выберем дугу [х’,В’], принадлежащую (х, В), так, чтобы дуга (а’, 8’) 
содержала внутри себя [а,,В,|], причем в ее концах х.=х(’) и 
хо = (8) предполагается выполненным предельное соотношение (21). 
Рассмотрим замкнутый спрямляемый контур К, состоящий из дуги 
[«’, В] и линии Р, целиком лежащей внутри Г, с концами в точках 
х, и т, , некасательной в этих точках к контуру Г. Покажем, что 
производная ]' (=,) стремится к пределу Г’ (х.) [соответственно Г О, 
когда точка 2, приближается к точке 2. АН. х,’), оставаясь 
на Р. Действительно, 


АЕ. 1 (2) а _ } (2) ах 
й (2,) = Эт \ (2 — 21) 9 \ = 21)? ах 
Г Г.- [а,В] 
в 
1 Ф (5) Ф (8) 1 аФ (5) 5 
ее не (22) 


* Это указание было сделано А. И. Плеснером после мсего доклада на засе- 
дании Московского математического общества, 22 февраля 1940 г. 
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Обозначая через <, соответствующую = 
вместо (22) 


‚ внешнюю точку, получим 


ры м 1(2) 42 _ м { (2) ах ь 
И ей 


Е в 29). (02 


Вычитая (22’) из (22) и переходя к пределу при =->0, мы получим 
вследствие (21) 


Пт [ (5,) =Л (1%). 


г. й 
о 


Таким образом, в частности, производная ]” (2) будет ограниченной 
на линии Р, а значит }(5)— функция с ограниченным изменением 
относительно дуги на линии Р. Заметив это, обозначая через 2 любую 
точку внутри контура А, очевидно, имеем 


;) а 
А 


К 


причем (5) будет с ограниченным изменением относительно дуги на 
всем контуре К: 

Вследствие теоремы $3 мы отсюда заключаем, что }(1($)) абсо- 
лютно непрерывна на дуге [*,,В,] и /(2) непрерывна вплоть до этой 
дуги, что и требовалось доказать. 

Примечание. При доказательстве мы вместе с тем обнаружили 
справедливость следующего предложения: при условиях теоремы про- 
изводная Г (2) почти всюду на дуге [«,В] по всем некасательным путям 
стремится к определенным конечным предельным значениям, равным 
Г (1). Это предложение является обобщением нашей прежней тес- 
ремы (*). 

$ 6. Как известно ("), необходимыми и достаточными условиями 
представимости голоморфной функции ](2) внутри спрямляемого кон- 
тура Г, интегралом Коши — Лебега являются равенства 


\ 2%) Ча Гы (Обь Ца (23) 
1. 
Считая, в частности, }(5)=/(< (5)) =в ($) вещественной суммируемой 
функцией и принимая за контур Г окружность с центром в начале 
координат радиуса единицы, мы видим, что равенства (23) равносильны 
утверждению, что в (5) ==с01$6 почти всюду на окружности. 
В связи с этим легко обнаружить справедливость следующего 


предложения: 


Если имеют место равенства \ пе оО бесы; 1; Зуко.’ аде 
№ 
Г— любой спрямляемый контур, а в ($) — веществениая непрерывная 
функция дуги $, то ($) ==60108%. 
Для доказательства перепишем наши условия в виде 


274 И. И. ПРИВАЛОВ 


в [5 (9) [2 (©) 499 =0 (и=0,1.2,...), 


-—> 


[Е 

где :—=Ф(%) — функция, реализующая конформное отображение еди- 
ничного круга |%|< 1 на область, ограниченную контуром Г, а 2($5) 
и & = © — соответствующие точки на границах. Представим послецние 
соотношения в форме 

в [$ (014 [$ (®)]"*'=0, (24) 

[| =1 

понимая эти интегралы в смысле Стильтьеса. Так как ®" = [1 (3)]", 
т=1,2,..., где %=5(2)— обратная функция для 5=$(%), голо- 
морфная внутри /[, и непрерывная вплоть до контура, то она может 
быть представлена рядом полиномов относительно 2=0(%), равно- 
мерно сходящимся на Г, т.е. и” представляется равномерно сходя- 
щимся рядом полиномов относительно $Ф(%) на окружности | |=1. 
Веледствие этого из соотношений (24) вытекают равенства 


[$ (8) 4" =0 (т=4,2,...) или \ в [$ (6)] =" 4Е=0, 
16| =1 = 
откуда, в силу сделанного выше замечания, р [5 (6)] == с0п3%. 
Аналогично, если имеют место равенства 
о =0 а а М 
ь 
где Г. — любой спрямляемый контур, а р ($) — вещественная непрерыв- 
ная функция, заданная на /,, то 
ш ($) == ©0136. 
Этот случай немедленно сводится к рассмотренному, если положить 


2=} тогда у (<) х”'4х,=0, где р, (3) =в($) в соответственных 
Та 

точках кривых /[, и [,.. По доказанному р» (5) =501036 на Г,, значит 

№ (5) == с018% на Г. 

в ($) а 


х 
—=0 вне Г,, где в (5) — вещественная 


1 
Следствие. Если —- \ = 


тт 
Ё 


непрерывная функция, заданная на спрямляемом контуре Г, то 


ы (5) == с0п8, так как в этом случае \ ш (5) 1`ах=® (п=0, 1,2, ...). 
я т 
Если же — \ Ех внутри /, то р (5$) =0, так как в этом случае 
п. 
( 2—0 (п=1,2,...) (считая начало координат внутри Г, что 


р, 
не уменьшает общности доказательства) и значит | (5) = ©0184 =с. Далее 


($) а А ы 
0 1 ее в. и 4х ея 


9 РЕВ 9 пе 
Ц 


так как 3 внутри Г. Следовательно 1 (5) ==0. 


Математический институт Поступило 
при Московском гос. университете. 2. П. 1940. 
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Т. РЕТУАГОЕЕ. ЗОВ ТМТЕСВАТЕ ШО ТУРЕ ОЕ СЛОСНУ—5ТТЕТЗЕ$ 
ВЕЗОМЕ 


1. №18 арреПегопз 1п&ёотае 4и фуре 4е Сапсву— Зе ез ’ехргезз!оп 


| 
1 \ е® аЕ(5) 1 е19 8) Е (5) 
2 бы а ($) —< 


(1) 


Эт 


ой [, езё ипе сопгЬе гесмН&Ъе 4е Фогдап {егтёе 4е 1опочеиг [ е\ а’а1|- 
1ейтз атрИта1ге, ф ез& Гапо]е епуге 1а фапсепце её 1а Чтесмоп розИлуе 
4е Гахе 4ез аБзс1ззез её ЁЕ(5$) езё ипе Горсйоп сотр! ехе 4е Гагс 5, 
46 иле зиг |е зестеть [0,1] её а уамамоп Богиве. 50 1, ип ро 
дче!сопаае 4е 1а Попе СЁ, а6Йпле раг 1а уа]еиг $, 4е зоп агс. 
Рез1епопз раг Г. Па рагае 4е 1а Попе Г, 4а1 езё сопзегубе, диапа 
оп а ешеуё 4е Г, ип рейь агс ауапф роиг ехг6ти $ 1ез ро1пёз д (5, — =) 
ес 1(5,-+=). М№\из арреПегопз 1п{6ота!е зпеаЙёте 1а Пшие Ише 4е 
1 ( е® 4Е (з} 


211 , 
т 


ех1з(е, её поз розегопз Чапз се саз 


рог < 1еп4апф уегз 26го, я себе Пшие 


Рехргезз1оп 
2—0 


1 [ е® 4Е (5) 
) х—ж 


1 \ е14 ДЕ (5) 
) р | 
Г, Те 


Х — 5 


Еп сЪ0131ззапё ]е ро1пё 5 заг ипе сегмаше агоЦе 2х, {!э1запё ауес а 
погта!е ип апз|е %,, 2=х, - ге 944%), сопз196гопз 1а @1И6гепсе 


й е® 4Е (5) «9 аЕ($) |. 
Раь а | \ Е м |” 
1, 1 


-Е 


сейе 416ёгепсе зега Аёеглитёе еп 108 1ез ро1п4з х, Че 1а Попе Г, ой И 
ех156е ез фапсел{ез Ч6{егллитбез а 1а Попе Г. 

Гешше Гопдатепца!. Л/’ехргезот 3 (=, х,, Ф,) Фепа ъетз (а Птие 
2 диапа = —>0, роиг 10и$ 1е; рот х, 4е (а Пепе Г, зай] 
реиё @те 1ез роту$ 4’ип епзет 6 [е 4е тезите пиЦе, гпавёреп4ат 4е $, её 

: 2 а п — 
сёа ит ргтётет раг таррогё @ %., || = 50,0 < 1. 

Гат аётопйгё сейме ргорозИоп ашеёгепгететь ропг |е саз ой Ё ($) 
езё ипе ГопсМоп аБзо]атепф сопйпое зиг [0, [1] (*). 

2. Еп \епап сотрие 4и 1ешше с166, оп решё а6топ(тег 1е \фвогёте 
зитуап(: ргездие рагоиё зиг [е сотоиг Г зштат сйадие сдетт поп 
1апвещ, оп а 1а ргпище 
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1 \ е® аЕ (5) 1 \ е19 аЕ (5 


х— 


В (1) 


ой Ремевте 4ш зесоп4 тетбте ез51 авйте сотте ипе глеёстще ятвивете. 
Рапз сеще Гогти]е Г ез6 мп сегба1и сошбойг рагмеПететь апт (зсК- 
\е1зе 21а) ауапё ип пошЪге Пот ае роз 4’ тИех1от. Га Гогащше (Т) 
а 616 ав]а еаЪШе раг тот ргёсё4етепь Чапз 1е саз ой ЁЕ(5$) езё чпе 
Гопсйоп аЪзолтепь сопипие зиг [0, 1] (*). 
3. П езф пабаге|! 4е поттег Гехргезз1оп 


иле 1п(6ота]е 4е Сапсву—Зе]ез зимуапь ипе сопгБе агЬИталге гес- 
Па е /Г,, э1 зез уа!ептз Птиез, оБ4епаез еп за!уапь 4ез сВетииз зИлез 
а Гицемеог 4е Г, её поп фапсеп{з & Г, соше1Аеть ауес |1а аётуёе Е” ($) 
ргездие рагфойё заг 1е соп(омг. Еп уег Аа |етше {опдатеша! да $1, 
Рулибога[е ам фуре ае Саисву — Зйеез 4еулет$ папе 1п46ста1е 4е СаисБу — 
ЭИец]ез 4апз 1е саз её 4апз се саз зел]етепфь ой зез уа[еитз Ишиез 
рг1зез 4е Гехёмеиг 4е Г, зопё ргездае рагфоф паПез ош, се аи 
езё 1е тёше, фаапа 1’1п(60та]е аа фуре 4е Салсьу — Зяеез & Гех\6- 
еиг 4е Г, езф 14епйфаететь поаШе (еп уе Ча \6огёше 4’амеи6). 
ПП еп тёзаЦе але 1ез соп@1Яопз 


\ Я" аВ ($) =0 (Ю.Д ие) 
:} 


з0опф пбсеззалгез её за 1затфез рог аие 1’1п6ота!е 4и фуре ае Саиеву — 
бе ]ез 4еу1еппе ипе и\{6ога!е 4е Саисву — Зие\ез. 


Ь Е $. аЕ(‹ 1 те 
№18 ауопз абтопт6, дие $5; \ о =0`-@ Гемемент ЧЕТ 
га 
а1отз 1а рюпсиоп Е ($) е5ё ипе ропсйоп афзитепё сопипие. 
. : о $; ь 1 Е(5)4 
4. Оп абтоп4те епзаце |е \Мёвотёте: роиг дие Гехргезяот 5 \ ы ) и 


ой 1а рюопсйоп Е (3) ей а сапайоп Фотпве зиг Гате [а,8] ае РЕ. ипе 
ии сте 4е Саиспу, И ез5ё пёсеззате дие Е ($) зо абзошитепё сопйпие 
5иг срадие атс [в,, 81] С [*, 8]; а’ааЦеитз 4апз се саз 1а Ююпешоп тергё- 
зетёе раг “у тертще 4е Саисйу езё пёсеззатететй сопйпие ратоиф, Рагс 
(х, В) у сотрмз. 

Се Чегилег {№ботёше а 66 Ч6ётотиг6 раг В1ез2 Чапз 1е саз ой 1, езё 
ицпе слгсоп!6гепсе её Ё(5$) езё А уамамоп Богоёе заг сеМе салгсопЁ6гепсе. 

5. Еп сопеаапё, 10па1!опз ипе ргорозИлоп Чат ез® ппрогфапце ромг 


1ез аррИсайопз 4е |’16ота!е 4а {уре 4е Саасву: & 5 = =0 
о 


а Гежлётеит @4’ип сотоит тесира Ме Г, ой в($) езё ипе ропсйоп твеЦе 


сомише её аейше зиг Г, оп а в($)==е01036, её 0 
ть те 
|2 


уз 


а ГРемётеиг ае Г, оп а в ($)==0. 


ИЗВЕСТИЯ АКАДЕМИИ НАУК СССР 
ВОГГЕТ!М ОЕ ГАСАРЕМ!Е РЕЗ ЗСТЕМСЕ$ РЕ 10855 
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М. А. НАЙМАРЕ 


СПЕКТРАЛЬНЫЕ ФУНКЦИИ СИММЕТРИЧЕСКОГО ОПЕРАТОРА 


(Представлено академиком И. М. Виноградовым) 


В статье дано описание всех спектральных функций симметриче- 
ского оператора. 


В своих исследованиях, посвященных квадратичным формам с беско- 
нечным числом переменных, Гильберт (*) показал, что всякий ограни- 
ченный самосопряженный оператор Н в сепарабельном гильбертовом 


пространстве 6) допускает спектральное представление вида 
| 


Я = ( 1. Е (А), 
а 

где Ё()^) (—©®<<^< +) — проэкционный оператор и Е ().) —>0 при 
> — со, В (1) —>1 при ^—>-{ <, Е(),) <Е(*,) при \, <^,. Возник 
вопрос, в какой мере этот результат можно перенести на неограни- 
ченные операторы. Этот вопрос в основном был решен Карлеманом (*), 
который показал, что для всякого симметрического оператора * Н 
в сепарабельном гильбертовом пространстве & существует. семейство 
ограниченных самосопряженных операторов Е(^) (— <<) < о), 
удовлетворяющее следующим условиям: 

1° (Е(*)},/) не убывает при возрастании ),, 

2 Е(^)/— непрерывная слева ** функция )., 

3° Е(^)/-—>0 при \->— <, Е (\)}->} при \—>-+ о, 

4° для любого конечного интервала А и любого }ЕУ элемент 
Е (А)} принадлежит области определения Н” и 


НЕ (А)}= \ . 4Е (4) /. 
д 
Всякое такое семейство будем пазывать спектральной функцией Н; 
однако в этом случае Е\(\), вооэще говоря, не является проекци- 
онным оператором; кроме того данный симметрический оператор 
имеет, вообще говоря, не одно, а бесчисленное множество таких 


* По поводу терминологии см. (5); там же имеется изложение результатов 
Карлемана в абстрактной форме. 

** Если ве оговорено особо, то предел всегда рассматривается в смысле сходи- 
мости по норме элемента (т. е. сильной сходимости). 
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спектральных функций. Оператор Н имеет лишь одну такую функцию 
в том случае, когда Н — максимальный оператор * и Е(\) — проек- 
ционный оператор лишь в том случае, когда Н — самосопряженный 
(гипермаксимальный) оператор. В последнем случае спектральную 
функцию ЕЁ (^) мы будем называть ортогональной. 
Доказательство Карлемана основано на аппроксимировании Н 
последовательностью ограниченных самосопряженных операторов Н“”; 


оказывается, что можно из Н“®) выбрать такую подпоследовательность 
Н“”, что спектральные функции Е") ()) этих операторов слабо схо- 
дятся к некоторой спектральной функции Е(^) оператора Н. Это 
доказательство не дает поэтому полного описания всех спектральных 
функций оператора НЯ. 

Возникает вопрос, каким образом можно охарактеризовать все 
спектральные функции ланного симметрического оператора; этому 
вопросу и посвящена настоящая работа. 

В $1 я показываю, что всякую функцию Е, (^) в пространстве \%,, 
удовлетворяющую условиям 1° — 3°, можно представить в виде проекции 
некоторой ортогональной спектральной функции Е (^) в более широком 
пространстве \ (5 —5,) но формуле 


Е, (^)1=Е, - Е (К), 1Е5, , (Т) 


где Е, — оператор проектирования в % на %,. 

$ 2 посвящен описанию всех самосопряженных операторов Я в про- 
странстве $, которые на области определения Н, совпадают с Н 
такие операторы Н я называю расширениями ** оператора Н,. 

$ 3 посвящен основной задаче. Оказывается, что если Н — какое- 
нибудь самосопряженное расширение Н, ‚, а Е (^) — спектральная функ- 
ция Н, то функция Ё,(\), полученная из Е (^) по формуле (ТГ), является 
спектральной функцией Н,, причем таким образом получаются все 
спектральные функции оператора Н,. Кроме того оказывается, что 
всякую спектральную функцию оператора Н, можно получить указан- 
ным выше приемом Карлемана. 

В $4 разобран вопрос о том, когда разные расширения оператора 
Н, определяют разные спектральные функции Н,. 

Отмечу еще, что все рассматриваемые в этой работе гильбертовы 
пространства не обязательно сепарабельны. 


$ 


$ 1. Вепомогательные предложения 


ЛЕММА 1. Пусть А — самосопряженный оператор в гильбертовом 
пространстве ®,, удовлетворяющий условию 


0= (4/1, =(Л, 1%, ; 


* См., например, (5), теорема 15; в дальнейшем я буду придерживаться 
обозначений и терминологии этой работы. 

** Частный случай расширения рассмотрен мною в работе (5); там же (см. (5), 
$ 6) доказано существование спектральных функций симметрического оператора 
и в случае несепарабельного пространства. 
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пусть, далее, \) — произвольное гильбертово пространство, содерожалщцее 
У, и такое, что 


Чш $, = а ($©5,), 

а Е, — оператор проектирования в % на %®,. Тогда существует в 
проекционный оператор Е такой, что для всех }Е®, 

Ау = ЕЕ). (1) 


Общим видом всех таких операторов Е является * Е —|Езв|уи-ь>, где 


Еи=А, Ев=Е=УА-— АО, РЕ»=ЕьР=0"(1—А)О, } (2) 
ВА: Р) = Л, (1 —Р), 7165, =905,, 

И — частично изометрический оператор из %, в 9%, с произвольной 
начальной областью 3}, С, и конечной ** 3, = (А А*)С 9, Р= 
=0"0 = Р», и Р, — произвольный оператор проекти рования в (1 — Р) $, = 
— 5: © Зы. 

Доказательство. Пусть Е —|Еж|; „-1>— проекционный опера- 
тор в, удовлетворяющий (1). Так как Ё — самосопряженный оператор, 
то Е =Еь;; так как Е*=Е, то 


Ев РВ, =, (3) 
Р.Е. Е ЕЁ. =Е,, ) (4) 
Е.Е + ЕЁ. =Е,,, (5) 

ба иг. Ель В; = Е. (6) 


В силу (1), Е, = А; поэтому из (3) получаем, что ЕзЕь=А- А*, 
следовательно Ё,, = УИА- 4* А*(, где О — частично изометрический опе- 
ратор из 9, в ©, с конечной областью 3}. Подставляя выражение 
для Е, в (4), получаем 
АУ А-— АОИ А- А*0Е,,=УА-А*0, 
откуда 
УИА- А* (АО --ОЕ„,—0)=0. 

Так как нулевые подпространства И” и УИА- А* совпадают, то отсюда 


следует, что 
ОА ОЕ. 0) 0, ‘ОАО ОЕ, —ГИ 0, 


РЕ =0”" (1—А)О. 
Беря* в обеих частях последнего равенства, получаем 
РЕ РР О а еЫ. 


Равенство (5) получается, если применить* к обеим частям (4). Умно- 
жая (6) справа на (1—Р), получаем, в силу Е,, (1 —Р) =0, 


Е, (1—Р)=Е» (1 —Р), 


* Е}, — оператор из $к в $1; Е^- || Ел ||, =в,з обозначает, что Езж/к = ЕзЕЛ,, 
+ Е 5», где Е/— оператор проектирования в $ на $; 7, К =1, 2. Подробнее см. (5}, $4. 
** 3 (А) обозначает область изменения оператора 4, 3}—замыкание %. 


250 М. А. НАЙМАРК 


т. е. оператор Р, в 9, О}, ‚, определенный равенством 


Р./=Е,/, 16%, 9 , 


является проекционным. 

Таким образом Е |Елж|лк-ьз удовлетворяет (2). Обратно, из (2) 
непосредственно следуют (3) — (5) и самосопряженность Е. Кроме того 
для /Е9), имеем } =РР, следовательно 


ЕЕ! + ЕзЕ = И" / А АИ А- А* И}- ЕЪРУ= 
АА ЗЕЕ ео (7) 


Но ОИ’ есть оператор проектирования в ®, на У(А- А*) =}, ; 
поэтому 1—00* есть оператор проектирования в %, на 9, ОХ, = 


=©, Фо. , где ф. и ©, — собственные подпространства А для собствен- 
ных значений )=Ои \=41. Поэтому Ре, и Ре, а значит и 00*= 


=1—Ре,— Ре, перестановочны с А. Кроме того И*ИИ“* = 0*, следова- 
тельно 


(7* (1-- А) 00" (1— А) 0} = 0*00* (1 — А) И} = 0* (1-— А Ор 
и (7) перепишется в виде 
ЕЕ ЕЕ! = 0 Ас) ОИ" (1 г А} (1 = 
= 0* (1—4) О1=Е„Р/=Е„, 


т. е. (6) имеет место в 9},. Далее, для 6%, ОУ), имеем Е ‚/=0, 
следовательно ` 


Ен] 4+ ЕьЕн/ = ЕЪ = Ру = Ру Ен, 
так что (6) имеет место и в 9, О. 

Итак, из (2) следуют (3) — (6), т. е. Е* = Е, так что Е — проекционный 
оператор, удовлетворяющий (1). 

Определение 1. Оператор Е будем называть регулярным, 
если пт (1 —Р,) (5, О}, ) = апт Р, ($, ©, ) = Чип $, и Ана, — беско- 
нечное кардинальное число. 

Очевидно, можно всегда построить регулярный оператор Ё, удов- 
летворяющий (1), `если только Чип у, — бесконечное кардинальное 
число, не меньшее %,. 

Следствие 1. Пусть А — произвольный самосопряжюгнный оператор 
в гильбертовом пространстве $ бесконечной размерности, удовлетворя- 
ющий условию 


0= (АЛ = (Л, /Е5. 


Тогда существует в $) последова тельность проекционных операторов Е 
такая, что для произвольных }, 2Е® 


(Е }, &) (АР, #) при п-> о. 


Доказательство. Пусть {ф„} — полная ортонормальная система 
в 9; разобьем {$} на счетную совокупность систем {30° так, чтобы 


мощность каждой из них совпадала с аи, т. е. с мощностью {Фа}, 
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и обозначим через 5” подпространство, построенное на всех векторах 
1 

первых п систем {$,}),..., {.}®, а через. Е” — оператор проектиро- 

вания в © на 9”. Тогда для любого 1Е® 


т. п> ©; (8) 
кроме того Чт $") = ат 9 © 9” = 41 $5. Положим для 69” 
А = Е А}, 


А“ является оператором в 5 и для ЕО 


(А р =(Е ТА}, = (АР ЕР = (АКВ, 


следовательно 
О= (АА. 
Согласно лемме 1 существует поэтому проекционный оператор Е” в ® 
такой, что для 69” 
ЕЕ} = Аб; = ЕА]. (9) 
Пусть теперь © — совокупность всех конечных линейных комбинаций 
{$}. Если /Е ©, то при п достаточно большом 19“, следовательно, 
при любом РЕФ, 
(Е, в) = (Е, ЕР -(Е "У, (1 Е") в) = 

= (Е! АУ, 8) (Е (1—Е!) 8. 
Но в силу (8) 

(ЕТАР, =) > (АК 2) при п-> о 


"(Е у, (1— Е) в) | < Е |4 - Е) 8 | < 
<|/||(1— Е") #|->0 при п-> о, 
следовательно 
(Е}, (АБ в) при по. (10) 


Так как © плотно в 9 и последовательность Е“ равномерно ограни- 
чена по норме, то (10) имеет место для всех /ЕЭ. 

ЛЕММА 2. Пусть А, В — ограниченные самосопряженные операторы 
в гильбертовом пространстве ®,, такие, что для любого |Е 5, 


(А, )>0, (В/,)>0, (АВ) = ФЛ. (11) 


Тогда 
Я (ВАСЯ (У В- В?) (12) 


и для ЕЯ (УИ А- А°) 
|(В— В) ЗВА(А- 4*) */|<|] |, (13) 


: м 
причем (В— В?) * и (А-А*) * следует рассматривать как опера- 


торы в =) (В-— В?) и = (А- 4°). 


3 Известия АН, Серия математическая, № 3 


282 М. А. НАЙМАРК 


Доказательство. Для любого 69, имеем 
| 431 = (47, /) < ((—В) А Л=|(1-— В) 1 (14) 


Положим 
1 > 
Т(1— В)? }= А? }; (45) 
в силу (14) это равенство определяет Т однозначло на %((1 —В)?), 
% 


причем для ‹Е%У ((1— В)?) 
17+] = $1. (16) 
1 
Поэтому можно доопределить Т по непрерывности и на % ((1—В)?) 
УР ст 
с сохранением (16). В 5 ОУ ((1—В)?) положим Т=0; тогда Т опре- 
(1 


делен во всем %, и Нат там (16). Но тогда Г” также определен 
во всем 5, и 


17*Ф| <|$|. (17) 
Для любых }, 569, 


(1, Ав) = (Аз}, 8) =(Т(а-— В), в =(ф(1-—В)? Т"р), 


следовательно 


1 1 
АЗв=(1— В)? Т*в. (18) 
Отсюда 
СА: _ 2 Е С 
ВА} =ВАЗА*] = В (1— В) Г*А? } = (В —В*): В Т*А?р, 
следовательно 
1 
Я (ВА) С ((В- В*)?), 
и соотношение (12) доказано. 
Далее в силу (18) 
1 и 
М в = КВА. О: Пи и АЗ, 5) = 
1 


ЦВЗ "АЗ, (В— В") 8) |< В 7-АЗ/||(В— Вы (19) 


кроме того, в силу (18) и (17) 


|8 АЗ ве дз}, ТАЗ О К Аз г) 


ВЫ А ив Ар = ый Аз = 


— (АЛ АЛ =((А— 4*) Л =[(А- дз АР, 


поэтому из (19) следует, что 


|(ВАФ, =) | < (А- 4*)* 1 | [(В— В*)* = |. (20) 


СИВКТРАЛЬНЫЕ ФУНКЦИИ СИММЕТРИЧЕСКОГО ОПЕРАТОРА 283 


Положим теперь в (20) 
1 


1 (А —4°) *Ф, ФЕЗ((А— 4*)), 


1 


&=(В— В?) *4, $Е%((В- В*)?); 

тогда 
1 о 
ф=(А-— 4?) }, ф=(В-— В)? в, 


и (20) перепишется в виде 


(ВА (А— 4) 2, (В—В*) 24) |< ФФ]. (21) 


Следовательно в силу (12) 


с 1 
|((В— В*) *ВА(А— А*) *$, 4) |< |+|[ ||. (22) 
По непрерывности последнее неравенство имеет место и для всех 


1 
2 


1 
фЕХ ((В— В*)*) =%,. Положим, в частности, ф=(В— В*) * ВА(А— 


1 
— 4?) 2Ф; тогда ФЕХ, ‚ так что в силу (22) 


1 


1 
ВВ В, 
и (13) также доказано. 


ЛЕММА 3. Пусть А, В, 9, — те же, что и в лемме 8, а © — гиль- 
бертово пространство, содержащее $5, и такое, что 


41 $, = дип ($ О5,) 


и 91т ($0, )— бесконечное кардинальное число. Тогда существуют в ® ре- 
гулярные взаимно-ортогональные проекционные операторы Е и Е такие, 
что для ГЕ, 

АВВ, ВВ (23) 


и такие, что Е+ Е также регулярен. 


Доказательство. Возьмем в качестве ЕЁ произвольный регуляр- 


ный оператор, удовлетворяющий (23). Обозначим, далее, через В замы- 
1 


| 
кание оператора (В — В*) "ВА(А— А *) *.В силу (12) и (13) В опре- 
делен в 9, и его область изменения находится в 4, причем 


| В/| < |7, ТЕЖ. 


Поэтому оператор 
В/= ОУ Е 
отображает $}, в 6, и 


[В/| <. (24) 
Положим 
в =Р, (9, ОЗ, $ = (1—Р,) (9, О}; (25) 
тогда 
9, ОЖ, =@© ФУ, © 153, а 6 = 5 = а 5, (26) 


3* 
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и 
Е. =4 на ®,Е,, =0 на 5. (27) 
Разложим, далее, % на три взаимно-ортогональных подпространства 
5 == 5. Ф 5. Ф $ 
таких, что 
д1та 5, = ао 5, = 911 %,, (29) 
и положим 
Т/= Я для ТЕЗЖ,, 
ты (30) 
У/= (1— А, В!) * У, ] для }ЕЗ,, 


где, — произвольное изометрическое отображение $, на (1 — А, В!) 3.. 
Докажем, что У* изометрически отображает 5, в 3}, Фб,. В самом 


деле, для ФЕ, | 
2. 


а так как 
1 


В ФЕ, ИА, ? ФЕЗ, 1 9, 


ий 
|У*ФР=|А1Ф[* |7 (1— В,В,) * ФЁ! = (В1Ф, В1Ф) + 
1 
+1 -— В, 81) * 9? = (В, В1ф, Ф)- ((1— В, В1)ф, Ф) = (Ф, Ф)=|Ф|. 
Будем теперь рассматривать У как оператор из 9, в %,, полагая 
У =0 на © ФУ, ФУ,; тогда У — частично изометрический оператор с не- 
которой начальной областью $3, С 3 Фу, и конечной 3%. В силу 


о нь 5, о ‚СУ, О, имеем О ЩЕ 5, ФУ, 2%, 5, Е И: 


то 


Положим 
Е ^^ | || ль 1,2, ПАВ, Е.=Ри=уУ В- ВТУ, 
Е} == У* (#— В) У} для 16%, 31 
Рв/—/ для / 65, (31) 
Е. /=0 для 69, О 9. Ф&,. 


Согласно лемме 1, Ё — проекционный оператор и удовлетворяет усло- 
вию (23). Кроме того в силу 


Е, = на 5, ба, 


Е. =0 на 9, О (%, Ф5,) 28, © 9, ФВ ФЗ, Ф $1) = 6; 
9$, =ана®,, 


Е регулярен. Далее, так как $,СХ, то Е, =0 на %,, следовательно 
Е„--Е„=0 на 3,, (32) 
а так как Е, =0и на %, (С $), то 
ЕР. =4 на 5. | (33) 
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Докажем теперь, что ЕЁ = 0. Положим для этого в (30) {= ГУ А- А* А? 8, 


2ЕЗ),. Очевидно, /Е9},, следовательно 


УГ"У/У А-— А: = — В,0"У А- А: == — В00*У А- Ав = 


1 
=—ВУА- 4*;= —(В-— В*) *ВАе. 
Отсюда 


1 1 
ВАё-- (В В*)* У" (А— А) 2—0, 


(Р.Е, РЕ) в=0 для 569. 
Для Е, ОУ, имеем Вне =0 и 
1 
[7.6.8 |=|ВА#|=<|В?* Аз | < |(1-— А)? А 


поэтому во всем ®, 
РЕ А.О: 


Далее, применяя к обеим частям (34) У*(1— В), получаем 
1 1 
У* (1— В) УИ*(А- А*)* «= —У"(1-— В)(В-— В*) * ВАё= 
1 
= —У*(В- В). Аз: 
Отсюда 


1 
2 


У (В— В*)* Ав-- И" (1— В) УИ" (А— А*)* 5=0, 


(РЕ, ОЁ,,Е„,)=Е=0, где 86 9%,, 9 =УТУ = Ру, 
Для 269, ОЗ имеем Е, Е=0 и 
ева ЕРНИИ (В— й 


(В) ВЗАЕ, ВУ Ав) < (БАБ, Вт Ав) — 
= (ВАв, Аз) < ((1— А)Ав, в) =0, 


ть 
2 


ег (В— в дв = 


следовательно 
Е.Е. -+О РЕ, =0 во всем %,. 


Рассмотрим теперь оператор Е,,Ё,, (1 —0). Для любого }Е%, 
Е, (1 — 9) 1С 5, С 5, ОЗ, 
следовательно Е,,Р,,(1—0)=0. Поэтому и 
и— ОЕ, =(ЕьЕ, &—9))"=0. 
Складывая (36) и (37), получаем, что 


Ра 11 РВ =0. 


(34) 


(35) 


(36) 


(37) 


(38) 


Положим теперь в (30) 1=(”* (1 — А)ф, ФЕ (А- А*), так что /Е3,; мы 


получим 
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ТО* (1 — А) з= —ВОП* (1— А) == —В(1— АО“ = —А(1— А)ф= 
Ш т 
= —(В- В*) "ВА(А— А") *(1-— А)ф= 
вы 1 р 
ВВ (39) 
отсюда 
1 
(В В*) * УП* (1— А) >Ф-Е В (А— дз) 0. 
Так как Я(А— А?) плотно в 3$, то по непрерывности последнее ра- 


венство имеет место для всех фЕ5},. В частности для ф=0}, /Е9, 
имеем ФЕ3}{,, следовательно 


1 Е 
(В ВУ" (1— АО В(А- А 0:=0, 
т. е. Р.В. ЙЕ, Р=0. (40) 
Рассмотрим теперь оператор Ё,,Е,, (1 —Р). Для любого }Е®, 


Е. (1—Р)/Е 6 =9, © (9%, Ф5, Ф5,Ф5,) с 9,9%, 
а так как Г, =0Ов9,ОХ,, то 


Е.Е. (1 —Р)=0. (41) 
Складывая (40) и (41), получаем, что 
У (42) 


Применяя к обеим частям (39) оператор У* (1 — В), получим 
1 1 
У" (1— В) ГО* (1 — Аф= —У*(41 — В)(В— В*) "В(А- А*)*ф= 
1 1 
=-—Т*(В- В*)*(А— А*) 2. 
Снова по непрерывности последнее равенство имеет место для всох 
ФЕЗ,. Полагая ф=0}, /Е%,, придем к равенству 


1 
2 


У* (1 — В) УИ* (1 — ЮУ" (В— ве) (А— 4*)? 0]=0, 

т.е 

‚Е. ОЕ,,Е„„Р=0. (43) 
С другой стороны, для любого /Е%, 

А (1 — ОЗ св, 
а так как Ё,, =0 в %, то 

В.В: (1—0) =0 
Поэтому и 

(1—9) ЕЕ „= (Е „РЕ „(1 — 0))" =0. (44) 


Наконец, в силу 


(31) Е „(1 —Р)]Е 6 =5, О (9). Ф5, Ф5, ФЗ, с 5, © (9, Ф$,) 
и 


ыны-Руу 5, 
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так что и 
ОВ (1—Р)=0. (45) 
Складывая (43), (44) и (45), получаем 
РВ, Е ЕЕ, =0- (46) 


Но равенства (35), (38), (42) и (46) эквивалентны РЁ = 0, следовательно 
Е и Е взаимно ортогональны. Поэтому Е-+- РГ — также проекционный 
оператор в 9. В силу (32) и (33) он также регулярен, и лемма пол- 
ностью доказана. 


ЛЕММА 4. Пусть А, В, %,, 9, Е, —те же, что и в лемме 3, а 
С’ — регулярный проекционный оператор в 5 такой, что для всех 1Е®, 


Е,С'/= (А+ В). (47) 


Тогда существуют в 9 регулярные проекционные операторы Е’, Е’ такие, 


что 

ЕЁ =0, Е’--Р’= С”, (48) 
и для 1Е 9, 

НА), ВВ] = ВУ. (49) 


Доказательство. Пусть Е иЁ операторы, построенные в лемме 3. 
Положим 
С=Е-РЕ, С=А-В; (50) 
тогда С — регулярный проекционный оператор в ® и для С 9, 
Е.С] = Е, В/+ Е, Е} = А} + В = С}. (51) 
Согласно лемме 1 отсюда следует, что С — |Сь | зы», где 
би =С, б,=бы=уУС- СИ, С3 ИИ =И/* (1— С), (52) 


а И’ — частично изометрический оператор из ©, в 9, с некоторой началь- 


ной областью %,С 9, и конечной $, =\(С—С*) С $,. Аналогично, 
в силу (47) С’ | С’ |ун=а», где 


ба=С, бв=би=УС-С*\’, быти’ =И"(1—С)И’, (53) 


а Й”’ — частично изометрический оператор из $, в, снекоторой начальной 
областью №С 9, и конечной $,=%, =%(С-—С*)С%,. Положим для 
ТЕЗ» 


ВУ-ИИ (54) 
тогда Т, изометрически отображает 5 на Ф,. Пусть далее 
5, © 3, = ФЗ, 
$; © += Г Ф %' 


— разложения 9, © 3, и ®, © %, на нулевые подпространства С„„, 1 —С,, 
И й 
и Со, 1— С.» соответственно. В. силу регулярности С и С 


д1та 9 = апа 3 = виа 97 = по 3’ = аи 9,; 
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поэтому существует изометрическое отображение. Т, пространства ©, © $, 
на 9, ОЗ,, которое %” отображает на 9% и %’ на $. Положим 


7 =, на №, 
Т=Т, на 9, © №; 


тогда Т — унитарный оператор в 9,. Положим, далее, 


Еп= я Ев В.Г, Ех: = Во Е = т ИА 
А ЕТ, Ре те 


Так как оператор Ё — || Ел |, ь=1,2 — проекционный, то 


Ед ++ ЕВ —= ЕЕ: — В И — Е. —- Ел1, 
Ел Е 1 -- ЕВ» = ВСВ +Е„ГТ“Е»„ТГ — у ==. а, 
О И а ЗА И У О И 


следовательно Е’ ^—/|Е’» ||; —1,2 — также проекционный оператор в ®. Нуле- 
вые подпространства Ё5 и 1—Е>» являются Т*”-образами нулевых 
подпространств Ё,, и 1—ЁЕ,,, следовательно Е регулярен. Аналогично, 
Е-| ЕР» |; ь-12— регулярный проекционный оператор. Далее, 

оный 


и. 


Не к О 
о [с ОЕ 


С другой стороны, для ГЕ имеем И’’/ЕЗ,, следовательно 
ИТ И И = В 
для |6 9, О № имеем Т/ЕУ, ОЗ,, следовательно 
И’Т)-=0, М7, 
Поэтому И’ =ИТ и 
б.Т=УсС-СИиТ=УИС-Си’=6., 6. =Т'би. (56) 
Кроме того для / Е $, имеем Т/Е,, следовательно 
6/=И“ а.о тиасомту а Се 
далее, если ГЕ 9’, то ТЛЕ%(, так что 
а 750 УТС ТР" 050: 
если же } Е’, то ТРЕ, следовательно 
О ПОЕТ: 
Таким образом во. всем ®, 
ем (57) 


В силу (55), (56) и (57) Е'-+ Е’= С”, а так как С’— проекционный опе- 
ратор, то Е’Р’ =0. 

ТЕОРЕМА 1. Пусть Е, ().) (— © < ^ < + о5)—семейство ограничен- 
ных самосопряженных операторов в гильбертовом пространстве $,, 
удовлетворяющее следующим условиям: 
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1° (Е, (^) р, }) не убывает при возрастании \; 

2° Е, (\) непрерывная слева функция \; 

3° Е, (\) {0 при \-—> — < ц Е, (\) } -> { при Х-—> о. 

Пусть, далее, Э—гильбертово пространство, содержащее ®, и такое, 
что Чт 9, < @т (905,) и @м(5О9,) бесконечно кардинальное 
число, а Е, оператор проектирования в ® на 9%,. Тогда существует 
в > ортогональная * спектральная функция Е (\) такая, что для }Е 5, 


Е, (^)/=Е,Е (^) {. (58) 
Доказательство. Обозначим через А” и Д+ интервалы ( — со, 0) 
и [0, со), а через А, (А) иЕ, (А+) соответствующие приращения Е, (^). 
Тогда в силу 3° 
Е, (А) Е, (А+) =1; 
кроме того, в силу 19° и 35, 
0= (Е, (А) Л = (ЛР, О = (Е, (41) Л < (Л. 
Положим А=Е, (А); согласно лемме 1 существует в ® регулярный 
проекционный оператор ЕЁ (А) такой, что для ГЕ, 
Е, (А) |=Е,Е (А) }. (59) 
Положим, далее, 
о а 
тогда Р (А+) также регулярен, Р(А’).Ё (А+) =0 и для }Е%, 
Е.Е (4+) }=Е, (1—Р (А )) |=(1—Е, (А) }=Е, (АТ) }. (60) 
Положим, наконец, 
А, = [п, п- 1), А, = (— ©, п), Ари Ь, 59, 
п=0, 1, -2.... 
Мы имеем Д+ =А, - АХ, следовательно Ё, (А+) =Ё, (А,) + Е, (А); согласно 


лемме 3 можно поэтому построить в % регулярные К (А,) и Ё (4+) 
такие, что 


(61) 


Р (А-В (АК) =0, ЕЕ (ЕЕ (А) 


и для Е, 
Е, (А) = Е.Е (4,) 1, Е, (5) Е.К (43) ]. (62) 


Очевидно Ё (А,) и Ё (АУ) будут также ортогональны к РЁ (А). Анало- 
гично, исходя из равенства А’=А, -|- 4}, мы построим Г (4,) и Е (4) 
и т. д. Повторяя этот прием и применяя его также ик К (А), полу- 
чим совокупность регулярных проекционных операторов Г (А) (п = 
=0, +1, +2, ...), которые все взаимно ортогональны, причем для 


ТЕЗ, 
Е, (А„) 1=Е,.Р (д, Йо 


# См. стр; 278. 
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Каждый из интервалов А, =[п, п--1) разобъем на интервалы 
48 = | п,п+5), № = [п+;, +1) 


и построим два регулярных проекционных опеоатора Р (4%) и Е (4!) 
такие, что 


Р(4°)-Р (4—0, Р(4)+Р (А) -Р(А,) 


и для 69, 
Е.Е (А,) }=Е, (А) }, В.Е (4,) |= Е, (А,) |. (63) 


‚«дый из интервалов — нова делим мк- 
Ка Й ервалов Д?, 0, 1, мы снова пополам на замк 
нутые слева интервалы 41°, Д?' и строим соответствующие регулярные 
операторы РЁ (41°), РЕ (42") и т. д. Мы получим, таким образом, сово- 
купность 9 интервалов А вида Д,, АЯ, Д,, 421? .-. 7%; п=0, +4, +2, ...; 
р, Рё, -. ‚ №Ь=®о 6 А=ф 4.3... им совокупность соответствуя 
щих им регулярных проекционных операторов Ё (А) такие, что выпол- 
няются следующие условия: 


1* если А,А”Е5, ДД’ =0, то Е (А)-Ё (4’) =0; 
2* если АА: 5. РА’, АЕ ОА ЛЕО, Аа О щи ао 
Е(А=Е (А) +... НР (А); 
3* если АДЕ$5, то для ГЕ, 
Е.Е (4) }=Е, (А) {. 

Пусть теперь 5’ — совокупность всех интервалов, представимых в виде 
деда РОД №, АА, АО при р-= 4(- 
Интервалу А мы поставим в соответствие проекционный (см. 1") опе- 

ратор 
В (АННЕ 
В силу 2’ Р(А) не зависит от способа представления Д; кроме того 
для 5’ также выполнены условия 1*—3*. Обозначим через ©’ совокуп- 
ность всех чисел Х, представимых в виде 
ап Се о, п=0, +1, ЕЕ Ве Ра Рут РЕ О, 


если ЛЕ ©’, то А =(— со, ^) Е 5’, так что Е (А)) имеет смысл. Поло- 
м для ЛЕ’ 


Е (№) =Е (4); (64) 
в силу 1" и 2", при ^, < Х,, ^,, ^,, Е ©’ 
Е (^,) = Е(%,). 65) * 
Поэтому для любого действительного \ существует предел 
С (*) р Евр ТЕЗ. (66) 
ы<^, вЕ ©’ 


* Если Е и Е—два проекционных оператора в %, то ЕЕ обозначает, как 
известно, что Е С ЕФ. 
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Очевидно С (*) —также проекционный оператор, С (^) = Е (^) при 


ЛЕС’ и 
СО шиза (67) 
Во) < СО) шика. ЕЕ (68) 


По определению С (\) }—непрерывная слева функция ); кроме того 
в силу (67) существуют пределы 


6(—®)/=В160)р 6(+=)/-Шв 60) р 1$. 
В силу 3* и (64) для /ЕЗ,, ЛЕЕ’ . 
Е.Е () |= Е.Е (45) }=Е, (4) }=Е, (3) }; 
поэтому в силу (66) и непрерывности слева Е, (^) } 
Е‚С (^) = Е.Р (р) {= Ниш Е, (в) }=Е, (^) {. (69) 
ее ВРРЕ © 

Отсюда в силу 3* для / Е, 

С., (—0°)}=Е,б (— с) Иа Е.С (^) {= Пщ Е, (№) {=0, 

—>— © ^—>—< 
(1—С.,-(- 25)) /=Е, [1—С (+°)] РЕ овыл пе-е (= 
= [1— Е, (^) | =0. 
А->-Ноо 

Но тогда для любого ф=}- 2, }Е®,, РЕФ, 


Е,С (— ©) Ф=Е,б (—©) {+ Е,б (— о) & = 
= С, (— оо) У С, (—5)— 68, (—)0==0, 


и аналогично Е, (1—С,, (-- ©)) ф=0, ФЕУ, так что подпространства 
Ж=С (—°)$, %=И-—С(+°)] $ 
ортогональны к 9,. Положим 


Е (^) /=С (^)/ для 6 5019 ФФ], 

Е (^) /=С, (1) } для Е 5, 
где С. (^) — произвольная ортогональная спектральная функция в $ { Ф 5. 
Очевидно Ё (^,) = Е (^,) при №, =), и Е (\) ] непрерывная слева функ- 
ция ^. Кроме того для Е ЭО [9 Ф%] имеем }= [С (-- ©) —С (— °5)] 1, 


следовательно 


Па Е (^) {=С (— 95) [6 (- °)—С (—<)] {=0, 


> —с< 


В Е (^) /=С (о) [6 (+ 5) —б (—)] {= [6 (+ <) —С (—)]1=/. 


А со 


Так как по определению аналогичные равенства имеют место и для 
1Е9% $9, то для любого ДЕЗ 
Е (^) /—>0 при \—>—<, ЕЁ (%) / >] при Х—> о, 
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так что Е ().) —ортогональная спектральная функция в 9. Далее, для 
Е,Е (^) 1=Е,С (^) 1=Е, (^.) Х, 
и теорема полностью доказана. 

Следствие 2. Пусть Е (\)—произвольное семейство ограниченных 
самосопряженных операторов в гильбертовом пространстве $ дбеско- 
нечной размерности, удовлетворяющее условиям 1°—3° теоремы 1. 
Тогда существует в ® последовательность ортогональных спектральных 
функций Е (\) такая, что для любого действительного № и любых 

* 
Ь8ЕУ 
(Е (*)  &) = Ц (Е (^) р 8). 
и—со 


Доказательство. Пусть $%, 9%, Е” —те же, что и в дока- 

зательстве следствия 4. Положим для {65° 
Е (^) {=Е Е (\) 1; 
тогда Е) ().) образует семейство ограниченных самосопряженных опе- 
раторов в ть также удовлетворяющее условиям 1°— 30 теоремы 1. 
Согласно теореме 1 существует поэтому в ® ортогональная спектраль- 
ная функция Е(” ()) такая, что для Е 9 
ЕЕ (^.) =) (^) у Е (*) 7. 

Новторяя рассуждение, приведенное в доказательстве следствия 1, 
получим отсюда, что для любых |, РЕ® 


По (А а в 


Следствие 3. Пусть Е, (\) —то же, что и в теореме 1, аф (\)— 
произвольная непрерывная функция »\; тогда для любого конечного ин- 
тервала А интеграл 


0) аЕ, (44) / 


у 
сходится сильно. 
Это утверждение непосредственно следует из равенства 


} 200) 4Е, (=, } 90) 4Е (5) 


и сильной сходимости \ ф (^) аЕ (А,) }. 
А 


$ ®. Самосопряженные расширения ‹имметрического оператора 


Определение 2. Пусть $, $, —гильбертовы пространства и АСЕ 
пусть, далее, А, А, —замкнутые операторы в 9, $, с областями опре- 
деления % (4), ® (А,), плотными в 9, ©. Оператор А назовем рас- 
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ширением * оператора А,, если ® (А,) С ® (А) и для }Е® (4,) 
АТА. 

ТЕОРЕМА 2. Пусть А, А, —те же, что и в определении 8. Пусть, 
далее, Е, — оператор проектирования в 5 на %, и В, — оператор в $), 
определенный в Е (А") равенством 

В.Е =Е,А*]. (1) 
Тогда 
=: (2) 
Доказательство. Для`фЕ Е, 3 (А*), ф=Е,], Е ® (А*) и ЕФ (4,) 
имеем 
(Ф, А, 8) = (Е, А, в) = ($, Е, А, в) = (р, А, =) = (Т, Аз) = 
= (А°/, 5) = (4*7, Ев) =(Е‚А“], 8); (3) 
отсюда при ф=0 имеем (Е, А"}, 2) =0, а так как ® (А,) плотно в %,, 
а Мо 

Таким образом (1) определяет В, однозначно. Кроме того из (3) 

и (1) получаем 
($, А, =) = (В;Ф, 8), 


следовательно фЕЗ (А!) и А!ф= В,ф, так что 
Вос Вас (4) 


В дальнейшем мы будем рассматривать самосопряженные расшире- 
ния симметрического оператора. В следующей теореме дается доказа- 
тельство существования таких расширений, а также полное описание 
всех их. 

ТЕОРЕМА 3. Пусть Н, — замкнутый симметрический оператор в 5,; 
тогда можно дополнить ©, до некоторого пространства % и построить 
в нем самосопряженный оператор Н, который является расширением 
Н,. Обозначим через Н, оператор с областью определения ® (Н,) = 


=® (ВН). ($ ©5,), определенный равенством 
Н,/=Н] для Е (Н,,). (5) 


Тогда Н, —замкнутый эрмитов ** оператор в 9, =90О5,. Пусть }.— 
произвольное недействительное число и 


=, ©Я(Н,— 24), де=%, © (Я, —^1); 
тогда 


айть (9) ФЗ ) = дит (9%: ©9), апп 9 = ап Е (6) 


* Введенные здесь расширения являются обобщением расширений второго рода, 
рассмотренных мною в (5), а также обычных расширений; последние получаются 


при $, =$. 
** Оператор Н в % называется эрмитовым, если для любых ], ЕЕ? (Н) имеет 
место равенство (Н}, 8) = (7, Н&); эрмитов оператор Н в $ называется симметри- 


ческим, если ®(Н) плотно в %. Подробнее об эрмитовых операторах см. (5). 
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и ® (Н) состоит из тех и только тех элементов }Е®, которые пред- 
ставимы в виде 


=), —$, РО ф, ГО ф, Е —Ф ЕО, ГО, (7) 
где 


ЬЕФ®(Н,), ЪЕФ(Н,), «Е, $. Е Х. , (8) 
а И | Иж |, в-ь 2— изометрическое отображение 3} Фе на 3 Ф Е 
х х 
такое, что 
из П.Ф, =0 следует ф, =0. (9} 
При этом 
Н} Е НУ —2$, = ^ (0, :$, Е 0, $,) Ее Н,), —^, =Г ^ (И.Ф, 2 ОФ). (10) 
Обратно, если Н,— произвольный замкнутый эрмитов оператор в ®,, 
удовлетворяющий (6), 9=5, ФУ, # (>| || ь-,»— произвольное изо- 
метрическое отображение, удовлетворяющее (9), то оператор Н в %, 
определенный равенствами (Т) и (10), является самосопряженным расши- 
рением Н,. При этом ® (Н)-9, =® (Н,) и Н}/=Н,} при } Е ®(Н,,). 
Доказательство. Пусть Н — расширение Н,; из равенства (3), 
примененного к А=Ни А, =Н,, следует, что при Е, =0 также Е, Н*} = 
=Е,Н}=О,т.е. если }Е®(Н) (905, ), то Н/Е®О)5,. Поэтому оператор Н,, 
определенный равенством (5), является оператором в 9, =9О©)5,; кроме 
того очевидно, что Н, замкнут и эрмитов. Положим * Н,=Н, ФН,; 
тогда Н,— эрмитов оператор в %, 
36 = 3% $9, (11) 
и НН... Определим операторы У и Г, равенствами 
У(Н—^1)/=(Н—=Х4)), 1ЕЗ(Н), 
НА ВА 17. Ем (Н.); 
очевидно У, СУ и ГИ унитарный оператор в %. Легко видеть, что } и 
 представимы в виде 
1=Уё— в, == 86 — В, Е (У) =5, Е 
причем 
Н}=^Уё—^ 5, Н» =» |9 8% — Аве 
Положим П =Ув®О®(Т,) =5о)(Н.—^1)= 9%; очевидно 0 изомет- 
рически отображает С. на 3%. Так как © представим в виде 


ат Фо Е (У.), ФЕ, 


ТО 


= Ув ГИ ОФ, (12) 


причем 


Н= У Оф Аф=Н К — А - ОФ. (13) 


* По поводу обозначений см. (5), $4. 
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Отсюда, пользуясь определением Н, и (11) — (13), без труда приходим 
к (7), (8) и (10). 


Пусть теперь 0.,ф,=0; положим в (7) $%=А=р=0. Мы получим 
= —$. НО, ФЕ > (Н).5, =®(Н,), (14) 


Н,/=Н}= — №, РАО, ,,, (15) 
откуда 
Н,/—). = (А —Х)ч». 
Но левая часть последнего равенства Е \(Н,--^1), а правая ЕЭС; так 
как %(Н,—^1) 1 УС, то 9, =0, и условие (9) выполнено. Из (9) сле- 
дует, что па 9$ = 1 Зе. 
Пусть, обратно, Н, и ПО — |Ож|;к=12 удовлетворяют условиям (6) и 
(9). Полагая снова Н‚,=Н, ФН,, мы можем свести (7), (8) и (10) к (12) 


и (13). Докажем, что Н однозначно определяется этими равенствами, 
т. е. что из 


1 а Е 01$, о 0, .Ф,] Е р ро -- Я 1$ От. | =0 (16) 
следует 
ИН —^ Ф, = ^ (0. 5 0 „Ф.) и ги м Ф> ы- ^ (0,.Ф, а 0, ф,) =0. (17) 


Пусть имеет место (16); в силу взаимной ортогональности обоих 
слагаемых в скобках отсюда следует, что 


А —Ф НО $. Ч $, =0, (18) 

1, — $. + ОФ, НО „:$. = 0. (19) 

Так как ®(Н,), УС, У. — линейно независимы, то из (18) получаем, что 
=. = $, =0; 


отсюда в силу (9) $, =0. Тогда (19) даст, что и },=0, так что (17) 
выполняется. 

Отсюда легко получаем, что Н — самосопряженный оператор в 5. 
Если 1 Е®(Н,), то, полагая в.(7) и (10) $=Ф,=] =0, получаем, что 
Н}=Н,},, так что Н — расширение Н.. 

Наконец, если Е ®(Н)-®,, то из (7) получаем 


Я и: = 0, $, Оо. = 0. 


Отсюда, как и выше, следует, что }=ф,=ф,=0, }=р и Н]=Н,}, 


т. е. ®(Н).$, ®(Н,) и Н/=Н,/ для ДЕ (Н,. 


$ 3. Описание всех спектральных функций симметрического оператора 


Определение 3. Пусть Н, — симметрический оператор в гильбер- 
товом пространстве $%,; семейство Е. (^), = << ^< +, ограничен- 
ных самосопряженных операторов в %, мы будем называть спектраль- 
ной функцией Н,, если 
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1° (Е, (№) 1, /) не убывает при возрастании *^; 

20 Е, (^) /— непрерывная слева функция »; 

3° Е, (^) }—>0 при ^—>— со, Е, (№) [>] при ^—>- оо; 

4° для любого конечного интервала А и произвольного /Е9, 

Е, (А) ФН) и НЕ, (А) } = | ЧЕ, (44) 1. 
А 

Так как Н+= И, то Ни Й, имеют одни и те же спектральные функции. 
Поэтому в дальнейшем можно ограничиться рассмотрением замкнутых 


симметрических операторов. 

ТЕОРЕМА 4. Пусть Н, — замкнутый симметрический оператор в ®,, 
а Е, (\) — одна из его спектральных функций. Тогда для любого 8Е®(Н,) 
и любого конечного интервала А 


Е, (А) НЕ= \ ХаЕ, (№) Е, (1) 
НЕЁ = "а (Е, (4) &, =), (2) 


причем интеграл справа сходится. 


Доказательство. Для любого }Е9, 


(1, \кав, в) =( | аЕ, (98) =Е (МЭ = 


== (7, Е, (4) Н, 8); 


отсюда следует (1). Далее, в силу (1) и 4° 


(Е, (4) Н.в,Н,в) = [ Ха(Е, (№) в, Нив)= ла (Н:Е, (а) в, = 
А А 
= (ла (ва(Е, (в, д = м а(Е, (43) 8,8). 
А 


А). Х 
Полагая Д= (— п, п), получаем при п-> со 


Нав = (Е, (44) 6,8). 

ТЕОРЕМА 5. Пусть Н, замкнутый симметрический оператор в 
$, а Е, (^) —одна из его спектральных функций. Пусть, далее, 9 — про- 
извольное гильбертово пространство, содержащее $, и такое, что 
Чит 9, < а ($ О5,), а Е, — оператор проекти рования в ® на ®,. Тогда 
существует в $ самосопряженное расширение Н оператора Н, такое, 
что для всех }Е 9, 

Е, (^)1=Е,-Е (1), (3) 


где Е (\) — спектральная функция Н. 
Обратно, всякое самосопряженное расширение Н оператора Н, опре- 
деляет по формуле (3) некоторую спектральную функцию Е, (\) опера- 
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тора Н,. Если Е (^) — произвольная ортогональная спектральная фун- 
кция в 9, а Н — соответствующий самосопряженный оператор, то Е, (^) 
в (3) является спектральной функцией некоторого симметрического опе- 
ратора Н, в ®, тогда и только тогда, когда И — расширение Н.. 

Доказательство. Второе утверждение является следствием треть- 
его. Докажем поэтому последнее. Пусть Е, (^) — спектральная функция о 
Согласно теореме 4 для Е®(Н,) существует интеграл 


\ № 4(Е, (А) Е, 8) = \ №а(Е,Е (4) в, в) = 
С оза(Е (ур (Е (АЕ, 8); (4) 


поэтому $ЕЭ(Н), так что ®(Н,)СФ®(Н) и (4) перепишется в виде 
ЕР =На |, |Нв|=|Н8|. (5) 
Кроме того при А = (— п, п) 


Е, (А) Нв= | ЧЕ, (5) 6 Е, (4 (А) 8; 


и те 
переходя к пределу при п-> оо, получаем, что 
Н,=Е.Н?. 
Поэтому (5) перепишется в виде 
|Е,Н8|=| НЕ}; 


по определению проекции отсюда следует, что Н,в=ЕНё=Не, так 
что Н — расширение Н,. Пусть, обратно, Н — самосопряженное расшире- 
ние Н,, Е().) спектральная функция Н и Ё, (\.) —оператор, опреде- 
ленный равенством (3). Условия 1°—3° для Е, (^), очевидно, выпол- 
няются. Кроме того для любого конечного интервала А и произволь- 


ного Е ® 
Е(А)ЕХ(Н), НЕ(А)/= | 346 (5) /. 


д 


Согласно теореме 2 отсюда следует, что 


Е.Е (А) Е ®(Н!) и НЕ, Е (А) = Е, НЕ (4) =Е, \ ^ Е (4) }. 
А 
В частности, при ГЕУ, получаем, что 


Е, (А) 1 Е, (А) /ЕФ(Н}), 
НЕ, (А)/=Е, | ЧЕ (44) = | ХАБ, (№), 
А А 


так что Е, (*) спектральная функция Н.. 


Известия АН, Серия математическая, № 3 
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Перейдем теперь к доказательству первого утверждения. Пусть 
Е, (^) —спектральная функция Н,. По теореме 1 существует в 9 орто- 
гональная спектральная функция Е(\), удовлетворяющая (3). Пусть 
Н — самосопряженный оператор в ©, соответствующий Ё (^). Тогда, по 
доказанному выше, Н — расширение Н.. 

Определение 4. Будем говорить, что Н определяет Ё, (^), 
если они связаны так, как в теореме 5. 

Следствие 4. Для того чтобы спектральное семейство Е, (\) 


определялось расширением второго рода* оператора Н,, необходимо и 
достаточно, чтобы из 


евр < 


следовало Е ®(Н,). 
Доказательство. Необходимость следует из теоремы 15 (°). 
Для доказательства достаточности заметим, что для }Е®(Н)-®, сходится 


со со со 


ав д = РЕБЕ, В = (РЕ, (6) 1, р, 


—© —© —© 


так что /Е®(Н,). Поэтому ® (Н,) =® (Н)-5, и Н — расширение второго 
рода оператора НЯ, . 

Следствие 5. Существуют семейства ограниченных самосопря- 
женных операторов Е, (№) в ®,, которые удовлетворяют условиям 1°— 3° 
определения 3, но не являются спектральной функцией никакого симме- 
трического оператора. 


Доказательство. Пусть Н — неограниченный оператор в ® такой, 
ыы 


> (Н)-5, = (0), (6) 
Е (^) спектральная функция Н и 
Е, (№) /=Е,Е (^), 7Е5,, 
где Е, —оператор проектирования в $ на %,. Если бы Е, (^) было 
спектральной функцией некоторого симметрического оператора Н,, то 
по теореме 5 было бы ®(Н,) С ®(Н).5,, что противоречит (6). 
Следствие 6. Всякое решение в уравнения 
Н18—^8 =, 1(^) +0, №Е$,, (7) 
удовлетворяющее условию 


(Нав, в)-Т(^) < 0, (8) 
можно представить в виде 


* Определение расширения второго рода см. (5), $ 1. 
** См., например, (1), лемма &. 2. 


СПЕКТРАЛЬНЫЕ ФУНКЦИИ СИММЕТРИЧЕСКОГО ОПЕРАТОРА 299 


где Е, (») — некоторая спектральная функция Н,. Обратно, при любой 


спектральной функции Е, (р), (9) представляет решение уравнения (7, 
удовлетворяющее (8). 


„Доказательство. Пусть с — решение (7),; так как ЕФ (Н\), то 
2 можно представить в виде 


=] —Ф-Ф, 1Е®(Н,), ФЕЗС., ФЕД, 


(10) 
причем Е 
Не=Н,/— 9-2. (11) 
Отсюда легко выводим, что 
Г(Нав, 8) = 1 (А) (ФР —ФЁ); (12) 


поэтому в силу (8) должно быть |ф| < |ф| и можно, очевидно, выбрать 
И — |9] ль=ь в теореме 3 так, чтобы было И ф=ф. Пусть Н и 
Е, (№) — самосопряженное расширение и спектральная функция опера- 
тора Н,, соответствующие (, а Е (въ) —спектральная функция Я. Рас- 
смотрим уравнение 


Н— = В; (13) 
полагая 


= ОФ НО НА НОнФ НОнфь, 
ЛЕХ (Н,), ЛЕЗ(Н,), ФЕ, $690, 


мы получаем 
ВЕН, АННИНО №9. (14) 


Так как #Е®,, то должно быть Н, |, — А}, | (Х— ^) ф, = 0, следовательно 
=. =0, так что 


г =, 0.9, НО 9. (15) 
С другой стороны, из (7), (10) и (11) следует, что 


й=Н,/— + (^^), 
следовательно в силу (14) }=}, Ф=Ф и П.Ф. = 1Ф.=$,. Отсюда 
В. =: =. Г. =Е И 


Гав ь_ (авы 
ВЕ, | в \ и 


Обратно, если # представим по формуле (9), то = ЕЕ’, где 2’ — ре- 
шение (13), а Н — расширение Н,, определяющее Е, (р). В силу пре- 
дыдущего отсюда следует (7) и (10), где [$|=|И,:+|<|+[; согласно 
(12) это означает, что & удовлетворяет условию (8). 

Определение 5. Пусть ИН‘) — последовательность ограниченных 
самосопряженных операторов в 5; пределом этой последователь- 
ности назовем оператор Н®), определенный для тех и только тех }, 
для которых существует Ит ЯН], причем 

и—со 


НИШ 97. 


Очевидно, Н®) — эрмитов оператор в %. 


4* 
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Определение 6*. Будем говорить, что последовательность огра- 
ниченных самосопряженных операторов Н“ в $ аппроксимирует 
симметрический оператор Я в %, если предел Н®) этой последователь- 
ности определен на множестве, плотном в % и если Яо —Н. 

Определение 7. Спектральную функцию Е (^) симметрического 
оператора Н в % будем называть карлемановской, если суще- 
ствует в © последовательность ограниченных самосопряженных опера- 
торов НЭ, обладающая следующими свойствами: 

1* спектр каждого из операторов Н“”) состоит из конечного числа 
собственных значений; 

2* последовательность Н®) аппроксимирует И; 

3* последовательность Е“ (^) спектральных функций Н‘”) слабо 
сходится к Ё(^). 

ЛЕММА 5. Пусть А— замкнутый линейный оператор в гильбер- 
товом пространстве % с плотной в % областью определения ® (А); 
тогда существует в ®(А) полная ортонормальная система {х.„} такая, 
что оператор А’, определенный на {$.} равенством 

А фа = Афь, (16) 
удовлетворяет соотношению ** 


А,=А. (17) 

Доказательство. Положим Н = И А“А; согласно теореме Ней- 

мана (*) НМ — самосопряженный оператор в 9, ®(4А)=®(Н) и для 
}Е® (Н) 

АНИ. (18) 


Пусть Ё(^) — спектральная функция Н; положим 
Вып), ОВ АО, п=0, +4, 2, ... 


В каждом из подпространств У„ выберем полную ортонормальную 
систему; все они вместе составят полную ортонормальную систему 
{ф.} в \, все элементы которой принадлежат ® (А) =® (Н). Обозначим 
через А, и Н, операторы, определенные на {$.} равенствами (16) и 


Я = Но, (19) 


Составим оператор Н,; очевидно, НН. Так как Н ограничен 


в каждом из подпространств %„, Н, определен во всем ©, и 5с0- 
впадает там с Н. Если теперь /Е®(Н)=®(А), то, полагая 


в = т Е (А») }, 
й=-фп 
имеем 
с т о а 
= УВ, (м) Х Дар) р = (А9Е(А,) 
В=-и #=-—т Ак п 


[4 


* Определения 5 и 6 имеются у Стона (6), глава ТХ, $3. 
** А’, обозначает линейное замыкание оператора Ао. 
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Поэтому 
М0, 1Н/— Я | — 0 при п-> ©. (20) 


Но в силу (18) А, также определен во всем ®„ и совпадает там с А. 
Поэтому (20). перепишется в виде 


1—1 -—>0, 1.41— Аи =| А(/— 1) | =1Н 4 М) = НУ Й | 0 


при п —> о; 


так как А, — замкнутый оператор, то 1Е® (А,) и А/= Ар, так что 
А, =А. 

ТЕОРЕМА 6. Всякая спектральная функция симметрического опе- 
ратора является карлемановской. 

Доказательство. Пусть Н — замкнутый симметрический опе- 
ратор в гильбертовом пространстве $, а Е (^) —одна из его спектраль- 
ных функций. Так как Н — замкнутый оператор и его область опреде- 
ления плотна в %, то существует в ®(Н) полная ортонормальная си- 
стема {$.} такая, что оператор Н,, определенный по {$.} равенством 


Ну. = Нфь, (21) 

удовлетворяет условию 
ЙЕН. (22) 
Пусть 9”, Е“ — пространство и проекционный оператор, построенные 


п 
по {$}, как в доказательстве следствия 1. Положим для- 7Е9” 


Е (1) =Е;” Е (1) | 
так как 
41 ($ © 9”) = аш 9 =а $, 
то существует в $ ортогональная спектральная функция Е ()) такая, 


что для Е 5” 


Е Е () = Е (0) = ЕЕ ()) ]. (23) 

Положим 

зе) `й Кл 
А (о, — п); АМ, о), 
ЕЛ ‚ 1-51. Ап, 00), (24) 
72 
ал, ВО (25) 
й=-7п2—1 

где 2.” = ‚_ ‚б= т —4,.,.., фи Х — любое число из 
[й, со). Очевидно, На ограниченный самосопряженный оператор 


В о, спектр которого состоит из конечного числа собственных значе- 


Ва им. 
Пусть ф— один из элементов системы {ф„}; тогда ФЕХ(Н). Кроме 


того при п достаточно большом ФЕ®", следовательно 


т? 72 
ЕН” У ПЕТЕР) = У ЕТЕ(М)ф, (26) 


&=—7п2-—1 В=-— 72-1 
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п? п? 


| Но р ы > р (Е® (А) Ф, Ф) = > м (ЕЕ (4) Ф, Ф) = ры 
Е=—п2—1 Е=—п2—1 
= У МЕРЕ) = Х МЕ), 9 
В=—п2—1 Е=—т2—1 
— *4(Е (№), 9 =|НФР, при п — ®. (27) 


Поэтому последовательность |Н”Ф| ограничена; пусть |Н®ф| < С. 
Кроме того для любого }Е® 


(Но, = (Е Ну, )-+(Н®, (-ЕМ)Р. 
Но для первого слагаемого в силу (26) имеем 
(т) тт(п) ‚) (т) р (“)) (®) те (п) 
(Е Нф, т) - Хх Е Е), 1) (5 Е (4) о, Е в) 
> е ^аЕ (№). 1) =(Нз,) прив с 
и для второго —^ 
|5“, (1— Е) |= СЕ”) 0 прив — ®. 


Таким образом (Н“” ф, /) —> (Ну, /) при п-> со; в частности, полагая 
/=Нф, получаем 


(Н® ф, Не) > |Нф|". 
Но тогда в силу (27) 
[Но НЭ = | НФ — 29 (НФ, Но) | — 
—> [НФ — 21| НФР-+| Но =о0. 

Итак, предел Н® последовательности Н” является расширением опе- 
ратора Н,, определенного равенством (26), Н® —Н,. Отсюда в силу (22) 
Й® Я, =Н, 

т.е. последовательность ИН“ аппроксимирует Н. 


Далее, спектральной функцией Н® является 


и" и Е (А ()), 
ТО 


кроме того, обозначая через \"® наибольшее из чисел <), имеем 
А при п —> ©. 
Но тогда для 65", тп, 
Е®) Е(® (^) "= > р (4) {= >. ЕЕ (4) /=Е 9 Е &®) р 


т) < А) <^ 
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а значит для любого #Е® 

(ОВ = (ЕЕ ЕО Ь (Е) = 

= (ВЕ (0), (Е) Ь (1 — Е®) 8. 
С другой стороны, так как функция Е (^)} непрерывна слева, то 
(Е Е (9) р, 2) = (Е (0) }, Е 8) > (Е (№) №8); 

кроме того 

(Е (%) 1}, и — Е) 8) | = 14-Е) 5 | —>0 при п —> со. 
Поэтому 

(Е) > (Е /Ь® прип— о (28) 


для всех ^, —©<)^< + о, всех РЕ® и всех конечных линейных 
комбинаций ф,. Так как последние плотны в ®, а последовательность 


И (^) равномерно ограничена, то (28) имеет место и для всех } 65. 
Поэтому Е ().) — карлемановская спектральная функция оператора Н. 


Пример. Пусть Н, — оператор, определенный якобиевой матрицей 


2 В 09. 0 

А и ь Е о ь ‚ а», 6, — вещественные числа, 6» > 0, 
и некоторой ортонормальной системой 2, &,, 2.,... в ®,. Полагая 
ори ор во - ИА ны 2, 3, . 
без труда находим, что 2. =Р,(Н,)2, Ё=1,2,3,... Определим 
индекс дефекта Н,; уравнение 

НИ-мМ=0, 10) +0, = У ав» (29) 

и=1 


эквивалентно системе уравнений 


(а, ^) т, Но, т, =0, (30) 
Быжь 1 (ав — №) жь Е быжь1 =0, №. Э. 4, ее 


и условию 


ти < +. (31) 


Из (30) находим, что 2.=Рь(\)т,; следовательно должно быть 


со 


со 

> |Рь (^) |? < + <. Итак, если У» (^)|° расходится, то индекс де- 
К=1 #—=1 

фекта Н, равен (0, 0) и Н, — самосопряженный оператор; если же этот 


ряд сходится для некоторого ^, то он сходится и для Х (Р„ (0) — поли- 
ном с действительными коэффициентами) и существует с точностью до 
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множителя одно решение (29). Следовательно в этом случае Н, имеет 


со 
индекс дефекта (1,1) и 2 |Рь (\) * < - < для любого недействитель- 
1 
ного ^. (Легко видеть, что это соотношение имеет тогда место и для 
всех действительных значений ^.) 
Пусть Е, (в) — одна из спектральных функций Я,; положим 


(в) = (Е, (в) 51, 5). 
Тогда с (в) непрерывная слева неубывающая функция ци с(р)—>0 
при в —> — ©, с(№) —>1 при в —> + <. Кроме того 


(НРаьв)= | 4(Е, Е, в) = (№1430). 


Ее. 


Числа 5„=(Н! 2.) мы будем называть моментами* матрицы А. 
Пусть, обратно, некоторая неубывающая и непрерывная слева функ- 
ция с(?) удовлетворяет условию 


и \ 1 43 ().), (32) 


а также условиям с(^)—>0,1 при \-> — ©, -- со соответственно. 
Тогда, как легко видеть, для любых двух полиномов Р(^), О (^) 


(Р(Нв,, О(Н)в)= \ РА) 00а (), (33) 
и в частности 
ПР(Н,) в, "= РО) аз (®). (34) 


— © 


Положим для #й, =0,(Н,)&,, #,=0,(Н,) <, (0, (\), 0, 0) — полиномы) 


ь)= \ 0, (в) 9, ®) 43 (в); (35) 


мы имеем 
(Е, ии, = | 10, (5) 43%) - (10, (в) аа (ь) = |1 


так что (35) определяет ограниченный самосопряженный оператор Е, (^) 
на замкнутой оболочке всех йЙ,, т.е. на %,, ибо среди А, встречаются 
все 2‚„=Р,„(Н,)8,. Из (35) непосредственно следует, что Е, (^) —> 0 и1 


* Как известно, числа $, (п = 0, 1, 2, 3, ..., 8% =1) являются моментами неко- 
торой симметрической якобиевой матрицы с положительными элементами над главной 
диагональю в том и только в том случае, когда все определители [Зв Пе а 
положительны. 
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при ^—> —с< и --© и что Е, (\)— непрерывная слева функция ).. 
Далее, полагая О (/.) =^ О, (^), имеем | 


(Е, (^)А,, НВ, — ) 0, (10) 4 (№) = } о. (4) 0, д (ь) = 


= \ ра | 0, (*) 0, (*) аз (у) = \ ьа(Е, (в) №, 1) = @ ьаЕ, (в) А, и, ) 


‚, так что 


отсюда следует, что имеет смысл Н!Е, (| и АЕ, (в) 1 
Е, (в) —спектральная функция Н,. : 

Итак, для нахождения всех с(.), удовлетворяющих (32), нужно 
построить согласно теореме 4 все спектральные функции Е, (в) опера- 
тора Н, и положить * с (р) = (Е, (№) 2,, 5,). Отметим, что разным Ё, ().) 
соответствуют разные с(7.), ибо из (ЕЁ, (\) в, в.) = (Е! (\) 8,8.) сле- 
дует, что 


(©) 
а (Е (в) Е», вт) \ 4 (Е! (в) Р» (Нл) 81, Ри (Ни 81). 
ий 


8—8 
| 
>. 


—6о 


= }Р.( Рыь) Иве р, о)Риы) ИНн — 
—55 и ил 


[© <7 
те \ 4 (Е! (в) Е», 6) 
| 


отсюда 
(Е, (1) 8 8) = (Е, (№) 2", т), Еф) =Е, (№). 


$ 4. Минимальные расширения сеимметрического оператора 


В предыдущем параграфе мы показали, что всякая спектральная 
функция Ё, ().) симметрического оператора Н, определяется некоторым 
самосопряженным расширением Н оператора %,. Возникает вопрос: 
когда разные Я определяют разные Ё, (7)? Мы дадим теперь ответ на 
этот вопрос. 

Определение 8. Самосопряженное расширение Н в \ симметри- 
ческого оператора Н, в %,(С У) будем называть минимальным, 
если пространство ®, =®О©)%, и ни одно из его подпространотв, отлич- 
ных от (0), не приводит НЫ. 

ТЕОРЕМА 7. Дал всякого р а. расширения Н в \ сил- 
метрического оператора Н, в (СУ) существует минимальное само- 
сопряэженное расширение Н, в и пространстве %, (9. С, С») 
такое, что НС Н. Расширения Н, и Н определяют одну и ту же 


спектральную функцию оператора Н,. 
* Более подробно на применении результатов этой работы к проблеме момен- 
тов я имею в виду остановиться в отдельной статье, 
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Доказательство. Пусть Е (^) — спектральная функция Н; обозна- 
чим через %, замкнутую линейную оболочку всех Е (^)], — © < ^< о, 
< ®,. Очевидно, 9С9,С® и ®, приводит Н. Пусть Н,-—часть Н 
в ©,; тогда Н, — самосспряженный оператор, Н.С Н и Н, — расшире- 
ния Н,. Докажем, что Н, минимален. Обозначим для этого через Е, (^) 
спектральную функцию Н,; очевидно, что 


Е, (%)/=Е(^)7 для С $ь; (1) 


в частности, (1) выполняется для С %®,. Если бы в 9,0%, было под- 
пространство 9} = (0), приводящее Н,, то таковым было бы и 9 О} —> 
>, О (9, О5,)=9,; следовательно замкнутая линейная оболочка всех 
Е (^)}=Е (^)], 165, —< <^< +, должна была бы находиться 
в 9, О9Ъ, в то время как овБа совпадает с ®,. Итак, Н, минимален. 
Пусть теперь Ё., Е — операторы проектирования в %, и 9 на %,; оче- 
видно Ё,/=Е,/ для С ®,; поэтому из (1) получаем, что 


ЕЁ, (%) 1 =Е Е, ()1=Е,Е (^)} для 76%, (2) 


т.е. Ни Н, определяют одну и ту же спектральную функцию. 

Из теоремы 7 следует, что уже минимальные самосопряженные рас- 
ширения дают все спектральные функции оператора Н,. Остается 
выяснить, когда разные минимальные расширения определяют разные 
спектральные функции Н.. 

Определение 9. Минимальные самосопряженные расширения НУ’, 
Н" в 5’, 5" симметрического оператора Н, и \, будем называть экви- 
валентными относительно %,, если существует изометрическое ото- 
бражение Х пространства $5’ на \” такое, что 


Н"=ХНЕ'Х-, (3) 
Х]=] для }Е5.. (4) 


Очевидно, все условия эквивалентности здесь удовлетворяются, так что 
совокупность всех минимальных расширений оператора Н, разбивается 
на классы расширений, эквивалентных относительно ®,. 

ТЕОРЕМА 8. Для того чтобы минимальные самосопряженные рас- 
ширения Н’, Н" симметрического оператора Н, определяли одну и ту же 
спектральную функцию Е, (\), необходимо и достаточно, чтобы они 
были эквивалентны относительно $,. 

Доказательство. Пусть Я’иН" определяют ЕЁ, (\), т. е. в силу (2) 


Е, (^)/=Е, Е’ () 1 =Е,Е" (^)} для 76%, 


где Е’(*), Е” (\) — спектральные функции Н’, Н", э Е, — оператор 
проектирования на %), в раз навсегда зафиксированном пространстве © 
{содержащем пространства 5’, ©”, в которых рассматриваются Н’, Н’). 
Для любого интервала АД, конечного или бесконечного, и ГЕ, 


|Е’ (А) АР =(Е’ (А), Л =(Е, Е” (А), = (Е, Е” (А), = 
= (Е” (4), Л =|Е” (А) 7. (5) 
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Пусть ©’, ©” — линейные оболочки всех Е’ (\){, Е” (\) }, — © << +, 
1Е5,; всякий элемент 2Е ©’ представим в виде 
в=Е’ (А) ... +В’ (№) №; а ке 
причем можно считать ), <^, <... < №. Переписывая (5) в виде 
ЕВЕ Е 0) балов 
-... [Е 0-Е” бь-Ь, 

мы видим, что всякий элемент Е ©’ представим в виде 

8=Е’ (А,) №, +... Е’ (А»)йь, А; Аь=О при 7+ (6) 

И а 5 к ЕЪ.. 

Аналогичное представление имеет место и для элементов ©”. Нов силу (5) 
ЕР Е” (А), ... НЕ’ (А) = Е" (А... НЕ) вв = 
АЕ” (А... НЕ" (Ав) = (Ад, ... Е" (№) №, 

поэтому оператор `Х, определенный равенством 
Х (Е' (А), +... Е’ (Аь) №) = Е" (А), |... Е" (Аь) №, (1) 


изометрически отображает ©’ на ©”. Следовательно его замыкание, 
которое мы также обозначим через Х, изометрически отображает ©’ =’ 


— 


на ©” =’. В силу (7) для }Е9, 
ХЕ Е”) 


отсюда, полагая ^—> -- со, получаем, что Х/ =] при /ЕЭ,. Далее, при 
^, =^, 169, 
ХЕ’ (^) ХЕ" (^,) |= ХЕ’ (А) Е” (^,) |= ХЕ’ (\,) {= 
=" (^,) = Е" (№) Е (^,) 1 
и при ^, >^ 
ЛЕ’ ХЕ” (= ХЕ) Е (0) =ХЕ' (У = 
=” (^)7=Е" (^) Е" (0, }. 
Отсюда 
ХЕ” (^)Х = В" (1) (8) 
на всех Е” ()\,)], —< <) <- о, [Е5,, а значит и на замкнутой 
линейной оболочке 9”. Но из (8) следует, что ХН’Х`'=Х”, так что 
Н’и Н” эквивалентны относительно 5). 
Пусть, обратно, Н’и Н” эквивалентны относительно ©,, так что (3) 
и (4) имеют место. Но тогда ХЕ’ (^) Х* =" (\), следовательно для }Е 5, 
Е" (^)/=ХЕ’ (^) Хх" 1 =ХЕ’ (%) 
В” (7-Е 07-Е). 


Но в силу (4) Хр-#19,, так что при Е, 
Е.Е" (АЕ, Е 0) =, (Х- Е 0) Г =0, 


т.е. Н’и Н” определяют одну и ту же спектральную функцию опе- 
ратора Н,. 
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ТЕОРЕМА 9. Если Н,— максимальный симметрический оператор 
в®,, то все его минимальные самосопряженные расширения эквивалентны 
относительно %,. 

Доказательство *. Пусть 9}, 3) — дефектные подпространства 
Н, и №: = (0), 9%: = (0); пусть, далее, Н’и Н”— два минимальных 
самосопряженных расширения Н, в 9’ и 9” соответственно, а 0’ 
и ("”— их трансформации Кели. Тогда (’, И" — унитарные операторы 


: 9% 5) и 


0’ (5,93%) =0”" ($, 93%) =5,. 
Положим ой 
О = ОЕ О а 
и, ИЕ. о 
тогда из 9, ОЗ 19) следует, что 5, 1%, 9, 1 №. Поэтому также 
УЕ 1%, ЖЖ, 1 %:; применяя к этим подпространствам О’и И”, полу- 
чаем, что % |1 %., % 1 9% и, повторяя тот же прием, что 5%; 1%, 
97 1% при 7=#. 
Далее, . | 
э =5 ФЛ, ФУ, Ф..., 
5'=, ФФ: Ф... 


В самом деле, в силу 0’®, =, Ф%, 
бо. ФЯФЯ...1= 900% ФИЖОЙФ..1= 
=5'О 5. ФУ, ФУ, Ф...], 
так что 9’О (5, ФХУ, Ф®,Ф...) есть подпространство в 5’О©®,, кото- 


рое приводит И’, а значит и Я’. В силу минимальности Н’ отсюда 
следует, что 9’ О [$5 ФФУ. Ф...]= (0). 


Положим теперь 


(9) 


А]==} для 769, 

Хр=И""-к}р для 1690 КЕ З..; 
так как, при Е №, О’_^/ЕДе, то Х]Е%Ъ\к, так что Х изометрически 
отображает 9, на $, и % на УЖ». В силу (9) Х отображает поэтому 
5’ на 5”. Для 6%, ОЖ; имеем 0’ =И"]ЕХ,, следовательно 

Хы ВУ, 
далее, для 63}: имеем (”/Е%,, следовательно 
Е о Е Ще ЕЕ 

наконец, для ДЕ Х»ь, ^=1,2,3,..., ("ХЕ Жи, следовательно 

АО = ОЕ ОЕ, 
Таким образом Х'И”Х =0’, а значит и Х*Н”Х=И.. 


Следствие 7. Максимальный симметрический оператор имеет 
только одну спектральную функцию **. 


Математический институт им. В. А. Стеклова Поступило 
Академии Наук СССР. 7. ПГ. 4940. 


* Идея этого доказательства принадлежит А. Н. Колмогорову. 
** Следствие 7 можно также доказать непосредственно, пользуясь формулой 
обращения Стильтьеса; теорема 9 следует тогда из теоремы 8 и следствия 7, 
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М. МЕОМАВК. УЗРЕСТВАт ЕО МСТГО М ОЕ А ЗУММЕТВС ОРЕВАТОВ 
ВОММАВУ 


пт 1$ рарег а сБагасбегза оп о? аП зресёга1 Гапем оз * оЁ а зут- 
шее орегафог ** 1$ олуеп. Орзегуе 1Ваф зерагаБ цу о! Ше НИЪег 
зрасе 15$ поф аззитей БВете. 


$ 1. АихШату ргорозИ10п8 


ГЕММА 1. Ге А Феа 5е1]}-а4уотё орегафог ав йе НИфегё зрасе %®, 
запзритз йе соп4гиопт 


0= (АЛ = (КЛ, 1Е5,; 
[её }атйег © Фе ап атфитагу НИФегё зрасе апбшифтг $, апа запзруте 
41 5, = 4 (9ОЪ,); 


4епоёе Бу Е, 4йе ргоуесйоп ат ® ото %,. Тйеп еге елё55 ат ® а рготес- 
поп Е зисй йа рт аИ }Е, 


А}=Е, Е}. (1) 


Тйе вепегай рюгт ор ай зисй Е 15 глоеп 6у *** Е > | Еж|| 1,2 ®йеге 


в =а, Ев =Е = А—А*0, РЕ. =ВР=0“(1--А) У, 
ль ЕР: И — Е), 165, =505,, 
И 15$ а рагиаПу гзотеиле орегалог рот 9, ато 9, чий ап атбитату 
нина зе? 3, С ©, апа. Ппа| зе **** 3 = (А А’)СУ,Р=бО=Ру, 
апа Р, 2$ ап атФИтагу ргоесопт ат (1—Р) $, =%, О 9. 

Ре! 1п161оп 1. ТЬе ргодесмоп Е \мШ Бе саПед гези]аг И 
Чт (1—Р,) (9, ©.) = 41 Р, (9, 09), =911 5, уШеге д 9, 18 ап 
шие сага1ра! паштЪег. 

Гетта 1 зВо\$ (Ваф \е сап а[\ауз сопзтась а гези!аг рго]есйов Е 
зайзГутие (1), И а1т 9, (> 41 5,) 13 ап 1пЙпЦе сага]! патьег. 


(2) 


* СГ. аейт оп 3. 

** АБоцё Ве 4егито1ову с. ($). 

*** Ех, 13 ап орегафог гот 9, шо $) Е || Е; |. 1=ьа 9е104е$ $Ваф Е ;,|, = 
— В)В/,, Е 5,, УВеге Е; 13 \е рго]ссИоп ш $5 опю 9 7 А=1,2. АБои 1е 
Чефаз сЁ. (5), $ 4. 

*жж* 91 (А) Аепо{ез &Ве гапяс о! 4; абочё рагНаПу 15отей “с орегафогз сё. (4). 
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Сого11агу 1. [ле А Фе ап атфитату зей}-а4уоттпф оретафот ат ап 
тйпие итепяюпа] НИбетЕ зрасе ® запзрипе 0< (АБР = (Л, ГЕЪ. 
Тйеп Фйеге ежяз т ® а зедиетсе о} ртоуесиоп$ Е зисй а рг аП 
р, 59, (ЕР (АРВ). 

ГЕММА 2. Ге: А, В фе фоипае4 зе}-а4тотё орегафотз ап 9, зай рлтЕ 


(ауле, ЕВ (3) 
ТАе® 
я(ВАся(Ив— В’) (4) 
апа ]ог (У АА’) 


1 
|(В—В') * ВА(А— А*) |= 171, (5) 
И 1 
(В— В) * апа (А— А?) ? апр сопя4ете4 аз орегагогз п $, = (В— В*) 
апа $ =Я(А— А*) гезреспо@у. 
ГЕММА 3. Ге А, В, 9, 6е #е зате а5 ат 1етта 28 апа 1е 9 6 
а НИфет зрасе зтеш@те 9, ап4 зайзруте йе соп@оп ато 9, = 
= 4 ($ О5,), ийеге 41т (9 О5,) {5 ап тйпие сатйта патёфег. Треп 
1йеге ела ап 5 %0 тишаИу оптозопа| тезщатг ртотесопз$ зайпзруите 


А/=Е,Е}, В/=Е,Е}, ТЕ, (6) 


ап4 зисй та: Е-- Е 1$ а[50 тевщаг. 
Ргооё. Таке 10 Е ап атгЬИтагу гераг рго]есмоп зайзРулие (2). 
1 1 
Репофе ГамЪег Ъу В \е с1озиге оё! (В— В*) *? ВА(А— А*) ? апа ра 
В,/= ВОТ, ГЕЗ. В, 13 ап орегафог ош 9) 40 6, заизРуштя 


| ВАУ. (7) 
Раф ГаеБег 
6 =Р, (5, О), 9 = (1 Ч" (5, О 9); (8) 
еп $, О =6 ФФ, 61%, аш 6 =аш $ =4ш, апа Е,, =1 оп ®, 
Е, =0 оп $. Оесотрозе 5 ша Шгее шамаПу-огВозопа1 заЪзрасез: 
и=5, Фо, ФФ, заеВ Вафа 5, = аа (1 — 2,8!) %,, 41 $, = @1 5, = 
—=4инп®, ап@ ра 
УЕ НЫ ог УЕ, 
У/=(1— 2,8; У/ ›» 16%, (9) 
У/=0 » 7ЕУ, О [9 Ф 5 =6 Фо, Фо,, 


У, Беше ап агрИтагу 1зотем1с шаррае о $ ошщо (1— 4,21) 5. 
Озтаа (9) ме еазПу ргоуе Фаф ТУ 1за рагйаПу 1зотефт1с орегафог гош ©, 
110 У, УИ зоше па] зе %, 69, ФЗ, апа Ппа1 =%.. 
Ри 
РР,» Рае В, Р=Е„=УВ-— ВУ, 
Е |= У" (ВИ: Го ЛЕХ, (10) 
Е) =) Гог Е 5», Е] =0 Гот 1ЕЭ, © ФЗ... 
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Ву 1ешта 1 Р 13 а рго]есМоп зайзуше (6), апЯ (10) зВомз Ва Ё 
1 геёсиЙаг. Озше (9) ме Ноа №а ЕЁ=0. 

ГЕММА 4. [её А, В, ®,, ©, Е, 6е Ш!е зате аз т 1етта 3 апа С’ 
а тевщатг ргореслоп ат $ зайзруте 


Е, С’ | =(А-ЧВ)}, 7ЕЭ.. (11) 


Тйеп Фйете елё5ё т © 0 тевшаг тилааПу огайогопа1 рготесотз Е’ 
апа ЕР’ зай руте 


Е, Е’]-А Е Е’]=ВЬ 19, апа ЕР С°. (12) 


Ргоо!. Те Е, Е Бе 4\е рго]есйопз сопзёгиасйеа 1п 1еттпа 3. Ри 
С=Е-+Е, С=АЧВ. Тьеп С 13 тесаг апа Е, С}=(А-+ В) {= С}, 
7Е5,; Вепсе Бу 1ешша 1 @ ^^ | бил», 6’ |бж|уьзь», УВеге 


СС. ба =б6,=ИС—С*\, С.И" И=\" (1- СУ, 
б,=С, б,=ви=уУс- СУ’, б,\"\и=и"а СУ, 
апа У/, И’’ аге рагмаПу 1зотей1е орегафогз тот ©, № ©, ИВ зоше 
10а] зе{ёз $,, 3,65, ап Йпа| зе 3, = $: = (С — С°). Раф 1юг ДЕЗ,, 
Т,/=И”И’’}; Т, шарз 1зотеы1саПу 3, оо 3,. Бе ра Ъег 9, © $, = 
=9%Ф 3, 9, О 3, =9(' ФВ’ Бе 4Ъе ЧесотрозИйопз оЁ 4Ъе 1е Вапа 
зрасез 1п сБагасфегзе шапо198 оЁ С,,, С,, соттезропаюя 4 ^=0, 
Х =1 гезресмуе]у. Ву хезщЙагЦу оЁ С апа С’ апп % = ана % = ана Г = 
—=411 3’; Бепсе ме сап ехепа Т, №0 а пицагу орегафог Т ш 5, 
таррше 9’, 3’ ошо %, 3 гезресмуе]у. УМ№е еп еазИу уегМу фе 
ге|а10пз 
с.=6<.., б.=6.Т, б,=Тб,, 6и=Т С.Т. (13) 
Оп {Ве о;\ег Вапа, 11 ме ро 
В.=Е, Ез=ЕТ, Е„=Т“ Ев, 
Е тя ГИГ. 
\е Бауе &\0 гез]аг ргодесмотз Е” ^ || Е; к [ь-,2, В || Еж [уь-ь2. Тве 
еапа 11 ез 
Е„+Е,=С,, Е Е. = (Е.Е) Т=Сь Т, И ЕЁ и = Т'С,,, 
Ев -- Ва = ТТ" (Е, НР) Т = 1" О.Р 


фодеб ег \ИЪ (13) зом \№аф Е’- Е’ =0С’; 9тсе С’ 13 а ргодесйоп, 
ВЕ’ =0. 

ТНЕОВЕМ 1. [е Е, (\), —©< << - 0, фе а атиу о] Фоипаеа 
5е1]-а4тоёпё орегаёотз ап а НИфет зрасе ®, зайзулпя Ше рПобтв 
сопайлопз *; 

1° (Е, (^) 1, 1) 13 а поп-4естеаятя ратсйоп о] Х; 

25 Е, (^— в) /—Е, (№) | юг э>0, =—>0; 

3° Е, (^) {0 юг ^-—>— со апа Е, (К) } >} рт ^—>- <. 


* Неге апа Ъео\ сопуегрепсе 13 а1\ауз теап& 11 4Ъе зепсе оЁ 4Ве э1гопё 1юро- 
1обуш %.. 
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Геё ратег 9 де а НИфет зрасе атеш@тя 9, зисей и 
Чо 5, = 41 ($ О5,) ап4 Ч4т ($О5,) 15 тйлие, апа Че Е, Фе ше 
ргоесоп т ® ото Е,. Гйеп 4йете ех151$ т Э а датИУ о} ргоуесцопз Е (\.) 
а[50 зайзрите 1°—3° апа зисй Ша 


Е, (*) = Е, Е (А) [ог 16$, (14) 
РгооЁ. Оепо{е Бу 5 Ше зе оЁГ аЙ ищегуа[5 
А =(—0,0) А*=[0, + о), 4,=[и,п- 1), 
А, =(— 02, п), АР = [п А, | оо), 
а Е, пе... НР" |, 
ЕЕьыА 03. 220, 60 1. Зе К Зоо ра ба о 
ап4 Бу © Ще зе о{ а| и оЁ 1Ъе Тогт п м +.. 4%. Оше 


1еттаз 1, 4 ап4 41°, 39 ап Бесзшише ош А’ апа А" \е сап таке 
соггезроп4 {0 еась АЕБ а рго]есмоп ЁР(А) пт $ зайзГуше Те 1оПо\пая 
а 

1" НА, Д’Е5, АД’ =0 еп Ё(А).Р(4’)=0; 

2" = АНА, ААА 69 ГЕ. ОК АР АО, Тог р ев 

Р(А)-Р(А’) +... Р(А) 
3* Н ДЕЗ, Шеп ог аИ }65,, Е, (4) }= Е Е(А)}. 
Геф по\ 5’ Бе \1№е зеё о а! Ипце затз 
Д= 4%... 4*, 4765, Д? 4% =0 {ог р= 4; (15) 


ри Ё(4А)=ЕР(А’)-... - 2 (4*^) 10г АЕ5’. Ву 2" Е(А) 13 шдерелаепь оп 
(Фе гергезеща®й он (15) оЁ А, апа 1*—3* аге а!з0о замзНе4 {ог 5’. КоглЕ © 
\Ве ицегуа! АД) = (— о, ^) 65’; риф Р(^) =Е (А). Сеату 


а (16) 
Бепсе Гог еуегу геа1 Х 
С (№) 1= ы Е (р) у, 765 (17) 
А, Ее 


ех134$ ап 15 а1з0 а рго]есЯоп 11 9. Ву аейи оп С (\—з)/—>С (^)] 
[ог $ >0, =-—>0 апа ом (16), (17) ме аедисе 
иешесо, Зы (18) 
Озис 3*, 20 ме Ниа Маф 
6 (\)1=Е, (^), 1Е5; (19) 
Вепсе, Бу 3°, ЕС (—<)}=Е, (—<)]/=0, Е, [1—С(-+о)]]=0 ое 
1ЕЭ,. В\ еп 1Шешша 1 зЪомз а ао Е ес 0, 
Е, [1—С(- <о)] }=0 {ог /Е5,, зо аб Ще зрасез ЖЩ=6С(— о), 
$$ = [1 —С (- <э)] $ аге огВоропа! 40 9,. Мом ра 
Е (^) 1=С (^) 7 Юг 165 ОФ, 
Е (^) {= С, (%) 7 юг 1693 ФУ, 
С.(\) Беше ап атЬИтагу {ашу 0{ рго]еслотз ш $Ф%УХ зайуше 
41° — 30. ТБеп ЕЁ (^) Ваз а {Ъе ргорегЯез гедлигеЯ 1 ог Теогеш. 
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Согоагу 2. Геё Е(^) е ап атфитату дат Иу о} боипаеа з@1- 
аауозтё орегафогз п ап тПпие-йтепяопар НИЪев 5расе © зай ут 
19—30 0} Феогет 1. Треп &йеге ехё84$ 11 ® а зедиепсе о} ргоуесйоп$ Е (\.) 
4450 зайзНИтЕ 1°—3° ап@ феау сопоегвепй 0 Е(\) юг п-> о апа 
еоету ^. 

Сого11агу 3. Ге Е, (\) 6е Ше зате аз т еотет 1 апа Ф(^) ап 
атбИтату зсааг сопйпиоиз рапсйоп о}; еп Гог есету ппие ииегоа] А 


йе ищезта| (20) аЕ, (А»)} сопоегиез затопв у. 


д 
Ргоо{. Те Е(^) Ъе \\е 1ашПу о! ргодфесмопз сопитасеа т 
Феогет 1. Оуг аззегйой !о0По\з аб опсе от \ ф(^)аЕ, (А)) = 
А 
2 \ ф (^) аЕ (А) } ап4 \е згопе сопуегсепсе о{ \ 20) АЕ (А, }. 


А д 


$ 3. Ве -а@ 011 ехфеп$1018 07 а зутшейе орегафог 


Ре! 1014101 2. Ге $,9, Бе НИБег зрасез апа 9 С; 19 йг- 
ег А, А, Ъе с1озе4 Ппеаг орегафогз 1т 9, 9, УИВ Чоташз ® (А), ® (А,) 
Чепзе ш 9, ©, гезресмуе!у. А зВаП Ъе саШе ап ехфепзтот * оЁ А,, 
И ®(4,)С® (4) апа, Юг 1Е®(А,), АЁ=А, {. | 

ТНЕОВЕМ 2. Ге А, А, 6е Ше зате аз т аейшиоп 2. Ге Гатйег 
Е, фе {йе ргоуесйоп ап ® ото ®, апа В, ап орегйог ат ®, аейпе4 аъ 
Е, 3 (А*) 6у 


В.Е, }= 6, .4"}, 169(А”). (1) 
Треп 
в (2) 
Ргоо:. Еог ДЕЗ (А*), РЕЗ (А,) | 
(Е, |, А. &)= (А, 8) =(,А)=( А’ 8) =(Е, А*], 8); (3) 


Вепсе Ё,/=0 порЦез Е, А*}=0. ТЬаз (1) деНпез В, апаау. Могеоуег, 
(3) порПез (2). 

ТНЕОВЕМ 3. [1 Н, 6е а с10зе4 зуттетс орегаот ат %,; Шеп 9, 
сап 6е елепае4 10 а НИфетЕ зрасе ©, апа а зе1]-аатотё орегадог Н т 
$ сап Фе сопятисеа, змей 18 ап ежепяоп о} Н,. ОБепае Фу Н, ап 
орегазот тий ше аотат ®(Н,)=®(Н).(505,) 4ейпеа 6у 

Н,/=Н/] 70" 1ЕЗ(Н,). (4) 
Треп Н, 28 а с1озе4 Негпавап ** орегаот т 53,=5О5,. Вепие рат йет 


%=$5,©Я(Н,—№), =, ОЯ(Н,—№\), 
9, =$0%,, Г(®) = 0. 
* Тье ех4епз!оп Беге 1п4годлсей 13 а зепегайхаМоп о! {Ве поМоп оЁ ех4епяоп с1 
{Ве зесопа Кша ‘п\тсаасеа зп (5); 4Ве ог@тагу ехфелзюой 15 а1!з0 а зрес1а] сазе 


уБеп $ = $.. 
** Бог Ме аейшИсп о# Негю!Иэп орегабогз ©1. (5). 


5 Известия АН, Серия математическая, № 3 
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ТАеп 
ЧФ (98. ФЕ.) = Чпа (96 Ф У ), апп 35. = Что У (5) 
апа ®(Н) соп55$ 0} 1й05е ап4 оту 1105е @ететз }ЕЭ умей аге 
гергезетла Ме ат те рогт 
= РИФ, НО в -Е Л — ФР, Оз: Фь, (6) 
%’Йеге рЕЗ(Н,), ЛлЕФ(Н,,), $. Е. , $: ЕЕ. апа ИО |ньь2 15 
ап з5отеме таррте 09} С.Ф С. Отто 9% Фе зисй та 
И.Ф, =0 стрИез ф,=0.. (7) 
М огеозет, 

Н}=Н, А ЕАК фо а Е ФЕИ а фз). (8) 
Сопоетзе1у, #} Н, #5 ап атЬйтатгу с1о5еа Негтёпап орегафот ат ®, зайз- 
Пите (5) апа 0 >| Ох |, к-,2—апу ззотейе таррте о] 95. Ф С. ото 
а 9) запз/утя (7), еп Ше орегаог Н т 9 =5, Ф®, аейпеа Фу 
(6) апа (8) 15 а зе ]-аатотЕ ежепзоп о} Н,. Мотеогег ®(Н).9,=®(Н,) 
апа Н/=Н,} 1 1ЕЗ(Н,). 


8 3. Спагасбег1та оп о? аП зреефга! ие00$ 0Ё а зушшейте' орегафог 

Ре! 1п1%1от 3. Ге Н, Ъе а зутшейае орегаюг шт а НИЪе 
зрасе 9; а {ашИу ЁЕ, (\), —©< < А <<, оЁ Бошидеа зеЁ!-аауолт® 
орегафотз \Ш Бе саЙей а зресфга]1 Гапсфтоп о Я, И: 

1° (Е, (^.) }, /) 1за поп-4есгеазтя РапеМоп оЁ Х; ДЕЪ,; 

2 Е, (\— =) Е, (№) } юг з—>0, 30, ]/Е5,; 

3° Е, (^) {0 10г Х->— со; Е, (^) [>] юг ^-> о, 16 9,; 

40 {ог еуегу Пице 1пцегуа| А апа Е, 

Е, (Л) 1Е®(Н:) апа Н:Е, (А) = \ ^4Е, (А) /. 
А 

А зресга] Гапсмоп Е, (^) “Ш Ъе саЙе@ ог Вобопа]1 Ша! Е, (^) аге 
рго]есмопз * (ог обопа| зресфга|! ГапсМопз аге а1з0 саПей гезоаотз 
о{ 14еп\у). 

З1исе Н! =Й:, Н, апа И, Бзуе \№е заше зресйга! ГлпсНоп. У\е сап 
{Ъеге!оге сопз1Чег опГу с10зеё зуттейме орегафогз. 

ТНЕОВЕМ 4. Ге Н, фе а с10зе4 зуттейте орегайог ат %, апа Е, (^) 
а зресёта! аптсиоп о} Н,. ТАеп рг егегу вЕ®(Н,) ап4 есегу дпие ищегоа | А 


Е, (АН, в = | Е, (45) 5, ы 
А 
|9,’ = | ^°а4 (Е, (№) 58), (2) 


фйеге фе ицертай оп Фе теб сопоет вез. 
Ргоог. (1) Юожз ош (У лак, (=) = (лак, РЕ) э 


=(Н:Е (А), в) = (1, Е (А)Н,в). Непое (Е ‚(А)Н.8,Н,5)= \ ^а(Е„(А»)5, Н,в)=. 


* Еуегу {атПу 0! рго]есйопз за 13Ёулие 16—30 15, аз \е Епо\, а вресёта! #ап- 
сАоп оЁ а зе!{-а4] 011% орегафог. 


ЗРЕСТВАЬ КОМСТ1ОМЗ ОЕ А ЗУММЕТВС ОРЕВАТОВ, 315 


= лан, (А) в, в) = | 4(Е, (А) в, в); райпо А (—п, п) апа п—> со 
А 
\е о фаз (2). ь 


ТНЕОВЕМ 5. Ге Н, е а с105е4 зуттеймс оретиот т $, апа Е, (^) 
а зресёта| рдипсйоп о} Н,. Геё раттег © 6е ап атфитату НИфет зрасе 
тсшатя У, зисй лаё Аа 5, = аа ($ ©5,) =ана ® апа Е, !1е ртоуес- 
иоп т 5 ото %,. Тйлеп Шеге еля1$ т 9 а з@раатата ежепяоп Н 
о} Н, зисй Фйаё рог а ТЕЗ, 


Е, (^)1=Е, - Е (%) (3) 


Е(^Х) бете йе зресёта] ратсйоп о} Н. Сопоетз@у, есепу 5е1}-аатота 
салепяоп Н о} Н, 4ейпез 6у (3) а зреста! рапсйоп о} Н,. 11 Е(\) #5 
ап атфитату отйовопа{ зреста] }рипсйоп ат $ апа Н \е соттезропётя 
зе1}-аауофтё орегалог, айеп Е, (Х) ат (3) 15 а зрестаяй рапеноп оф а 
зуттейтс орегафот Н,, #} апа ошу #] Н 1$ ап ежепяопт о] Н,. 

РгооР. Тре зесоп@ аззегмоп !1оПо\мз ош 1Ве а. Ге чз ргоуе 
ШФе 1аЦег. ИЕ, (^.) 1п (3) 13 а зресёга1 Гапсмоп о? Н,, Меп Бу Меогем 4 
10г ЕЕФ(Н,), 


Е (аув = Рае, = | 4(Е, (ды; (6) 
Бепсе Е Э(Н) апа 

|Н, |= 8. (5) 
Оп фе оШфег Вапа Я, #= лав, (А) е=Е. НЫ; %№з Бу (5) Нё=Н.е 


ап Н 13 ап ех(епз1оп о Н,. И сопуегзе]у Н 13 а зе! !-аа]о1пё ехбепз10п 
0# Н, апа Е (^) \Ъе зресёга! Гапейоп оЁ Н, еп Юг ]Е5, 


НЕ, (А) = Е, НЕ(А)}= Е, лав(л)/ = | ав, (№)/ 


1. е. В, (^) 1за зреста! ГлпсМоп о! Н,. М№\ Фе Игзь аззегйоп оЁ Ве 
{Пеогет !оПо\уз а опсе гот Ше 114 опе ап@ ШФеогешт 41. 
Пе!1п1610п 4. Я \Ш Бе за 10 дейте Е, (^), И ЩФеу аге 
аззослаце аз 1ш \Теогет 5. 
Сого!!агу 4. [п ог4ег йаё а зреста! ратсйоп Е, (^) о] Н, зйошШ 4 
Бе аейпе@ 6у ап еллепяюпт о} Фе зесопа Юта * о} Нь,, @ 1$ песезвагу 


апа зирпслетт Ша |. а (Е, (Ал) }, }) < < зйо4 атыу 1ЕЗ(Н,). 
Ргоо{. АррИу (4) ап Фе Чейп оп о! ех{епз1оп оЁ Ше зесопа К1па. 
Сого!1агу 5. ТЛеге ехёяё фата вез о} боипае4 зе }-ааоётА орегафогз 
Е, (^), — © <^<- с, т 9, зайзДуитв 1°—3° о} аейтилот 3, вшей 
ате пой зрестай рипсйопз о} апу зуттете оретайог. 


* Ап ех4епз10п Н 13 саПеа о# \е зесопа Юта шт ®(Н).%8.=9(Н,). Еог дааайз. 
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РгооЁГ. 1 Н Фе а зе!-а4]оф орегабюг ш © заимуше * 
$(Н).9, = (0) апа Ё(%) 3 зресёга1 апсмоп. ТЬеп Бу \Теогет 5 Е, (\) 
1т (3) саппоб Бе а зресёга1 Рапсйоп оЁ а зутштейчс орегафог. 

Сого|]агу 6. Еъегу зоиопт в о} Фе едиайоп 


Н18—\8=1, Г1())=0 (6) 
зайзрутя ) 
ИН, 10)=0 (7) 
1$ гергезещаб!е ап Ше ртт 
ЧЕ (вр 
р 9 


чфйете Е, (№) 15 а зреста| рапейоп о} Н,. Сопоетзейу, апу зреста| рат- 
сноп Е, (№) о} Н, аейтез 6у (8) а зииоп о} (6) зайзрита (7). 

РгооЁ. 1 в Бе а зомМоп ой (6); еп в=/—=-%, 1 Е®(Н,), 
ФЕ, ФЕ апа Н*г=Н, }— $45. Непсе 

(Ну в, в) =1 (К) (| [ФГ) 

апа ру (7) |®|=|$|. У№е сап \ТегеЮте своозе 0 — | О; |1, 1,2 1 ЩФео- 
ге 3 30 Фаё 0, ф=Ф. еб Н Бе \№е ехцепзоп 0{ Н, дейтеа ъу 0; 
03110 (6) апа (8) о $2 ме Ипа \Фаё Фе зоо 5’ о Не’ — №’ = 
Ваз 1Ве Гогм 2’ =}—Ф-+-О,, Ф. Непсе 


#=Е,8'=Е, \ в о 


—с5 — 605) 


Тве 1туегзе аззегмоп сап Ъе еаз у уег ей. 

Ре]!!! п1ф1оп 5. Те НО) Ъе а зефиепсе оЁ Бопи4е зеМ-а@ ол 
орега(от8 1п ®; \Ше орегафог Н®) Чейтей {ог \Возе апа оту \Тозе { {ог 
Улов Пт Н ©} ех1з(з Бу Н® = Иш Но} уШ Ъе саПеа &Ве 11тте- 


п-—со И—со 

орегафог о! Н®». Сеау Н® 13 а Негилап орегабог 11 5. 

Ре! 1п1&1от 6**. Тре зедаепсе Н®) о{ аейияоп 5 мШ Бе за1а 
10 арргох!тафе {Ве зуттейче орегайог Н, И *** Н® > Н. 

Ре! 1 пт топ 7. Л зреста! Гапсйоп Е (^) оЁ а зутшейме орегафог Н 
\Ш ре за 10 Ъе о! Саг1етаи фуре \ \Теге ех1з{з а зедаепсе о! 
БоипЧе зе М-а4]о1иф орегабогз Н 0) зайзРуте Ме !оПомше сопаИлопв: 

1°0 Тре зрес4таи о{ еасвВ И» сопз1зз оЁГа Ипие пашфег оЁ сВага- 
с1емзис уашез; 

2009 {фе зециепсе НЭ арргохипа{ез ИН; 

35° Ме зедиепсе ©” ().) оЁ {Ве зресёта1 Гапсйопз оЁ Н(@) сопуегоез 
\еаК1у 10 ЕЁ (^) !0г а геа1 Х. 

ГЕММА 5. Ге А фе а с105е4 Ппеат орегалог ат а НИФетЕ зрасе ® 
ФИ ео 4отат 3(А) 4епзе ап 5; Шеп Шете ‘ел451$ т ® (А) а сотрее 


* СГ. ®), 1етоща 4.2. 
** Рейт оз 5 ап 6 аге а150 10 Бе Гоипа {т (5). 
*** А депо{ез {Не Ипеаг с1озиге 9 А. 
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от опотта1 зе {ф„} зисй Фтаф йе орегафог А, аейпеа оп {9.} 69 А.Ф. = А фа 
зайзез йе тёайоп А, =А. 
оОь РЕ В-У АД; Бу а \Меотет о{ Ф. у. Меитапп (*) В 13 
5е{-а9]0114, ® (А)=®(Н) апа 10г Е®(Н) 
1АД=| АУ |. (9) 
Геф Р ().) Бе ве зресфта1 апейоп оЁ В; рф А, = [п,п- 1), 9, =Е (4,) 8, 
п=0, +1, -2,... ап@ з@есф 11 еасЬ 5, ап ог Фопогта]1 зеф. ТЬе 1091са1 


зи о? $Везе зе{з 13 а сотр|е{е ог{Вопогта]1 зе% {ф.} 11 © ап4 ф.Е® (В) = 
=® (А). Бепые Бу А,, А, \№е соггезроп@ 118 орегафогз дейпей оп {$.}; 


з1псе АВ 13 Боипдей оп еась %,, С ®(Ё,); ппогеоуег {= № ПБ 


== — со 


В/= Х В,Р(А,) | ((Е%(В)); Вепсе Й,=В. Мо (9) норНез А,=А. 
ТНЕОВЕМ 6. Еъегу зресёта] }ипсйоп о} а зуттейтс орегатог #5 0} 
йе Сафетап гуре. 
Ргоо{. Ге Н Ъеа с10зе4 зутштейе орегафог ш ®, Е (\) а зресйга1 
Гапомоп 0 Н, апа {9} Зе сошр1ее огФопогша] зеф сопутафще шт 


1етта 5 юг А=НЛ, зо 142% Й,=Н. 


Песотрозе {9.} ш а зедиерсе {$.}®, п=1,2,3,... 01 зузбетвз еасв 
опе Бауше Фе зате сага! патшфег аз {$.} ап@ депойе Бу 5% Ще 
с1озе4 1пеаг шап{Цо!А 4ефегизлеа Бу {9.}®,..., {$} ®, ап Ъу Е® 1е 


рго]десмоп ш © оо 9®. Ри {юг {Е 5%: Е® (›) = ЕЕ ().) | Бу Теотеш 1 
{Веге ех13(3 ш © а зеачепсе о{ ог{№обопа1 зреста! Гапейотз Е (^) 
зайзРуте 


В Е (^) |= Е (\) у = ЕЕ (К), ТЕЗ. (10) 
Раф {агЪег 
А, =(— со, —пП), А = [-, " т: ‚= м... №, 
т > (® К 1 2 2 
4® = [п, оо), №9 = а Я 
апа Н® = о 2 Е (47). Твеп И“ 13 а Ъоппаеа зе!-аА}о1ть орега- 
В=-7п2—1 


$0г ш © заизРуше 15° о{ дейшиоп 7. И ФЕ {$.}, еп ФЕФ(Н) апа 
ФЕЪ® Гог п зи Нелеп Му 1агре; Вепсе Бу (10) 


12 12 


= У (Е А) ,у= У МЕ), 


В=-—п?2—1 Е==712-—1 
— (ла(Е (м) = НФ ог по 


ап ШегеГоге | Н’ф| < С юг зоше сопзап С. Оп 4Ве обег Вап@ Тог 
ечегу 16$ (Н”®, 1) = (Е.Н, (НФ, (1-Е) Л) па 
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(Нл =( У МЕ), Е) 


в 
> ( (ав (л)е,/) —= (Но, п со, 


НФ, (1 ВР) е СЕ”) -0, п. 
"Граз (НФ, —(Н ф,/) апа \Ъеге!оге 
| Не ф—Но?=|Н Эф? —28 (НЭ, НФ) НН -—0. 
бо Ме Пшце орегабог Н® о{ Н® 13 соппесеа жив Н, Бу Ве гай оп 
Н.С НО; вепсе Н =Я,С- Й® апа 25° о{ деНи\оп 7 18 а1з0 заызНед. 
Тве зресйга] Раосйоп оЁ Н@®) Баз Ве {1огш Ё® (\) = о Е (Ао); 
т <» 


Вепсе Аепойиз Бу №) 1Ъе втеафезё о{ 4Ве питрегз 7) < ^, ще Вауе 


Е Ро (^)}= У ЕТЕ (А) }=ЕРЕ (2) у, 1Е$,. 
(0 < 
[3 


Оше ^) —>)., 20 о{ дейпилоп 3 ап4а арр!уше 1Ъе заше агеашеп( аз 
Бе{оге, ме аеасе 35° {гош 4еЙплоп 7. 


$ 4. Мшиоа! ехбеп$!01$ 0Ё а зушшейле орегафог 


Ре! 1и161ои 8. А зе!-а4]о1тё ехцепзюп Н ш ® оГа зутшейче 
орегафог Н, ш 9%, (%,С 5) Ш Бе саЙе4 ш1о1та1, И попе оЁ Ъе 
зарзрасез о! 9, =®О%У, Аа\Шегеть {гош (0) тедасе Н. 

ТНЕОВЕМ 7. Ром есегу зе1}-а@атоатё еалепяот Нат ® ора зуттеймс 
оретайог Н, ат 5, (9, С 5) Шете её 545 а тата[ $}-аауотё ечепяот Ну 
п а НИфет зрасе 5%, зайзрите 9С®Сс®, Н.С НИ. Тфе орегалогз Н, 
ап Н 4ееттапе йе зате зресфта| раптсйоп оЁ Н.. 

РгооГ. Те Е (^) Ъе Фе зресга! Рапсйоп о? Н. Оепое Ъу %, Ме 
с105е4 Ппеаг тапИо!4 аеегилтеа Бу аП Е ().)], — © < < - о, [1 Е$.. 
Сеагу 9, С9,С® ава ©, гедасез Н. ТЬеп 4Ъе раг6 Н, о Н ш 9, 13 
(Бе гефиге плаппа| ех(епз1оп о{ Н,. ТВе 1азё аззеглоп ЁоПо\з {гот 
Е (^) = Е, (®)] 10г }Е5,, мВеге Е’ (^) 13 \е зресёга! Гапсйоп оф Н.. 

Ре! 1п1ётою 9. Т\мо шшиааЁ зе! -а4]о11ф ех{епз1опз Н’, Н” шт 
$’, 5" оЁ а зутшейе орегафог Н, т%, \Ш Ъе за14 10 Ъе еди1уа]еть 
УИ гезресь {0 $,, И \Ъеге ех156з ап 1зотейме таррше Х оЁ 5’ ощо 9" 
заизуше Н”=хХН'’Х-! апа Х}=} г }Е®.. 

ТНЕОВЕМ 8. [п от4ег Та 1%о татта! ежепяоптз Н’, Н" ора 
зуттейтес орегайог Н, ат 5, зйош 4 4ейпе йе зате зресёта] шпсйоп Е, (\.), 
#4 15 песеззату ап4 зиррсетЕ айаё айеу зпош@а Фе едилощепЕ тИй гезресй 
о 
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Б. И. СЕГАЛ 


О НЕКОТОРЫХ ПОСЛЕДОВАТЕЛЬНОСТЯХ ЦЕЛЫХ ЧИСЕЛ 


(Представлено академиком И. М. Виноградовым) 


В работе рассматривается приближенное представление положитель- 
ных чисел при помощи членов последовательностей целых чисел, в кано- 
ническое разложение которых входят лишь заданные простые числа 
с показателями, представляющими собою точные степени целых чисел. 


$1 


В нашей работе (`) мы рассматривали последовательности 
целых чисел, производимые системой простых чисел 


р, р.,..., Ри, Т. е. последовательности целых чисел, каноническое 
разложение которых содержит лишь заданные простые числа 
р.,Р.,..., Ри. При этом мы получили несколько теорем, относящихся 


к приближенному представлению положительных чисел при помощи 
членов таких последовательностей в предположении, что показатели 
степеней простых чисел р,,р,,..., Ри принимают значения любых целых 
чисел или значения простых чисел. Можно поставить ряд других 
задач подобного рода и рассматривать последовательности целых чисел, 
производимые системой простых чисел р,,р,,..., [и с теми или иными 
условиями для показателей степеней этих простых чисел. В настоящей 
работе мы рассматриваем числа, имеющие каноническое разложение 
вида 
И 

где с,,5,,...,95: представляют собою точные п-ые степени целых чисел 
(п — целое). Основным результатом настоящей работы является следующая 

ТЕОРЕМА. Пусть №М>0, п целое = 2, [— целое = т-Ё 1, где т— 
наибольшее четное число, удовлетворяющее условию 


г< 4,81 п(п- 1) (п- 2) 1051; 


пусть, далее, р, р,,..., рр — данные простые числа, ,,5,,..., “и при- 
нимают значения точных п-ых степеней целых чисел, 4 удовлетворяет 


условию 
т 


— 


Е 
а ею ОЕ 
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Тогда мы имеем для числа [м представлений № в виде 
№М= ар? р... ри (1) 


следующую аси мптотическую формулу: 


иг ЗО 


(108 №)" А, 
(108 ет (108 1)” Г (.) 


т 
во 


-+О ((105 Е е- (108108 М) }: (2) 
где О < в, < з. 

При доказательстве этой теоремы мы пользуемся одной весьма 
общей леммой И. М. Виноградова (*) и той же оценкой А. О. Гель- 
фонда. (?), которой мы уже пользовались в нашей работе (*). Однако 
задачу, рассматриваемую в настоящей работе, а также задачи, рассма- 
тривавшиеся нами в работе (*), можно решить и без применения указан- 
ной оценки А. О. Гельфонда и при этом получаются те же результаты, 
но с менее точным значением для А, 


$2 


Кроме обозначений, введенных нами в формулировке нашей теоремы 
($1), мы будем пользоваться еще следующими: 


1) АХ В означает, что А=О(В); 

2) (=) означает расстояние от вещественного числа Ё до ближайшего 
целого; 

3) е(=) =е2"к; 

д) А ЮМ, Х=И: 


5) п— целое постоянное > 2, у= „; 
6) =, ,=,,...,з, означают сколь-угодно малые положительные посто- 


янные, удовлетворяющие условиям 


Е 


7) «=, где х) принимают целые значения а: 
рю 
ой 
9) Ви = (1905) ое. 
10) $; = есть (^=1,...,1), где з— вещественное число; 
%=1 


1 
11) Б=-: жа, где з— целое положительное число; 


. ь 2 
$ 242 $11° 2^б3 а Ее 
12) = . ‚ где А=А, + $8, 6=е- В, з= [(108 А)3`*]. 
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53 
При доказательстве теоремы мы будем пользоваться следующими 
леммами, указанными в нашей работе ('). 


ЛЕММА 1. Если р, и р, —0ва простых числа, з—сколь угодно малое 
положи тельное число и 


105 р» г 0 
р ь чо Е 0: 054, 
то для достаточно больших значений с имеет место неравенство 


1 
—-= 


= (ов <) ® 
ЛЕММА 2. Для функции 


имеем 

ф=0, когда А-- $8 < у 
О=ф=1, когда А— $3 =|у|=<А- 55, 
ф=1, когда [| 


ЛЕММА 3. Если К принимает целые значения, а Г.— любое положи- 
тельное целое число, то 


( е(Кз) аз 


равен нулю, если К -Е 0, и равен Г, если К =0. 
Леммы 1, 2 и 3 являются соответственно леммами 4, 5 и 7 нашей 
работы (*). Кроме этих лемм нам потребуются еще следующие. 
ЛЕММА 4. Если А«В, Е— целое =2, | (2),..., р (5) в проме- 
эжутке А << В ограничены и не отрицательны, то 
о = Е. ня г 
}л.-. Л4== (1 да )* о ( \ паз)". 
А А 4 
Эта лемма непосредственно следует из известного неравенства 
Нб!Чег’а (см., например, в книге (*) теорему 188 на стр. 140). 
ЛЕММА 5. Если У =1, г имеет значение, указанное в формулировке 
теоремы ($ 1), 


р 
9, = Уе(8ь2Ё (2) (=... 7), 
Х=1 
где 5. ея 5, — положительные постоянные числа, 
Е (2) == бо. би 
0)... › Си-а, Си — целые постоянные числа, причем с, = |, то 


1= \ 19,1... 19, [42 < УР”. 


() 
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Доказательство. По лемме 4 имеем 


ИИ. (3) 
где 


ий 
= | 12а, ие 
0 


Введем в последний интеграл подстановку 


82 =5. 
Тогда 
0 # 
И (| УеРа) "в < (| Хе (СР) |4, (4) 
85 0 д и 
где 
Е [8:7] -+1=0 (У). 
Далее находим 
Г Р Р ИТ. 
т фр р х 
(| Хесреу = УХ... Х [ео аьа-+... + 173)) 46, (5) 
О и ЕЙ х,=1 9 
где 
Иж = Нат — т я 
т =. 
р м Пий 1 а чт. р 
ь р 
У. =ж-...+ - и В: 


Согласно лемме 6, опубликованной в работе И. М. Виноградова (*), 


число решений О в целых х,,...,5, последней системы при любых 
целых Г,,И.,...,/» удовлетворяет соотношению 
т п(п- 1) 
ОР (6) 


При помощи леммы 3 находим, что интеграл правой части (5) равен 
нулю, если 


сова ЧА И = 0, 


и равен С, если 
сов И—1-+ .-. - си-1И:=0. 


Поэтому правая часть (5) равна числу Г, умноженному на число реше- 
ний неопределенного уравнения 


о Ир о НЙ == 


в целых положительных х,,...,х,, не превосходящих Р, и следова- 
тельно не превосходит числа /.0, умноженного на число О’ решений 
неопределенного уравнения 


Соб 10,1 вх | Сп-11 =0 (7) 
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в целых 9:1,..., 0», причем 


5 р п-1 т 
ОИ В о 
Выражение с1е„_:-+... сие принимает 


т(п-—1) 


Е 


значений и при каждом таком значении имеется не более одного зна- 


чения ©„, удовлетворяющего уравнению (7). Поэтому 
ж(п-—1) 


Ор, 


` 


и мы находим при помощи (6), что правая часть (5) 


п(п-1) п(п-1) 


ЕЕ ая: 
Ввиду этого мы получаем из (4) 


И, < ур” 


и из (3) 
УР” 


что и требовалось доказать. 


ЛЕММА 6. Если.р, и р, —0ва простых числа, 3 — положительное 


(8) 


(9) 


вещественное число, а э-оо т. — Произвольно малые положительные 
постоянные, удовлетворяющие условито 
1: < в < Иа (1, , 1,) . 
и 
Ч 0, в 
ео (а,, 9) =4, 9-4 а 
|< 
причем 
е т) з 12 
3 я о 
4, = (98) х роз < е(105=) : 
9 
то 
а А ы 
2108 р, = На, (а,,9,)=1, |^№|=<А, 
42 42 
причем 
1 1 
ИЕ = — 14 к 


А < е089° , 08° «а, «8. 


Доказательство. Полагая 


1 т 
ЗНА п 
т, =<2е— (0906) 


имеем 
108 р» _ а Е 


6. о а 
1052 9 Ч’ (а, 9) к — 


причем по лемме 1 
1 1 


6 5 


а» сов 1) ° >> еод*) - 
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где 1; < т. Из (8) и (11) находим 


00 

а Е 

к ее х В 1 г 

2108 р, = 105 р, 106 р, 991 г 4411 . 44 
или 
в 1) 0 

#1 — 9 | 8 (414, + 1) 6, 13 
ЕЕ: т (13) 


где # по абсолютной величине не превосходит некоторое постоянное, 
а |0,| <= 1. Ввиду второго соотношения (9) имеем 


1 
Е. 
105: 
а. о 


или, воспользовавшись первым соотношением (9), 


тв 
< еов =) . (14) 
где у, удовлетворяет условию 1, < 1, < пи (1, , 1,). 
Из последнего соотношения и (12) находим 


1 
2} МА 


3 бе. (15) 


“а 
Кроме того из первого соотношения (9) и из равенства (10) получаем 


<» (94,)', (16) 


а из первого соотношения (9) и из соотношения (14) 


1 
15 13 


2.0. < 2089. (17) 


Учитывая соотношения (15), (16) и (17), мы выводим из равенства 
(13), что 


где а,, 4, и А имеют значения, указанные в формулировке леммы, 
что им требовалось доказать. 


ЛЕММА 7 (ср. в книге (°) теорему 354). Пусть 


@-+Р 
и 2 (7 (х) 7 (=. , 
ХОТ 
где а, а, ,..., я„— вещественные числа, п--целое >2, О— целое, Р— 
целое положительное число. Если 
а й п-1 
СЕТ (0: (а, 9) =\, и й ВА = А 


то: 
—п-1 1—=)2-п-1 
КР: (о, 


где з> 0, а постоянная, связанная со знаком <, зависит только от 
Пиз. 


ПОСЛЕДОВАТЕЛЬНОСТИ ЦЕЛЫХ ЧИСЕЛ 325 


Доказательство. Воспользовавшись теоремой 266 книги (°), 
получим 
п!р"-1 


О: а У тив (2, )), — (48) 


где з’>0. Сумму, стоящую в правой части, мы можем разбить на 
< Р" ‘4-1 сумм вида 


В-ч9 


= Хо (Р, > Хол (Рае): 


п=В-1 


Каково бы ни было Т, мы можем выбрать целое число 6 так, что 
ь 0 
Ее И 


причем можно предполагать, что 0 имеет знак, противоположный знаку 
Хх. Из последнего равенства и из условий теоремы мы находим 


(в) = (оне и)= (#2. и) Сел), 


где у($) означает наименьший неотрицательный вычет числа а5- 6 по 
модулю 4, а |9.| <1. Легко видеть, что в каждой сумме 9 у(5) прини- 
мает каждое значение 0,1,...,49—1 не’ более одного раза. Пусть 


ЕАН, 


так как 
у (5$) — А = у($) +5. А = ($) -А, 
то для значений у(5), удовлетворяющих условию 
2А =у($) = 9—24^, (19) 
имеем 


па тЫ) А ее а 
Т- $ > п (^" - ———— | т = |. 
и. А 4 7. | 24 29 / 
Каждое слагаемое суммы ® со значением у (5), не удовлетворяющим 
условию (19), заменяем через Р (таких слагаемых будет меньше 44 1), 
а каждое слагаемое суммы ®@ со значением у ($), А усло- 


24 
вию (19), мы можем заменить через тах ры = Е . Поэтому 


Л 
о < (44+1)Р+24 У мах (Пи, — 


где сумма в правой части распространяется на все целые значения у (5), 
удовлетворяющие услсзию (19). Отсюда легко находим 


[+ 
о = (44 -+1)Р-+24-2 \ -<АР+ 91054, 
или 
9х РВ Ро, 


326 Б. И. СЕГАЛ 


Последнее соотношение, очевидно, справедливо и в случае, когда 
9 =4А--1. Поэтому сумма, стоящая в правой части (18), будет 


п-1 -1 вх 9 ао Л Л 
< "14". РАРНОР" "(3+5 ), 


и 


К" < р"+* м (++5)) а 


откуда 
ы та те р 
С (2+2). => 0. 


—1 
Если Р=4=<Р” ``, то находим отеюда 


или 


ео 
ох РАЗ (+). (20) 


Если же 1 < 9<Р, то разбиваем сумму 9 на <+ частичных сумм 


с интервалом суммирования, не превосходящим 4. К каждой такой 
сумме мы можем применить соотношение (20) и найдем 


ОН 1 Ш в) 2-п-1 
$ —. } ваз" "(1)" ) < Юя (+) )2 в (24) 


Из соотношений (20) и (21) непосредственно вытекает лемма. 


ЛЕММА 8 (ср. в работе (*) лемму 7). Пусть 5 имеет то же зна- 
чение, что и в лемме 7. Если 
+, а>0, (а, 9) =1, Во. = А, А>1, 


то 


И 9 р Е 3 = 
«РЕ ), р = (19,24 юз 108 п)-*. 


Доказательство. Полагаем 


Е 


где г имеет прежнее значение ($ 1, теорема), и находим 
УвАР 
9 
5=у+0(7), =» Уе(ДО+-+У)). (22) 
= Й=+ 


Заметим, что 
РОЗН) = Ву ВЕН Е ВЬ, 
где коэффициенты В1,..., В» зависят от #, причем 
В=а, В, =па О пай -ч,. 


Применяя неравенство Коши— Шварца, мы находим 


Р й 
"= р” У Хе (Ву"- Ву"... В,) |, 


й=1 у=1 
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или 
р з У 
о т-—1 \) у 
р а НГ 
П=1 у1=1 Ут=1 
где 
т 7% % 
У = -... У» о и 
2 я" 
т п—1 п—1 п—1 а 
У -1= 1 Е . НЕО: т у” ) 
р г. 
У = РУ, О: она 
> Ух 
Так как число решений этой системы в целых положительных 
У1,... >) У», Не превосходящих У, будет, по лемме 6 работы (°) И. М. Вино- 
_ п (и 1) 
градова, < У ? И так как В не зависит от й, то 
г п (п--1) 
Р. #1 Е И 7 
К +В») |, 
) Ун—1 У! й 
где ГИ,,..., И„_: принимают ряд последовательных целых значений, 
не превосходящих соответственно У,..., У”. 


Применяя к последнему соотношению неравенство Коши— Шварца, 


мы получаем 
п (п-—1) 


о" < р"-! ат р] х 


ох, 


|= 


® < › = й 
р . ХХ Хе (У, (ВЕ-ВО ... НУ (Вь-1— В)", 
Е 1 и № 10” 
где В!,..., В,_, получаются соответственно из В!1,..., Ви_, заме- 
ной Й на Й'. : 
Так как система чисел У,,..., И„_› может принять не более 
(п-—1) (п-2) 
Е У 7 различных систем значений, то 
1 
ао ея) (п—2) > 
о ИИ У нисму,-5) 


р 
Но так как разность А —й’ может принимать значения «Р и каждое 
значение «Р раз, то 
ры 


боРИ(У "РУ Уолт, 
в АА 
где суммирование по $ проводится для значений $ порядка ниже Р. 
Из последнего соотношения применением неравенства Коши— Шварца 
получаем 


о | = 


1 1 


о 


хр! у В е (145 „_1) 
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откуда [см., например, в книге (°) лемму 6 главы П 
1 


е 
ору (у "ПВ РТ) (23) 
где 
< р т-—1 1 м. 
тео пи (у , 2 (поз) / . 


$ 


Прежде чем приступить к оценке суммы Т, заметим, что эту сумму 
можно переписать так: 


У п-1 
ЕЕ Ай С 


> 
> 


причем +, так же как и $, принимает последовательные целые значе- 
ния порядка не выше Р. По условию леммы имеем (|| < а) 


где у(#) наименьший неотрицательный вычет числа 4 по модулю (0. 
Так как 
р - 
Ра 9 


и (а, 4) =1, то у() может принимать каждое из значений 0, 1,..., 9—1 
не более одного раза. Рассуждая теперь так же, как при доказатель- 
стве предыдущей леммы, найдем 


т & лу" а У г < я — 
У=А 
ебли (= АУ", и 
Ре о а 
ата 


если (> АУ" '. Таким образом всегда имеем 
р 2т—2 ›п-1 2т-2 ГА 4 
ре Е, 


При помощи этой оценки мы получаем из (23) 


1 1 
т. г 4 4т 
а а > О т) 
а из (22) находим 


5<«Р( ыы д 


АЕ 1 
Так как 
4+ п—1 < 19,24 п 105 п, 


то из последнего соотношения непосредственно вытекает лемма 8. 
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Следует заметить, что вместо лемм 7 и 8 мы могли бы пользоваться 
в настоящей работе одним неравенством, доказанным ]. С. Уап ег 
Согри’ом в его работе (7). Однако леммы 7 и 8 применимы и в тех 
случаях, когда неравенство уап 4ег Согриб’а уже неприменимо. Так, 
например, задачу, рассматриваемую в настоящей работе, можно решить 
без помощи оценки А. О. Гельфонда (*), если воспользоваться леммами 
Ти 8; если же пользоваться неравенством уап 4ег Согри’а, то реше- 
ние задачи получается лишь при помощи оценки А. О. Гельфонда. 

ЛЕММА 9. Если [— целое положительное число, Р>1, в, в,, 
1 — положительны, то для числа Ту(Р) целых точек в области 


п уЙ п о 
Е. ЕР, Е мы! 
имеем 
(ГУ) "о ыы 
то) 0”. 
О ао (5) 
Доказательство. Обозначим 
т п п п® 
= аи. |... Таш, иа=еиа |... + а-ии-1 
и условимся считать, что` и1,..., и принимают только положительные 
значения, или нуль. Докажем сперва, что 
Т.(Р)=У-+О(Р“°, (24) 
где 
ее от \ ПА ь в ИАА 
$1<Р 


При [= равенство (24) очевидно. Допустим, что оно доказано 
для [—1. Имеем 
‘(Р\* 
[(.)] 


< у 
И 
911+... Н9рР«Р Х-1 дхт+... 59-17 -15Р-97 
с. р Е кн 


и 
= р Та (Р— вл). 
2 -=% 


Так как мы предполагаем равенство (24) доказанным для 1—1, то 


ТР) \ к \ Чи! ый. а-вокР”- 
7 1<Р-917 


подставив это значение в предыдущее равенство, найдем 


[(,)'] 
Я - } 
Т.(Р)= \ \ в \ ди... 1+ О(Р И: 
1-1 гр1<Р- 091 
Кратный интеграл, стоящий под знаком суммы в правой части послед- 


$ Известия АН, Серия математическая, № 3 
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него равенства, представляет собою монотонно убывающую функцию 
» (1-1 
от 21, и при 21=0 горядок его не выше Р’(-Э. Поэтому 


РЕ \ и \ ти. \ п УИ 
0 1. 13Р-9и." 


откуда непосредственно следует равенство (24). Введем подстановку 


пи =Р\%, и 
Тогда 
А РЁ з 
У = О Ч... ат - 
о 
Е. < 
№1>0,..., 49/>0 
ь ВУ 
Но последний интеграл, как известно, равен м —_ Поэтому 


уУЕРЫ 
о 


ва, Ре) 


Подставляя это значение У в (24), мы получаем лемму 9. 


$4 


Для доказательства нашей теоремы ($ 1) введем числа М, уловле- 
творяющие условиям 


1909 М = АА, в=0:1,2,..-., ы 
А (1—1) = 108 М = А(1+ 1), р» 
0-88: 


Мы можем при помощи леммы 2 написать для числа /м представлений 
каждого М в форме 


М=ар р... рп (26) 
следующую формулу (см. обозначения, $ 2): 


[$,®) 


ы+8=р ( 05,5%... бе (— 2108 М) аз, (27) 


0 


где АВ означает погрешность, соответствующую представлениям М 
в форме (26), когда 1054 удовлетворяет условиям 


—А 


55 < 1084 <=—А- $55 
или 
А — $5 < 1064 = А-+ $5. 
Обозначим 
Ф(2)=205,5,... ме(—210° М), 
‹ 


Ни | Фо а. 


о 
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Тогда имеем 


Рассмотрим интеграл Н,. Значения 5, принадлежащие интервалу 
‘=2=<й, разобъем на две совокупности Е’и ЕЁ”. К совокупности Е” 
отнесем те значения 3, для которых имеет место представление 


2108 р, =— = (а,, 4,)=1, О<а, <, [91 < 1, 
причем 
ое, бт 
К совокупности Е” отнесем все остальные значения < указанного 


интервала. Обозначив 


Я: — | Ф(:) 41, Н:= | Фа, 


(Е’) (Е”) 

имеем 

ПЕ, ЗЫ (29) 
Для каждого значения 5 из Е’ имеем по леммам 7 и 8 

5, < Хе №. 
Поэтому 

Н; < рев | ГО. ож, 

(Е) 

Но так как 
<т, 


а область Е’ мы можем заменить всем промежутком от 0 до &, то 
2 
Н; < АХе-в | 9:0 
0 


Применяя к последнему интегралу лемму 5, находим 


а 
или 
Е. &«Х‘е-м, (30) 
К значениям 5, принадлежащим Е”, мы можем применить лемму 6. 
В самом деле, для каждого такого значения 5 имеем 
а 9 
8108 р. =—- ) (а, 4,) =1, 0 < 4, =*,, и № 
Чт Ч 171 
причем 


4, < ей", а. <», Ее #5 
6* 
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Поэтому 
4 
2 108 =, (а,, 4) =1, |^|<л, 
з 9 
причем 
1 
А «ев, @№«4,< А*, 


и по лемме 7 находим 


5, < Хе №. 
Рассуждая теперь так же, как при оценке Н'!, мы находим 
абы (31) 
Воспользовавшись оценками (30) и (31), получаем из (29) 
И (32) 


Для оценки интеграла Н, мы пользуемся следующими очевидными 
неравенствами: 

|5,|=Х (=4,...,Й и | ЖжАз вв 285 | = 1. 
Тогда 


Н.& 0х8 \ 53-143 = 2х! 8-7. 


Подставив сюда значения О, 5, $ и 1, находим 
На<Хеас во (33) 


Для оценки А, очевидно, достаточно заменить в интеграле правой 
части (27) А через А— 255 и оценить получаемую при этом погреш- 
ность. Если мы такую замену произведем в интеграле Нм, то погреш- 


ность будет 
|9 
2 2 — $0) 5511 91502 $1105 9105 
<р \ | 260$ 2 (А — 55) = 91562 910 216; | ИАН 


6828+1 


0 


следовательно эта погрешность будет 
1 
«8 ( 19|... 15: [45. 
0 
Применяя к последнему интегралу лемму 5, мы найдем, что погреш- 
ность, получаемая при замене в Нм А на А— 255, будет 


< ‘пе во, 
Воспользовавшись еще оценками (32) и (33), мы найдем 
В < Х!*е- №. (34) 
При помощи (32), (33) и (34) мы находим из (28) 
1м—Нм <Х!"е-№, (35) 


откуда при М =М получаем 
Г» — Нм < ХГ-те- Во. (36) 
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$5 
Для получения асимптотического выражения для Гм остается еще 
вычислить Нм. С этой целью мы оценим разность Им—Нм. Так как 
из определения (25) следует, что 105 М = А-+-0Ат, |0| < 1, то 
[а 


|Ни— Ни [= \ 1915, |... 15 1 —е (264) | 42, 
0 
откуда находим 
1 


Нми— Нк < Ал \ [Г аа. 


о 
Применяя к последнему интегралу лемму 5, мы получаем 
Нм— Нх <А6АчХС "п, 


или 
Нм— Нк < ХЕ те- Во. 


Из этого соотношения и (35) получаем Гм — Нм <Х Г те-№. 
Суммируя это соотношение по всем числам М, находим 


У /им—УНи< УХ! те- в, (37) 
где /—число чисел М, определенных соотношениями (25), причем 
у=4 "+0 (1). (38) 
1 


Так как У [м обозначает число целых точек в области 


О > - ... = 11 р = А (1-1), 


то имеем по лемме 9 


ЗИ Шория ОДА) 


2(Г (1 У Ш 172 
ГМ х- 0 (А и ). 


Подставив это значение в (37), находим 


2 и (1-- У) АР УНл < ИХ!-пе-вю -|- Аб? 
И. йе Г (Г) 


откуда 
у. 12 
2(Г (1+ %))* 429 < Х-те-в А е . 
УИ т 
Мес 
Воспользовавшись значением (38) для У, мы получаем из последнего 
соотношения 


Нм 


Нк ата -У У ААА < АЙ-те- Во. 
ВН 


а 


Поэтому из (36) находим 
Я ее я. (Г (1 + У))' А А < АБ-1 е-Во 


Аа) 


1 


и наша теорема доказана. 


33% В. БЕ@АГ 


Заметим; что 6п0собом, изложенным в настоящей работе, можно 
решить ряд аналогичных задач. Так, например, можно рассматривать 
последовательности целых чисел, производимые системой простых 
чисел р,,р,,...,Рь в предположении, что показатели степеней этих 
простых чисел принимают значения многочлена с целыми коэффициен- 
тами, значения п-ых степеней простых чисел и т. п. 

В заключение сделаем необходимые исправления к доказательству 
теоремы 3 ($ 13) нашей работы (*). Для оценки 65, необходимо не- 
сколько видоизменить лемму 1 и представить ее в форме, соответствую- 
щей леммам 7 и 8 настоящей работы. Кроме того нужно з, и з,, заме- 


нить соответственно через е, и $з.. 


Математический институт им. В. А. Стеклова Поступило 
Академии Наук СССР. 5. И. 1940: 
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В, БЕСАГ. ОМ СЕВТАТХ ЗЕТЗ ОЕ ТУТЕСЕВ$ 
ВОММАВУ 


Тре ша1м гези! о! {Ъе ргезепь рарег (с!. ог еагег рарег (*)) 13 Ше 
ГоПо\тие 

Тьеогем. Геё М> 0, п ап ицерег =2, |[>р--1, чйеге г 4епоёез 
е стеадезф есеп питбег зайзрите йе соп@ёноп 

< 4,81п (п- 1) (п- 2) 10° п; 
[ипйег, 16 р, р., ..., Ри бе вет рттез, 
= ЕП 

уйете {йе т, тип осег ицеветз, апа а заизйез 1е соп@йоп 


1 
е-^ <4=<е^, А=е- (08108 М“ е>0. 
Треп ре йасе юг Ше питдег Гу о{ тергезетаноп$ о} Мат Ше ртт 
№ =арирз* ... ри 


йе рюПоблте азутрюойса рютти а 


о 
=-—в0 


2((1++)) р и : 
а 1 т 1 (105 №)" А-РО ((105 №)" е- “08108 №) ), 
(102 р!) ... (10° ру" Г (5) 
фрете 0 < з, < з. 


ИЗВЕСТИЯ АКАДЕМИИ НАУК СССР 
ВОГГЕТ!М ОЕ ГГАСАРЕМ1Е РЕЗ ЗСЛЕМСЕЗ ОЕ 170855 


Серия математическая 4 (1940), 335—340 Зее та\Ибта аие 


Л. И. ШАТРОВСКИЙ 
О МИНИМАЛЬНЫХ БАЗИСАХ НАТУРАЛЬНОГО РЯДА ЧИСЕЛ 


(Представлено академиком И. М. Виноградовым) 


В статье дается способ элементарного построения бесчисленного 
множества различных минимальных базисов натурального ряда задан-. 
ного порядка. 


Известно, что базисом й-го порядка для натурального ряда назы- 
вается возрастающая последовательность натуральных чисел, которая, 
будучи суммируема в смысле Шнирельмана Й раз, дает весь натураль- 


ный ряд. 
Нетрудно доказать, что последовательность натуральных чисел 
ф= {п,,п,, ..., Ть, ..+| может являться базисом Й-го порядка нату- 


рального ряда чисел лишь в том случае, если выполнено условие 


1 
$ (2) > сы", (1) 


где х (5) — количество членов последовательности ф, не превосходящих х, 
а с, > 1— константа, зависящая от й. Базис й-го порядка, для которого 


1 


$(2) =0 (а), (2) 
называется минимальным базисом (*). 


В печати опубликован пока только один пример минимального ба- 
зиса, принадлежащий Штеру(*), почти одновременно, независимо от 
него данный Д. А. Райковым (°). 

В настоящей статье дается способ элементарного построения бес- 
численного множества различных минимальных базисов заданного 
порядка й, т.е. базисов, удовлетворяющих условию (2). 

Пользуюсь случаем выразить благодарность руководителям семи- 
нара по теории чисел Московского педагогического института им. Либ- 
кнехта тт. А. П. Дицману и Н. Д. Гиленко за руководство и помощь. 


* * 
* 


Пусть натуральное число А, удовлетворяет неравенству 


у Л В чо 
< 2. (3) 
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Построим систему А чисел 
41, = ры! 1, 92к= ры - Ри, ...-, Чъл = ЁРрь! - рь-1, (4) 


где р; есть #-0е простое число, а А > ^,. Нетрудно видеть, что для 
любых ри р, 1<#<]=й, имеем 


(9:, к) 9), к) = 5 


в 
Поэтому, если [] 4в= Ак и акк, 
=1 * 
то 
(а1,в, аз, --. , @ви)=А. (5) 


С другой стороны, из (3) и (4) следует, что 


Чика _ КИРЫ р Кл И 
ЧЕ Кры! + РЕ р к ВЯ: 
а поэтому 
Ака < 2 Ах. (6) 
ЛЕММА. Если ак = Ак ‚ то неопределенное уравнение 
УЕ 
а1, 55, -- а>, вт, ее [© Ранк = М (7) 


всегда разрешимо в неотрицательных целых числах относительно 
7, 4,,....) Жь для любого целого № > (# —1) А». 

Доказательство. Из (5) следует разрешимость уравнения (7) 
в целых числах. Пусть 


И = аб ке, с -. авы бь 


одно из таких решений. Найдем наименьшие неотрицательные вычеты 


членов @, кс, по модулю А», которые обозначим через а,,кс.. Тогда 
очевидно 


| 
№М= аль с: Разь с ... + ав-1ьби-а-[ [аъ вы а: ь (ее | — 
т 
А—1 


= о а, к С Е ав, в Сь, 


1=1 


где с„— целое число, так как 


® 
Ура,» (1—1) =0(то4 А») = 0 (то4 а,л). 
$1 


Но 


в-—1 


Ус! < (—1) Аь < М, 


2=1 


а поэтому ал, лсь > 0. Таким образом слагаемые а1ис1, @2и65,... 
А, ^С^-1) @в,кСА Ннеотрицательны, и лемма доказана. 
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Заметим теперь, что при А > А, любые два соседние числа после- 


довательности 
А, Е. ВВ (8) 


удовлетворяют условию (6). 
Пусть теперь 
Ар, == Ав < Аи, 
ая = — = Ри 
а: А - Ани. 1-1: 


(9) 
) 


Тогда из (6) 


2 
Ак = 2 Ава, 
_ = И 
(10) 
А^ = СА, 12 
Построим последовательность 
фк = {1, 2,3,..., (#—1) Ак —1, (й—1) Ак; 
@1,к 21,0, @э, в 22,0, ---,› @в,в 44,0; 
Чт ь-ы 21,1, ав 421, +. @р,вчы Чь, 1) -.. 
- 5 Ч 11-1, @2, 641) 1 22,1, +. Ч, _ 1 Жар (11) 
А, 
где а, =—*, К удовлетворяет условию (3), а х;)›_, принимают все 
ОИ 
целые положительные значения, удовлетворяющие неравенствам 
х-ы 5% 
Чао 12,1 <. (#— 1) Ак = 2—1) Ак, 1 =0. (12) 


Для этой последовательности можно доказать следующую теорему. 
ТЕОРЕМА. Последовательность фь является минимальным базисом 
й-го порядка натурального ряда чисел, т.е. 


{м}, (1) 


| 


7 Фь 


где {№] —натуральный ряд чисел, 


1 
фь (2) =О (2"). (2’) 
Доказательство. Всякое натуральное число М№М<(й—1) А, 
входит в йф,, так как оно— элемент Ф,. Для всякого же М, удовле- 
творяющего неравенствам 


(#—1) ЗН = А. (#—1) Ак, 
неопределенное уравнение 
аль аа ро бара 6 ЕЯ Ян = М 


всегда разрешимо в неотрицательных целых числах относительно 
1,1 и притом таких, которые удовлетворяют условию (12), что сле- 


дует из доказанной выше леммы. 
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Оценим теперь рост $, (5), где 


(И — 1) Ань, <= ЮО А = —0 4: (13) 
Имеем 
А? 
9» (2) < Ф, (А—1) 46 < ль+В а 
и АХ | АХ 
м. с и и: 
Чт 1, Е я 
АХ А? 
о +. 55-9 [13 о 
ЯВ и С ВтЫ 
нет 
д. | рые 
г НН НИ я Я, г | р 
или согласно (10) и из определения а, 
Фл (=) < 1#(й—1) А» [Ань + ха РАбывь о -Е 
| и О } 
Ак | а 
р А, ь И 


Пусть теперь 


72 
ИДИ ь. 
Из (3) имеем 


Ч, вы _ (Е М РЫ Е Рь1 (Е + 25) РР! 1 


ку о. 


Чьн, ИИ Ры+1 - АЕ,ры  КЕЫ 
Поэтому, так как Ч1,в-+1; < 8+1; < 4ъ, вы» справедливо неравенство 
Чъ,в--; < 22% +1. (14) 


Отсюда имеем 


Фь (2) < #(й—1) А» | а 


1 | 1 8+1. 
НА 1 | | = 
АВ Омь № 
А | А | Г 


+1 ГО 


<4в 1) А» аа аны+ те зе 


^-1 1 1 
Не Ак ЕЛ = ОИ р оо > 
5-11 5-1). 


Но из (9) следует вк, < 1". Поэтому 
с 


^ 


8—1 т 
в а. = 2% 5 
5% 
Й л А 
С другой стороны, из (10) следует вк < И Отоюща имеем 
В 2 реа. 
И | р = 
о! И Е Я | м =. Е | ТТ | = 
а О ТР 
1 з 
а то 
оба ЗИ ыы 15 
г | п я о - ме ° , 
Е И о (15) 


ОЕ 
8 
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Подставляя эти значения в выражение для Фь (2), получим 


о 
5 
^—1 я 
ы "| рак | ЗВ — Оль (16) 


Так как согласно (10) 


Ао 0) Аноеь < 2", 
то 


Е = 
т = И А 2. (17) 


Из (16) и (17) непосредственно следует 
1 1 
фи (2) < 644 (4—1) Ак =О (2”), 
что и требовалось доказать. 


Педагогический институт им. К. Либкнехта. Поступило 
Москва. 21.П. 1940. 
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Т.. СНАТВОУЗКУ. ЗОВ ГЕ ВАЗЕ МТУТМАГЕЬ БЕ ГА ЗОТЕ 
ФЕ МОМВВЕЗ МАТОВЕГУ 


ВЕЗОМЕ 


Тазаа’а ргёзеп 1 п’ех1зе Чапз 1а ПИбгаште та ф6ётайдиае да’ип 
зей] ехетр!е 4’апе Базе плиита]е 4е |1а заЦе 4ез потЬгез пафогей. 
С’езь Гехетр\е 4е Э46г (*) её 4е Ващо! (°). 

Се {тауаЙ 4оппе ппе шёфо4е 4е сопзылиге 4’ипе таплёге @16тепца1- 
те пи епзет е 1101 ае Базез илпииаез Ч1$61исфез 4’огаге доппё #, 
с’ез{-А-41ге 4е Ъазез зам зГаззать а 1а сопайлоп 


Фь (1) =: 0 (2*), 


Фь (2) бат 1а диап 6 4ез тетьгез 4е 1а Базе фь и! пе зиграззеп раз #. 
Е(апь Аоппё ип пошЬге №, ропг 1едие] оп а 
К +1 п/э 
== = и 2 
0151713015 ип зузбеше 4е й потЬгез 


Чак = ры! +1, 9 = Крь! ЕР, ›---› Чик = Ерь! Е Рь-1› 
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ой р; езё 1е #-1ёте потабге ргеголег её ой А > ^,- 


в 
Е А 
БОВ — П Чо Вам == — ото 5506 
$=1 7 


А]отз |’6ачайоп 
авт, -- ах, |... + аль а = М, 


М > (п—1) Ак реш &те поп]оигз зайз!аЦе раг 4ез потЪгез епйегз поп 
пёсам!з 24. Золеп 


Ань Ах Ав 
Ака, = АА < Ацы, 


Ань = А < Ане 


Гогзаае 4апз Па заце 
фь = {1,2 ,...,(й—1) АА—1, (#й—1) Ак; алкхло, азь о ›.. - , @вь Фо; 
Чт, Фи, @2 ки 221...) аъв-ы 215 ---) @риь_, арфа, аз, 9-1)... 
3) лы ЯВ, А-15- - ый 
1ез ху. зайз!опф аих 16а 6з 
ао ры < ИА 2(0—Ю А, 


сейе за\ще езё ипе Базе папита!е а’огаге й 4е 1а заЦе Чез потаЪтез пашм- 
ге]з. 


ИЗВЕСТИЯ АКАДЕМИИ НАУК СССР 
ВОСГЕТИМ РЕ ГАСАРЕМТЕ ОЕ$ ЗСЕМСЕ$ ОЕ [0 В$$ 
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Л. М. ШИФНЕР 


ОБ ИНТЕГРИРОВАНИЙ В КОНЕЧНОМ ВИДЕ НЕКОТОРЫХ 
ДИФФЕРЕНЦИАЛЬНЫХ СИСТЕМ 


(Представлено академиком Н. Е. Вочиным) 


В работе изучается форма матриц 0, и 0,, удовлетворяющих усло- 


виям [0,[0,0,]] =0 и [0,[0.0,]]=0, при наличии которых система 
Гаусса допускает (по Лаппо-Данилевскому) интегрирование в конеч- 
ном виде. 


Ряды композиций, при помощи которых И. А. Лаппо-Данилевский 
решает основные задачи аналитический теории дифференциальных урав- 
нений, допускают иногда частичное суммирование, приводящее к пред- 
ставлению интегралов в конечном виде. Особенно часто это происхо- 
дит в том случае, когда рассматриваемые матрицы коммутируют друг 
с другом. Условие коммутирования для двух матриц (И, и 0, может 
быть записано в виде 

[9,0] =0, (1) 
где под [0,0,] понимается [0,0,]=0,0,—0.0.. 

Имеется также один пример, когда интегрирование в конечном виде 
происходит благодаря тому, что рассматриваемые матрицы (,, И, удов- 
летворяют условиям 
О, [9.0 =0, (2) 
[0, [0,0] =0. 


В этом примере интегральная матрица системы Гаусса 


о 0, а (3) 


ах да ‘т-фа, 


нормированная в точке х=6, принимает вид 


х-а От х-—а 0. 
= (4) еГбзИ каза, | х) ( и , | (4) 


Легко показать, что приведенная формула И. А. Лаппо-Данилевского 
является частным случаем формулы для интегральной матрицы системы 


Ч =У 0, $, (2) +0, 9, (2), (5) 


нормированной в точке х=ф, а именно формулы 


У, (2) = е0 (=) „еИзИ Та х) . еИзГэ (Вх), (6) 
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где под Г, (65), Г, (67) и Г.,, (65) надо понимать соответственно 


х 


а, [9,04 и ны 
Ь | Ь ь 


ъ 


Для доказательства равенства (6) достаточно провести для системы 
(5) те же рассуждения, которые были проведены И. А. Лаппо-Дани- 
левским для системы (3). Таким образом, применение равенств (2) не 
ограничивается примером (3), а выходит за его рамки. 

Внутренняя структура матриц 0, и 0,, подчиняющихся условию (1), 
изучена весьма подробно. Основными результатами являются следующие: 

1° Если матрица О, приводится к диагональной и имеет все харак- 
теристические числа, отличные друг от друга, т. е. если 


Е = 

[ба ребе (7) 
то всякая коммутирующая с ней матрица (7, должна иметь вид 

1 

О, рые ) #2”) 
где величины 1., 1, ,..., 1» не обязательно различны между собой. 


25 Если матрица приводится к диагональной форме, но имеет неко- 
®› 
торые из характеристических чисел одинаковыми, т. е. если 


(, =Т [К.,К,,..., АТ, (8) 
где К; =&/,, —матрица р;-го порядка, то 
ТН, На Я А (8) 


где Н; — произвольная матрица р;-го порядка. 
3° Если матрица И, приводится к квазидиагональной матрице 


0, =Т [Л (5,), Л». (5,) => У, (5,)] Ты, (9) 
то коммутирующая с ней матрица И, имеет вид 
ПР ФО. [ЕР (9’) 


где Р;(Х)— полином (р, —1)-ой степени от Х с произвольными число- 
выми коэффициентами. 
4ю Если матрица И, представлена в виде 


Е И е (10) 
где 
К; = [и (&), То (5) оо Т,>(&)], 
то коммутирующая с ней матрица О, должна получаться из формулы 


И, =Т[Н,,Н, ,..., НАТ, (10) 


Нино р : 
где М: = | 1 и), а НН!) — матрица о < 0-го порядка 
с элементами 
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{НИ ра | в = (при т < 7 пт (2, р) 

=” (при т > 09 — пит (2%, 5®)) 

(под т понимается разность т=р—4, числа с 
пример, если 


произвольны). На- 


О =Т (7, (9, Л (<)] Печ 


то 
а, т | 
а, а, 6, , 
са, @, боле, 
и, =Т еж а 

со а Ч ь 
СИС ава. 

с, , в, 4, а, а, 4, | 


Исследований внутренней структуры матриц И, и0,, подчиняющихся 
условиям (2), насколько мне известно, не производилось. Займемся 
таким исследованием. 

Заметим прежде всего, что если матрицы И, и И, коммутируют, то 
условия (2) выполняются. Однако это тривиальный случай. Будем ис- 
кать матрицы ПО, \ (0,, удовлетворяющие условиям (2), но не (1). 

А) Пусть 

1 
ава 7 


где &,, &,..., и не обязательно все отличны друг от друга. Ищем 0, 
в виде И, =ТХТ *. Тогда 


[9.0] =тТ Еф) 25 ПТ 


[(, [9.9 П=Т | (фто. 


Из [0,[0,0,]]=0 вытекает (&—&)* х;=0, т. е. (&;—&)ту=0, и сле- 
довательно [Й,0,]=0 
Таким образом нетривиальных решений не существует: матрицы 0, 


и 0,, удовлетворяющие условиям (2), уловлетворяют также и усло- 
виям (1). 
В) Пусть теперь 


Обозначим 
ВЕГА 


Матрица Х должна удовлетворять условиям 
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[4, (0) ХЛ, (0) | =0, (а) 
[Х [ХЛ, (0)] (Ь) 


так как Л, (&) =Е- Л, (0), и число & коммутирует со всякой матрицей. 
Из условия (а) получаем (см. сл. 39) 


[ХУ, (0)] = а, У» (0) а, Л, (0)... э=-, Л, ' (0). 


— 
= 


Так как, с другой стороны, 
[ХЛ, (0)] ] ФЕ, 11 — Фь-1,1 ||, 
то 
0 при А—1<О0, 


тина Зы { =0@^_, при Е —=1—= 0. (е) 


Обозначим А — [= 8; числа $ являются номерами диагоналей, параллель- 
ных главной; сама главная диагональ получает номер 0, диагонали, 
расположенные ниже главной, — положительные, выше главной — отри- 
цательные номера. 

Полагая $ < 0, получаем из (с), что все элементы (5—1)-ой диаго- 
нали матрицы Х равны друг другу. Так как при К=1 элемент 2и_1,1 
должен считаться равным нулю, то имеем из (с): 211.1=0 при [> А, 
т. е. при [>1, иными словами, х,=1.=...=2„=0. Отсюда заклю- 
чаем, что все элемещты диагоналей отрицательного номера (< —1) 
равны нулю. 

Полагая $ > 0, видим из (с), что каждый нижестоящий член (5$ —1)-ой 
диагонали матрицы Х получается из ближайшего вышестоящего члена 
этой диагонали путем сложения последнего с числом а; таким образом 


21-85-11 = $51 + (1— 1) 9.5, (а) 
если $5=0, то т.: не существует и 


И -1 1 = (1 м 1) “ 
в частности 


Яи-ьа=(п— Та, (е) 


С другой стороны, считая =1=п, получаем из (с) 


т-1т = — 4“. (Е) 


Из (е) и ({) получаем я, =0, т. е. все элементы (—1)-ой диагонали 
матрицы Х также равны нулю. Итак, матрица 
Х = | ха, 1-Е (1—1) 1, (11) 
где $5=А— [. 
В развернутом виде равенство (11) можно записать так: 
Х=я 2, Л, (0)... 2, Л" (0) {+ «, Л, (0)+... 
Нато у. 
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Используем теперь условие (Ъ), обозначив левую часть равенства (Ъ) 
через 7: 
2 = [Хх [ХЛ, (0) | = [в.а Л, (0)... 
порены "©0542 еь Ги (О) а 7 (О): а 70+ 
— [2 Л, (0) а, Л, (0)... аи-, Л» * (0) [а, а, 7, (0) +... 
но 9» (0) Ю.М 


= ава | | (1-1) «| = [за - |593 |. 
Элемент матрицы # с индексами К и [, {Й}щ, равен 


т 


{2} и = р (— Пал бит, 


= 


и следовательно 


{7} к, 1 = Яра 9-Е 29-2... (п—1) 2 — п-т т-1> 


т. е. (ввиду равенства нулю чисел х с нулевым и отрицательными 
значками) 


{7} ьл = к-та -- 29-9 -|-... | (2 — 1) вла _1. (2) 
По 5) =1,2 =| : 
лагая в равенстве (5) А=1,2,...,т=|- |, приравнивая получен- 
ные выражения нулю и решая полученные т уравнений относительно 
чисел %,,%,,....%„, получим 
ВЯ =. =. =0. (12) 


Так как в каждое слагаемое суммы {7} входит в качестве множителя 
одно из чисел &,,4,,....“»„, то при соблюдении условия (12) получим 
2 =0, т. е. равенство (Ъ) будет соблюдено. Итак, в рассматриваемом 
случае матрица Х имеет вид 


Х=Р [4, (0)] + 9 [4, (0) В», (13) 
где 

Пе ы, (ОДО а, Вы, (13’) 
а Р(Х) и О(Х) — многочлены от Х степеней (п—1)-ой и (п—^т-— 2)-ой 


соответственно, с произвольными коэффициентами. Например, если 
Е 
И, = ЛЬ (<), то 


а 
Ь а . 

(, = с Ь а : 
4 са 6 а Е 
е а-вВ с|2% ФФ а 
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С) Если 
И, =Т [Ли (&), ьь (&),..., Я. (&)]Т-* (весе числа & различны), 
АГ, 
2 = [Х М ($,), Уь ($), ---› Л, (8), (в) 


то из условия (а) получим 
= [Р, [Ув (0)], Р, [1ь, (0)], .--› №, М, 0). (1) 
С другой стороны, раскрывая (В), имеем 


й= | Хы Та (51) 7 Та; (5%) Хы 1, 


где Х»:— матрица порядка р» Х би такая, что 


Х=|Хы ||. 
Сравнивая два выражения для матрицы #, получим 
т Хы Л) ь (Хы РЕ), (к) 
Хы Уи ($1) — Ль, (&) Хы =0, (1) 


откуда находим 
Хи = Рь [7н. (0) Е О» [7 (0)] Ви, 


Ха = 0 (^ Еы 1) 
(так как равенства (К) и (1) приходилось уже разбирать в случаях В 
и 3° соответственно, где и были получены указанные результаты). 
Матрица (,, таким образом, должна иметь следующий вид 
И, =Т[Р, М (0)] + 0, [У, (0 )] В, Р‚ [Л». (0 1 -- 9, [Л,, (0) ] В.,, ... 
) р [У», (0) ЕО, [», (0) ] В, о. (14) 
р) Наконец, в случае, когда 
т =Т А, К, 9...) К,] Тм 
где 
К; =- [о (53), То (55) я 31 Ур ($#)], 
матрица (, имеет вид 
О, 7 Т [Н,, М ый: Н,] рэ, 
где 


Но 


р ЬВ,1 й 
НЫ = аа, 


причем между числами хисхос различными значками имеются соотно- 
шения 
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АФХ® — ХОА = Аб», 
АФХ® — ХФАЮ-- АФХ@ — ХОА Е Аб) Аб) + 2АФА® 
дохо_— и м -. д и ОАО, те Е дехо— РАО = 
о а че 


первой степени относительно элементов матриц 
„(4 (Е,,1 
ХЕ’ жет || 


(через А обозначена матрица ||) ||). 
В частных случаях, однако, ме решать эти уравнения, приняв 


за неизвестные олементы матриц А®, а не Х®. Например. для мат- 


рицы 
О, =Т [7, (=), Л, (5)] ТВ 


соответствующая ей матрица (/, равна: 


а, т 
ге: валу 60, 6, 
- | С Ч, 
Не см. 4, 4, —^И — 6,5, 
|а 
Если матрица о {| Имеет кратные характеристические числа, то 
и 1 


величины 6, и с, могут быть взяты различными; в противном случае 


хотя бы одно из чисел 6, и с, нужно брать равным нулю (случай 6, = 
=с, =0 приводит очевидно к тривиальному решению). 


Тульский гос. педагогический Поступило 
институт. 19. П. 1940. 


Г. ЗНТЕЕМЕВ. ОХ ТНЕ ТУТЕСВАТГОХ ОЕ 50МЕ ОТРЕЕВЕМТТАТ БЗУЗТЕМУ 
ГУ ЕЕМТЕ ЕОВМ 


ЗОММАВУ 


п 113 рарег Т зпо\ ШФаё Фе Гогту!а о! ицеотайоп о! Саизз’ зузбет 
отуеп Бу Г. А. Гарро-РапИеузку шт 1Ве сазе, Вей [И, [(,0,]|]=0 ава 
[0,090.90 ]=0, тау Ъе зепегайей 10 \Ме сазе оЁ \е зузбет 


ат. АР [С Ф: (#)—0, Ф» (2)]. 
Тре 1и{еота! тамах Уь(х) УБасВ уапзрез [ог х=Ф, 13 


И (= еОаТа(6|х) . @Из0 (Вх) еЧ2т2( =), 


7% 


348 Г.. ВЗНГЕЕМЕВ 


утеге 


ра 


С х Е 
Г (62) = ( ф; (#) ЧЕ, 1, (52) = | р» (Ё) 4, а (615) = Се (62, (511) а. 
ь Г ь 


| {Веп 1пуезизафе {Те {ог о{ шайсез ме замзЁу Фе &мо шепйопеЯ 


сопа!1опз. 
п Фе зипр[ез6 сазе, “Вет 


би 
{Ве шайлх (, Ваз Ще [отт 
_  П,=Т Р-Н в т, 
\Беге Р(Х) апа О(Х) аге ро!упошта!з апа 


я, 
и НЫ 


Редактор В. А. Толетиков 
Техн. редактор Е. Шнобель Корректор А, Ошер 


Сдано в набор 28ЛУ 1940 г. Подписано к печати 9х 1940 г. 
Формат 70Х 108 см. 61|, п. л. -- 1 вкл. 45 000 зн. в и. л. УЧч.-изд. 9,4 л. Тираж 2575 экз. 
431265. АНИ 1921. Заказ 781. 


16-я чинография треста «Полиграфкнига». Москва, Трехирудный, 9. 


ие 


| те же ух 
ла ры на 


ИЗВЕСТИЯ АКАДЕМИИ НАУК СССР 
ВОГЬЕТ1М ОЕ ГАСАРЕМ!Е РЕЗ $СТЕМСЕЗ ОЕ 1/0 В55 


Серия математическая 4 (1940), 349—356 Земе та4\пётаНаие 


| ДМИТРИЙ АЛЕКСАНДРОВИЧ ГРАВЕ 
1863—1939 


19 декабря 1939 г. в Киеве, на 76-м году жизни скончался почетный 
член Академии Наук СССР, действительный член Академии Наук УССР, 
профессор Дмитрий Александрович Граве. 

Дмитрий Александрович родился в 1863 г. Он окончил Петербургский 
университет, где был учеником П. Л. Чебышева. Особенно близок он был 
< одним из старейших учеников последнего—А. Н. Коркиным, с которым 
даже жил одно время на общей квартире. 

Магистерская диссертация Д. А. Граве «Об интегрировании частных 
дифференциальных уравнений первого порядка» (1889) была написана 
отчасти под влиянием А. Н. Коркина. В ней он обобщил метод Якоби- 
Мейера на случай, когда заданное уравнение сбдержит явно искомую 
функцию, приложил метод Коркина к решению обобщенной задачи Коши 
и решил проблему, поставленную Коркиным, о нахождении всех инте- 
гралов системы дифференциальных уравнений задачи трех тел, не зави- 
сящих от закона действия сил. 

В докторской диссертации «Об основных задачах математической 
теории построения географических карт» (1896) Д. А. Граве дал решение 
двух важных задач картографических проекций. Первая состоит в том, 
чтобы найти все возможные эквивалентные (т. е. сохраняющие площади) 
проекции шара на плоскость, при которых меридианы и параллели пере- 
ходят в окружности или прямые. Лагранж дал решение этой задачи, 
но лишь для того случая, когда проекция одновременно и конформная. 
Дмитрий Александрович дал полное решение задачи. Оказалось, что 
имеется 11 типов искомых проекций; все понадобившиеся при этом иссле- 
довании трудные вычисления проведены Дмитрием Александровичем 
с необычайным алгебраическим мастерством до конца. Эта работа произ- 
вела большое впечатление. Вторая задача, решенная Д. А. Граве в док- 
торской диссертации, была поставлена Чебышевым и касается вопроса 
о выборе наилучшей проекции для данного участка земной поверхности. 
Чебышев утверждал без доказательства следующее: «Окончательное реше- 
‘ние задачи о наивыгоднейшей проекции карт очень просто: наивыгод- 
нейшая проекция для изображения какой-нибудь части земной поверх- 
ности на карте есть та, в которой на границе изображения масштаб сохра- 
няет одну и ту же величину» (Сочинения, том Ц, отр. 242). Дмитрий Але- 
ксандрович дал доказательство этой замечательной теоремы. В 1911 г. он 
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снова вернулся к этой задаче и обобщил свое доказательство на любые 
поверхности, имеющие гауссову кривизну постоянного знака, и значи- 
тельно упростил его. Кроме решения этих двух больших задач Дмитрий 
Александрович дал в своей докторской диссертации новый способ решения 
задачи Дирихле для алгебраических контуров и решил ряд частных задач 
по картографии. Эта диссертация была напечатана по частям в лучших 
европейских журналах и выдвинула Д. А. Граве в ряд крупных ученых. 

Отличительной чертой как магистерской, так и в особенности доктор- 
ской диссертации Дмитрия Александровича является тенденция ставить 
конкретные задачи и решать их до конца. Только такое решение, 
которое доведено до окончательных формул, до возможности вычислить, 
удовлетворяло его, и в этом сказывалась его принадлежность школе 
Чебышева и влияние петербургских традиций, шедших еще от Эйлера. 

В этот же «петербургский» период была написана Д. А. Граве работа 
«Об основных предложениях теории функций двух вещественных перемен- 
ных», в которой строятся особые «полиэдральные» функции, обладаю- 
щие замечательными свойствами. В этой работе Дмитрий Александрович 
за несколько лет до работ Лебега пользуется, по существу, его приемом 
интегрирования. 

С 1908 г. начинается второй, «киевский» период деятельности 
Д. А. Граве. Интересы его сосредоточиваются главным образом в области 
алгебры и теории чисел. Сюда относятся работы, содержащие изящное 
упрощение изложения теории Галуа, изложение теории идеалов при 
помощи функционалов (по Веберу), новый вывод знака гауссовой суммы, 
вывод одного тождества в теории квадратичных форм и работа об уравне- 
ниях пятой степени, в которой показано, что есть два класса таких уравне- 
ний, разрешимых в радикалах при любом значении постоянного члена: 
д-5=0 и 1°--10ря*--20р'х-; =0. 

Третий период научной деятельности Д. А. Граве начинается после 
революции и характеризуется переключением на прикладную математику 
и механику. В работе «ОЪег 41е Ппеагеп О1Шегеп Ча! ]е1сВипсеп, 41е м 
Вегас ай Че Ппеаге зеЪтосВепе ТтапзогтаНопзотарре шуамапе зша» 
(1927) при помощи весьма остроумных алгебраических преобразований 
решается*весьма общая задача. В небольшой работе «Оъег еше Тзевеъу- 
зовейзсВе Егазе» (1927) предложен изящный алгорифм для решения задачи 
о покрытии шара сеткой ит. д. 

Перу Д. А. Граве принадлежит много очень распространенных учеб- 
ников: «Основы аналитической геометрии», «Теория групп, «Теория 
эллиптических функций», «Элементарный курс теории чисел», фундамен- 
тальный курс «Элементы высшей алгебры», талантливо написанная 
«Энциклопедия математики», «Математика страхового дела» и др. 

Д. А. Граве был замечательным профессором, лекции его отличались 
глубиной мысли и необыкновенным блеском изложения. Дмитрий Алек- 
сандрович считал, что и общеобя зательные курсы (он читал обычно анали- 
тическую геометрию, высшую алгебру и теорию чисел) должны давать 
широкую картину предмета, причем надо подчеркивать связи между 
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отдельными математическими дисциплинами. Особое значение он придавал 
специальным курсам и семинарам; он чуть ли не первый ввел в России 
специальные семинары по математике. На них-то и выдвигались ученики 
Граве. Особенно следует отметить семинары по теории групп, теории 
идеалов, теории Галуа, квадратичному полю, числам Бернулли, эллипти- 
чэским функциям ит. д. 

С 1908 г. начинается имевшая исключительное значение деятельность 
Д. А. Граве по созданию математической (главным образом алгебраиче- 
ской) школы в Киеве, где он был с этого времени профессором. Эта школа 
дала ряд математиков, плодотворно работающих сейчас у нас и за грани- 
цей. Прямыми учениками Д. А. Граве являются О. Ю. Шмидт, Е. И. Жилин- 
ский, Б. Н. Делоне, Н. Г. Чеботарев, Н. И. Ахиезер, отчасти М. Г. Крейн и др. 
у нас и А. М. Островский и др.—за границей. Если проанализировать 
причину такого успеха Дмитрия Александровича в создании математи- 
ческой школы в Киеве, то она, несомненно, лежит в том, что при высокой 
личной талантливости и замечательном умении привлекать молодежь 
с самых первых курсов университета к работе над важными и глубокими 
математическими задачами, он нес в Киев высокую культуру и научные 
тенденции «петербургской школы». Школа Граве была далека от какого бы 
то ни было провинциализма. 

Путем личных поездок и посылки ряда учеников за границу Д. А. Граве 
поддерживал живую связь с иностранными (главным образом с немецкими) 
математиками (Гильберт, Ландзэу, Гензель, Шур и др.). Он был в близких 
научных отношениях с норвежским математиком и геофизиком Карлом 
Штермером, который решил в свое время одну изящную задачу, поставлен- 
ную Граве. 

Все участники школы Граве тщательно работали над современными 
авторами и реферировали всю текущую литературу по интересующим их 
вопросам и одновременно постоянно изучали творения классиков: Эйлера, 
Лагранжа, Гаусса, Коши, Абеля, Якоби, Римана, Куммера, Чебышева. 

Исключительная по плодотворности деятельность Д. А. Граве была 
высоко оценена Советским правительством и он был награжден орденом 


Трудового Красного Знамени. 
Б. Н. Делоне 
СПИСОК ТРУДОВ Д. А. ГРАВЕ 
1884 
1. Об идеальной форме оптического стекла без сферической аберрации (Зап. 
Физ.-мат. общ. студ. Петерб. унив., т. 1, стр. 3—13). 
1885 
Об интегрировании одного класса совокупных дифференциальных уравнений 
(Зап. Физ.-мат. общ. студ. Петерб. унив., т. И, стр. 14—25). 
3. О поверхностях Миа (Зап. Физ.-мат. общ. студ. Петерб. унив., т. И, стр. 99— 
108, 115—196, 131—167). Издано отд. отт. под названием «О наименьших поверх- 
ностях. Рассуждение на степень кандидата математики» (Петербург, 1886). 


1889 


4. Об одном классе линейных уравнений второго порядка, интегрируемых в квад- 


> 


ратурах (Матем. сборник, т. ХУ, стр. 197—201). 
1* 
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26. 


27. 


28. 
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. Об интегрировании частных дифференциальных уравнений первого порядка. 


Диссертация на степень магистра чистой математики (Петербург, 99 стр.). 
1598 


. Курс аналитической геометрии (Петербург, 652 стр.). 


1894 


© проекциях поверхности вращения на плоскости, в которых сохраняются пло- 


щади, причем меридианы изображаются прямыми, а параллели—кругами (Изве- 
стия Ак. Наук, У сер., т. Г, стр. 73—85). 


. Зиг ипе алезМоп ае Тсвеъусве! (Аззослайоп Егапсайзе роаг ’ауапсетеп& 4ез 


зслтепсез. Сотар{е гепал 4е 1а 23-те зез510п. Сопетёз 4е Саеп, р. 196—199). 
1895 


. Зиг 1е ргоёште а4е БичсШей ( Аззос1айот Егапса1зе ромг 1’ауапсетепф 4ез зслеп- 


сез. Сотар{е гепам 4е 1а 24-те зезз1оп. Сопстёз 4е Вотдеамх, р. 111—136). 
Заметка, написанная в память последнего в жизни Пафнутия Львовича Чебы- 
шева математического разговора. О правиле Чебышева для приближенного спря- 
мления дуг (Известия Ак. Наук, У сер., т. П, стр. 131—134). 
Об изображениях шара на плоскости с сохранением площадей (Известия Русск. 
астр. общ., вып. ТУ, стр. 15). 
1896 
Зиг 1е рго51ёте 4е %г01$ согрз (Моше Иез апта]ез 4е тает. (3), +. 15, р. 537—547). 
Об основных задачах математической теории построения географических карт. 
Диссертация на степень доктора чистой математики (Петербург, 197 стр.) 
Биг 1а сопзтасй оп 4ез сагёез хвостаршащез (Лошгть. ае талйёт. ритез ег арре., (5), *.2, 
р. '317—804). 
Пе 1а шеШеите гергезепфа оп 4’апе сопёгбе доппёе (Аззослаоп Егапса1зе ройг 
]’ауапсетепф 4ез зс1епсез. Сотар{е геп4а 4е 1а 25-те зезз1оп, р. 106—116). 
1898 
К интегрированию системы дифференциальных уравнений линейных в частных 
производных высших порядков (Проток. Петерб. матем. общ. за 1890—1899 гг., 
стр. 15 и 17, изложение двух докладов). 
Об одной эллиптической функции (Проток. Петерб. матем. общ. за 1890—1899 гг., 
стр. 110—111, изложение доклада). 
Зиг 1ез ехргезз10т$ а(еззит ра1ззапсез (Моимо. аппа[е; ае тайёт.., (3), $. 17, р. 89—91). 
Биг 1е; 1спез сотрозвез 4е рагШез геи пез ( Сотрёез гепаиз, Раз, %. 127, р. 1005). 
Об основных предложениях теории функций двух вещественных переменных 
(Сообщения Харьк. матем. общ., (3), т. УТ, стр. 251—287). 
Новое доказательство основной теоремы учения о неявных функциях (Сообщения 
Харьк. матем. общ., (2), т. УТ, стр. 288—293). 
1901 
Об одной теореме проективной геометрии ( Матем. сборник, т. ХХИ, стр. 239—242). 
О некоторых приложениях определителей (Матем. сборник, т. ХХП, стр. 243—253). 
Об одном видоизменении задачи о курьерах (Зап. Харьк. унив., кн. 3, стр. 1—6). 
Об одной теореме, относящейся к линейчатым поверхностям второго порядка 
(Зап. Харьк. унив., кн. 3, стр. 7—8). 
1902 
Оп саз гетагацаЪе 4е (гапз{огтаИоп гайоппеЦе 4е 1’езрасе (Сотриез тепаиз, 
Раг!з, 4. 134, р. 1345—1346). 
1903 
О некоторых свойствах коварианта Неззе (Университ. известия, Киев, № 6, 
стр. 1—9; такзке Отчет и прот. Физ.-мат. общ. при Киевск. унив. за 1902 г., стр, 1—9). 
1904 
О теореме Бертрана (Университ. известия, Киев, № 10, стр. 11—19; также Отчет 
и проток. Физ.-матем. общ. при Киевск. унив. за 1903 г., стр. 11—19). 
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О линиях третьего порядка (Университ. известия, Киев, № 10, стр. 33—49; 
также Отчет и проток. Физ.-матем. общ. при Киевск. унив. за 1903 г., стр. 33—49). 


1908 

Теория групп (Киев, 204 стр.). Печат. также под назв. «Лекции по алгебраи- 
ческому анализу» (Университ. известия, Киев, № 7 за 1904 г., № 10 за 1905 г., 
№ 11 за 1908 г.). 

7лг ТВеоге дег е Пр зсвеп ЕипкИопеп (Университ. известия, Киев, № 9, стр. 1—7; 
также Отчет и проток. Физ.-матем. общ. при Киевск. унив. за 1907 г., стр. 1—7). 
Значение математики в естествознании (Университ. известия, Киев, № 12, 
стр. 1—17). Издано также отд. брош. (Киев). 


1909 
Элементарный курс теории чисел (Киев, 340 стр.; также Университ. известия, 
Киев, №№ 2, 3, 7, 8, 10 за 1909 г., №№ 3, 4 за 1910 в.) 
Биг ипе 14еп {6 Чапз 1а &Ввог!е 4ез Ёогтез Ь1тайтез даадгаащез (Сотриез гепдиз, 
Раг1з, $. 149, р. 770—772). 

1910 
Биг 1ез 6длаНопз да с1подлмёте ерт6 г6зоаез а]еерт1летепт(, даапа 1е ргол+ 
Чез гас1пез гезфе агЬ {тайге (Ви Ц. 4ез зслетсез толйёт., (2), т. 34, р. 23—29). 
Введение в анализ. Иррациональные числа и пределы (Киев, 155 стр.; также 
Университ. известия, Киев, №№ 1, 2, 3, 9 ва 1910 г.). 
Элементы теории эллиптических функций. Выпуск Г (Киев, 169 стр.). Печат. 
также под назв. «Теория эллиптических функций» (Университ. известия, Киев, 
№ 7 за 1910 г., № 6 за 1912 г.). 
Курс алгебраического анализа (Киев, 512 стр., литогр.). 
Арифметическая теория алгебраических величин. Том Г. Квадратичная область 
(Киев, 372 стр., литогр.). 

1911 
Обтопзга Я оп 4’ап №богёше 4е Тевеусвей вбпёгаНз6 (Лоитп. иг ще тете ипа 
апееф. Майет., ВА. 140, 5. 247—251). 
К вопросу об особенных точках алгебраических образов (Сборник статей, посвя- 
щенных проф. Г. К. Суслову, Киев, стр. 169—70; также Отчет и проток. Физ.-матем. 
общ. при Киевск. унив. за 1910 г., стр. 71—72). 
Об алгебраических единицах (Сборник статей, посвященных проф. Г.К. Суслову, 
Киев, стр. 209—233; также Университ. известия, Киев, № 5 ва 1912 г. и Отчет 
и проток. Физ.-матем. общ. при Киевск. унив. за 1911 г., стр. 19—43). Издано отд. 
брош. (Киев, 1911). 
Основы аналитической геометрии. Часть Г. Геометрия на плоскости (Киев, 492 стр.; 
также Университ. известия, Киев, № 8 за 1910 г.. №№ 4, 7, Эза 1911 г., 
№№1. 2 за 1912 г.). 

1912 
Соттеп% оп 6сг 1ез геучез епсус1ор6а1атез (Унив. известия, Киев, № 10, стр. 1—2; 
также Отчет и прот. Физ.-мат. общ. при Киевск. унив. за 1911 г., стр. 201—202). 
Энциклопедия математики. Очерк ее современного положения (Киев, 601 стр.; 
также Известия Киевск. коммерч. инст., кн. 1ТХ—ХИ за 1911 г.). 
Математика страхового дела (Киев, 87 стр.). 
Арифметическая теория алгебраических величин. Том 1. Теория идеалов (Киев, 
132 стр.; также Университ. известия, Кисв, №№ 1, 2, 3 за 1913 г.). 

1913 
О таблице характеров Коркина (Матем. сборник, т. ХХХ, вып. 1, стр. 7—11). 
Элементарный курс теории чисел. Второе изд., перераб. (Киев, 416 стр.). 
Основы аналитической геометрии. Часть ИП. Геометрия в пространстве (Киев, 


224 стр., литогр.).. и 


Об основных положениях теории Ста1013 (Матем. сб., т. ХХХ, стр. 153—170). 
Зиг 1а з6пбга|заноп 4’ип 4Вбогёте 4е $. ЭЗшИй (Университ. известия, Киев, 
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60. 


61. 
62. 
63. 


64. 


65. 


66. 


69. 
. ОБег 4еп 7лзататтепвапя 7\1зсВеп Азёгопопие, Мейеого1ове ип Вобап!К (Записки 


№ 6, стр. 59—60; также Отчет и проток. Физ.-матем. общ. при Киевск. унив. 
за 1913 г., стр. 59—60). 


. Соггесяоп 4 ’апе {а е 4е Сау]1еу (Университ. известия, Киев, № 6, стр. 61; также 


Отчет и проток. Физ.-матем. общ. лри Киевск. унив. за 1913 г., стр. 61). 


. Элементы высшей алгебры (Киев, 698 стр.). 


1915 


. биг 1ез зотитез 4е Сталз$ (Сообщения Харьк. матем. общ., (2), т. ХТУ, стр.202 —208). 
. О периодических непрерывных дробях (Сообщения Харьк. матем. общ. (2), т. ХТУ, 


стр. 239—246). 


. Начала алгебры (Петроград, 316 стр.). 


1917 


. Теория пенсионных касс (Киев, 68 стр.). 


1919 


. Основи алгебри. Перевод книги, указаной под № 57 (Киз, 266 стр.). 


1921 


Письмо К. Ф. Гаусса к Г. В. Ольберсу, найденное в Киевской обсерватории (Жур- 
нал чистого и прикл. знания, отдел физ.-матем. и технич. наук, т. Г, вып. 1, стр. 
1—4, Одесса). То же на нем. яз.: Еш пецепЧескег Ве! уоп С. Е. Чаи ап 
Н. У. О1Ьегз (Записки фёз.-матем. ввд0лу ВУАН, т. 1, вип. 2, 1924, стр. 91—95). 


Как устроена вселенная. Популярный очерк (Киев, 58 стр.). 
Загип богёте 4’ Елег ( Записки фаз.-матем. вддллу ВУ АН, т. 1, вин. 1, стр. 1—3). 
Биг 1ез гас1пез с1палаетез 4е 1’ип 6 (Записки фтз.-матем. вдбйлу ВУАН, т. Т, 
вип. 1, стр. &—6). 
Сбпегай за оп 4’ип ®6огёте 4’Аре! (Записки фаз.-матем. вд0тлу ВУ АН, т. Т, 
вип. 1, етр. 7—8). 

1924 
Математика социального страхования. Общедоступное изложение для неспециа- 
листов (Ленинград, 151 стр.). 
Краткий курс математического анализа (Киев, 368 стр.). 


1925 


. Обосновных положениях теории идеальных чисел (Матем. сборник, т. ХХХИ, 


стр. 135—151). 


. О разложении простых чисел на идеальные множители ( Матем. сборник, т.ХХХИ, 


стр. 542—560). 
О единицах конечного поля ( Матем. сборник, т. ХХХИ, стр. 562—568). 


фёз.-матем. вддалу ВУАН, т. 1, вип. 3, стр. 53—55). 


. ОЪег ет Ромсагв ’зс вез Ргоет [аа фаз.-матем. вддлу ВУАН, т. 1, вип. 3, 


стр. 57--59). 


. Оъег а1е е\екготаспейзсВеп СтипаЙавеп 4ег МесвапИк (Записки фёз.-матем. 


в1д0ллу ВУАН, т. 1, вин. 3, стр. 84—90). 


. Оъег 9 1е РЮюииКо\узсве Ха] ( Записки фёз.-матем. в1д0:лу ВУ АН, т. 1, вип. 4, стр: 5}. 
. Н1због1зсве ВетегКкиизеп ( Записки физ .-матем. взд0ллу ВУАН,т. 1, вип. 4, стр. 6—7). 
. Орег @е ВоПЪезуесаие етег зсВегеп Вотозепеп Кисе] ай{ 2же! Кесе]п ( Зажиски 


фаз.-матем. вз0далу ВУАН, т. Т, вип. 4, стр. 8—411). 


. Електромагнетн! сили в м. систем! (361рник математично-природописно- 


л\карсько! секци наукового товариства 1мени Шевченка, т. ХХИ1-—ХХТУ, Львов, 
стр. 43—46). То же на нем. яз.: Оъег @е аекготаепейзсВеп Егзовепапеепт 
п Боппепзузбете ( Записки фаз. -матем. ваддтлу ВУ АН, т. И, вип.9, 1927, отр. 9—12). 
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1926 


. Об уравнениях Эйлера и их приложениях к теории упругостей (Известия Ак. Наук 


СССР, УТ сер., т. ХХ, отр. 917—949). 


. Роля Эсву\аг2’ево1 функци у теорй л!йних диференщальних рвнянь вищого 


порядку (Записки фаз.-матем. в90лу ВУ АН, т. П, вин. 1, стр. 1—5). 


. Про кривизну понад просторав (Записки фаз.-матем. вддтлу ВУАН, т. П, вип. 1, 


стр. 41—48). 


. Основи теори Са1015 ( Записки фёз.-матем. взд9злу ВУ АН, т. П, вип. 1, стр. 49—55). 
. Биг 1е топуетеп 4 рёг!ёПе 4е Мегсиге (совместно с Ю. Д. Соколовым). (Труди 


{фаз.-матем. в1ддаллу ВУАН, т. У, вин. 1, стр. 1—11). 


. Теорйя в!дносност! в 1сторичн!й перспектив! (Зб1рник 1стор.-ф1лолог. в1ддлу 


ВУАН, № 51, стр. 220—237, юб1л. зб1рник на пошану акад. Д. Багамя, ч.1, Ки1в). 


. Закон Гука в теории упругости (Журн. Киевск. инст. нар. хоз., т. 1, стр. 111—113). 
. О резонансе (№урн. Киевск. инстит. нар. хоз., т. 1, стр. 114—116). 


1927 


. Плоская геометрия Эвклида как предельная для геометрии Лобачевского (п те- 


пог1ат М. Г. ГорафзсвемзКи, т. ПШ, Казань, стр. 25—36). 


. ОБег еше Тсвеьусве!” све Егазе (Зб1ршк математично-природописно-л!карсько} 


секцИ наукового товариства 1мени Шевченка, т. ХХУТГ, Львов, стр. 45—50). 


. Оъег @1е Ипеагеп О егепйа1е1свипаеп @1е 11 Везаз ааЁ @1е Ипеаге зефгосвепе 


Тгап$огпайопзегирре 1пуаг!апф з1ша (Лоиги. [иг @е тете и. апвет. Майет., 
Ва. 156, В. 164—175). 


. ЕАсвептеие АБЪИалпееп дег Е1ёспеп ап 41е ЕЪепе (Мафет. Пейзсйтра, Ва. 26, 


$. 691—693). 


. О решении линейных дифференциальных уравнений при помощи определенных 


интегралов (Известия Ак. Наук СССР, УТ сер., т. ХХ, стр. 943—952). 


. Про Лапласове р1вняння (Записки, фаз.-мат. вз1ддллу ВУАН,т. И, вип. 3, стр. 1—4). 


1928 


. По поводу магнитных аномалий (Доклады Ак. Наук СССР, стр. 316—318). 
. Электрическая гиператмосфера и земной магнетизм (Известия Ак. Наук СССР, 


УП сер., отд. физ.-матем. наук, № 4—5, стр. 347—366). 


. ОБег еше а|еетеше Мепо4е хаг ВИаипе уоп Оегепа]алздгискеп, @1е 11 Ветая 


апЁ еше КопплегИсве ТгапзогтаЯорзетарре 1пуаг1ап ШМешфеп (совместно 
с Н. Г. Чеботаревым). (Зап. физ.-мат. взддалу ВУ АН, т. ШГ вин. 1, стр. 53—59). 


1929 


. Малые колебания и некоторые предложения алгебры (Известия Ак. Наук СССР, 


УП сер., отд. физ.-матем. наук, № 6, стр. 563—570). 


. ез попуеаих рг!пс1рез 4е 1а тбсашаие св1ез4е (Труди фаз.-матем. взддму ВУАН, 


т. [Х, стр. 325—335). 
1980 


. Оъег а1е Заттеп!огте]п (Зап. фёз.-мат. взддёлу ВУ АН т ТУ, вин. 5, стр. 269—280). 
. Теоретична механка на основ! техн1ки (Харкв, 394 стр.). То же, 2-е изд. (Хар- 


кв, 1932, 364 стр.). 
1981 


. Математика та 11 застосування (Жур. мат. циклу ВУ АН, аппо Г, №1, стр. 3—14). 


1982 


. Про рух стискуваного течива (Журн. мат. циклу ВУ АН, аппо И, №2, стр. 55—59). 
. Теоретическая механика на основе техники (Москва, 406 стр.). 
. В какую сторону должны вращаться горизонтальные гидравлические турбины? 


(Известия Ак. Наук СОСР, УП сер., отд. матем. и ест. наук, № 1, стр. 39—42). 


. О действии одноцилиндровой паровой машины (Известия Ак. Наук СССР, УП сер., 


отд. матем. и ест. наук, № 4, стр. 503—509). 


3. Физические основы гидро- и аэродинамики (Известия Ак. Наук СССР, УП сер., 


отд. матем. и ест. наук, № 6, стр. 763—782). 
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118. 


119. 
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125. 
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129. 


430. 


131. 


132. 


1933 
Зв’язок теорий елштичних фу нкщйз теор1ею 1деазлв (Журнал матем. циклу ВУАН, 
аппо ПТ, №2, стр. 3—13). 
Про узагальнення алгоритма Вороного (Журнал матем. циклу ВУАН, аппо 
ПШ, №2, отр. 17—23). : 
О движении сжимаемой жидкости (И авестия Ак. Наук СССР, УП сер., отд. матем. 
и ест. наук, № 5, стр. 658—658). 
Ободном обобщении теоремы Акселя Туе (Доклады Ак. Наук СССР, №6, стр. 263)- 
Анал!тична геометрая (Кийв, 308 стр.). 
1984 
Гдеальн1 молул! алгебричних функшй (Журнал матем. циклу ВУАН, аппо 
Ш, №4, стр. 23—31). 
Методи боротьби з труднощами велико! задач! Фермата (Журнал матем. . циклу 
ВУАН, аппо ПТ, № 4, стр. 33—44). 
Кавтаця 1 короз1я швидкорушних г!дравл!:чних турбин (Журнал матем. циклу 
ВУАН, аппо ПТ, № 4, стр. 85—90). 
Про прост! числа виду р=4п- 3 (Журн. мат. циклу ВУ АН, аппо ИТ, №4, стр. 91—95). 
Про деяк! квадратичн! поля (Журн. мат.циклу ВУ АН, аппо 1, № 4, стр. 97—112).- 
Аксо1ди руху твердого т!ла (Журнал [нст. матем. ВУАН, №1, стр. 3—9). 
1985 
Поверхн! Наетапп”а 1 теор1я електрики (Журн. [нст. мат. ВУ АН, №1, стр. 3—15)- 
Функций математично! ф1зики 1 гиергеометричний ряд (Журнал [нст. матем. 
ВУАН, № 3—4, стр. 3—23). 
Арифметична теорля алгебричних величин (Журнал Гнст. матем. ВУАН, 
№ 3—4, стр. 25—44). 
Про Ел]ег’Ов! 1нтеграли (Журнал Гнст. матем. ВУАН, № 3—4, стр. 45—61). 
1936 
А] сот ше Чл са1со1 4ез гас1тез Чез вдаа 0$ а] 6Ъг1ааез (Журнал Гнст. матем. 
ВУАН, №25, стр. 3—20). 
Сопротивление жидкости движению тел (Труды Первого Всесоюзного съезда 
математиков [ Харьков, 1930], Москва, стр. 318—327). 
1987 
Т-ститут математики Академий Наук УРСР до ХХ роковин Велико! Жовтневой 
Революци. (Совместно с К. Бреусом). (Журн. Гнст. мат. Ак. Наук УРСР, № 3, 
стр. 3—17). 
Принципи теорий Галуа (Журн. Г[нст. мат. Ак. Наук УРСР, № 3, стр. 65—71). 
Про одну задачу Ейлера (Журнал [нст. матем. Ак. Наук УРСР, № 3, стр. 73—74). 
Про неможлив!сть алгебричного розвъязання загального р1вняння вище чет- 
вертого степеня (Журнал Гнст. матем. Ак. Наук УРСР, №4, стр. 3—8). 
Про загальну показникову функщю( Журн. Г[нст.мат. Ак.НаукУРСР, №4,5.43—&5). 
1988 
Про прости числа (Журнал 1нст. матем. Ак. Наук УРСР, № 1, стр. 3—16). 
Про задачу Гольдбаха (Журнал [нст. матем. Ак. Наук УРСР, №1, стр. 77—79). 
Трактат з алгебричного анал!зу. Том Г. Початки науки (Видавн. Ак. Наук УРСР, 
Кизв, 196 стр.). 
Трактат з алгебричного анал1зу. Том другий. [сторичний огляд ( Видавн. Ак. Наук 
УРСР, Киз, 399 стр.). 
Трактат по алгебраическому анализу. Том первый. Начала науки { Издат. Укр. 


Ак. Наук., Киев, 208 стр.). 
. 1989 


Трактат по алгебраическому анализу. Том второй. Исторический обзор (Издат. 
Укр. Ак. Наук, Киев, 411 стр.). 

Про один помилковий приклад в теор! простих чисел (361рник праць 1нст. матем. 
Ак. Наук УРСР, № 3, стр. 63—64). 
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| ИВАН ИВАНОВИЧ ИВАНОВ 


1862—1939 


17 ‘декабря 1939 г. в Ленинграде скончался член-корреспондент 
Академии Наук СССР профессор Иван Иванович Иванов, бывший одним 
из крупнейших математиков своего поколения. Ему принадлежит длин- 
ный ряд работ, большинство из них относится к теории чисел, которой 
посвящены и его диссертации: магистерская—«Целые комплексные 
числа» (1891) и докторская—«О некоторых вопросах, находящихся 
в связи со счетом простых чисел» (1901). 

Значение обеих диссертаций несомненно. Еще Гаусс расширил область 
высшей арифметики, включив в нее теорию чисел вида а--16, гдеа и 6— 
числа целые. Одной из центральных задач теории чисел в ХХ в. было 
дальнейшее обобщение теории Гаусса на алгебраические числа. Во всей 
общности эта задача была решена лишь в восьмидесятых годах немецким 
ученым Р. Дедекиндом и русским ученым Е. Золотаревым. Их теории 
были существенно отличны по форме, и европейские ученые считали, что 
теория Золотарева уступает в общности теории Дедекинда. Заслугой 
И. И. Иванова является то обстоятельство, что он в своей магистерской 
диссертации первый установил эквивалентность теорий Золотарева 
и Дедекинда. 

Важность этого результата очевидна, так как обе теории касались. 
самых основных вопросов теории чисел ХХ в. При этом теория Золота- 
рева, казавшаяся на первый взгляд менее общей, в некоторых отношениях 
имела преимущества большей простоты и удобоприменяемости. Ввиду важ- 
ности этих вопросов они подвергались рассмотрению и в дальнейшем. 
В частности, в недавнее время ими занимался Н. Г. Чеботарев. 

Докторская диссертация И. И. Иванова посвящена вопросам, связан- 
ным с распределением простых чисел. Эти вопросы, отоль абстрактные 
по своему характеру, несомненно оказались полезными, так как интерес, 
который математики питают к ним, и трудность их решения ведут к даль- 
нейшему обогащению средств математики. Работа И. И. Иванова содержит 
стройное изложение ряда исследований Дирихле, Чебышева и Мертенса, 
дополненных результатами автора. Среди них особенно следует отметить 
одну теорему о простых делителях чисел вида а--04”, где а и 6 — данные 
целые числа, а х— переменное целое число. Со времени опубликования 
диссертации И. И. Иванова прошло почти 40 лет, и математики, вооружен- 
ные всеми средствами современной науки, настойчиво изучали проблемы, 
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связанные с теорией простых чисел, но в изучении указанного вопроса 
ничего существенно нового к результату И. И. Иванова не прибавлено. 

Из других работ И. И. Иванова отметим еще его работу о кубических 
сравнениях, в которой он существенно упростил метод решения одной 
проблемы Г. Ф. Вороного. Не вдаваясь в детальное рассмотревие осталь- 
ных работ} И. И. Иванова, заметим, что значительная часть из них посвя- 
щена изучению некоторых тождеств и неравенств, стоящих в связи с теорией 
отепенных вычетов. 

Русская наука имела ряд крупных достижений в теории чисел, она 
имеет их и теперь-—имена Чебышева, Коркина, Золотарева, Вороного, 
Маркова навсегда вошли в историю науки, как войдет и имя академика 
И. М. Виноградова. Покойный И. И. Иванов с полным правом может быть 
отнесен к тем ученым, которые создавали мировую славу русской теории 
чисел. Он был продолжателем своих предшественников и достойным сорат- 
ником своих современников. Его работы уже по своей тематике намечали 
пути дальнейших успехов науки. В самом деле, И. И. Иванов занимался 
в основном. тремя циклами вопросов—теорией алгебраических чисел, 
теорией степенных вычетов, теорией простых чисел. Во всех этих вопро- 
сах дальнейшее развитие науки в СССР привело к блестящим открытиям— 
сюда относятся, например, глубокие работы академика И. М. Виноградова. 

Научная деятельность И. И. Иванова, начатая в восьмидесятых годах 
ХХ от. и достигшая своей вершины в начале ХХ ст., не прекращалась 
до конца его жизни. 

Столь же длительна и не менее плодотворна была преподавазельская 
деятельность И. И. Иванова. Она качалась в 1880 г., когда Иван Иванович 
стал преподавателем средней школы. С 1891 по 1939 г. он был препода- 
вателем в высшей школе. Большая часть его преподавательской деятель- 
ности проходила в бывшем Политехническом, ныне Индустриальном 
институте. Здесь он заведывал кафедрой математики с 1904 по 1935 г. 
За время своей преподавательской деятельности И. И. Иванов способ- 
ствовал научной подготовке длинного ряда выпусков специалистов. Он был 
ценным работником высшей школы. Высокий научный уровень он соеди- 
нял с преданностью делу образования. К тому же он был хорошим адми- 
нистратором, умело подбиравшим сотрудников и руководившим ими 
с большим тактом. Он достигал единства преподавания, не стесняя, 
а направляя инициативу своих помощников. Его пример поддерживал 
и воодушевлял сотрудников. Он был всегда внимателен к интересам 
слушателей. Поэтому понятно, что деятельность И. И. Иванова высоко 
оценивалась слушателями и администрацией тех учебных заведений, где 
работал Иван Иванович. Столь же высоко она оценивалась и его 
сотрудниками. 

Занимаясь абстрактными отделами науки, уделяя много. времени и вни- 
мания делу преподавания, Иван Иванович был в то же время активным 
участником многих начинаний советской общественности. В связи © этим 
он избирался членом Ленинградского совета от Индустриального инсти- 
гута. 
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Происходя из крестьянской среды, не обучаясь в средней школе, благо- 


даря своей энергии и крупному дарованию Иван Иванович достиг высот 
науки, став известным ученым еще в дореволюционяое время. После 
Великой Октябрьской Социалистической революции Иван Иванович был 
избран’ членом-корреспондентом Академии Наук СССР и получил звание 
заслуженного деятеля науки. 
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14. 


15. 
16. 
17. 
18. 


В. О. Кузьмин 


СПИСОК ТРУДОВ И. И. ИВАНОВА 
1881 


Один из приемов суммирования одинаковых целых степеней натурального ряда 
(Семья и школа, вып. 4—5, стр. 298—304). 


1883 


. Суммирование одного ряда (Семья и школа, № 7, стр. 149—151) 
. К теории извлечения квадратного корня (Семья и школа, № 8, стр. 277—279). 
. Максимум и минимум полиномов 3-й степени (Семья и школа, № 9, стр. 280—291). 


1884 


. Ободном ряде ( по Абелю) (Семьяи школа, № 9, стр. 266—273; № 10, стр. 377—382). 


1885 


. Суммирование трех рядов Эйлера (Записки Физ.-мат. общ. студентов СПб. уни- 


верситета, т. 1, стр. 125—128). 


. Представление простых чисел в форме 2? -- Ау? (метод Эрмита) (Записки Физ.- 


мат. общ. студентов СПб. университета, т. И, стр. 69—75). 


. Некоторые предложения о простых числах (Записки Физ.-мат. общ. студентов 


СПб. университета, т. П, стр. 109—114). 


. Окружность через девять точек (Семья и школа, № 8—9, стр. 566—567). 


1886 


Разложение квадратных корней из некоторых целых чисел в непрерывную дробь 
(Журнал элемент. математики, т. И, № 10, стр. 222—227). 
Вывод двух формул Якоби (Записки студентов Физ.-мат. фак. СПб. универси- 


тета, т. Ш, стр. 84—94). 
1887 


Задача 211 (Вестник опытн. физики и элем. матем., № З1, стр. 162). 


1891 


Целые комплексные числа. Рассуждение на степень магистра чистой математики 
(СПб., У!--113 стр.). 


1898 


К теории целых комплексных чисел (Прилож. к ЬХХИ тому Запис. Акад. Наук, 


№ 9, стр. 1—14). 
1894 


Опез оп 109 (7п4егт. Майет., 4. Т, №4, р. 53). 

В6ропзе заг 1а дчезИоп 37 (1п4егт. татеёт., $. 1, №5, р. 74—76). 
Опезйоп 205 (1егт. Малйет., $. 1, №6, р. 101—102). 

О'цезй оп 340 (Глегт. Машет., $. 1, № 10, р. 187). 
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25. 
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28 


29. 
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32. 


33. 


34. 


35. 


36. 


37. 


38. 


39. 


40. 


41. 


42. 
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1895 


Об одной сумме (Известия Ак. Наук, т. ПТ, № 3, стр. 253—256). 

О простых делителях вида А-- 2? (Известия Ак. Наук, т. ПГ; №4, стр. 361—366) - 
В6зоа оп да ргоёше 352 (Тплегт. тайет., &. И, № 5, р. 173). 

Вбзота оп ’ап ргоёте ае Сафа]ап (Оцез@оп 455) ( Гицегт.. талйет., +. И, р. 308.) 


1896 


Еогт]ез геауез А ип пошЪге ргепиег р=Ап-Е3 (1п4егт. талфёт., 4. ИТ, № 3, 
р. 64—68). 
О сравнении 3-й степени (Известия Ак. Наук, т. У, №2, стр. 137—142). 


1899 


Об интерполировании двух произведений (Сообщения Харьк. матем. общ.» 
стр. 1—4). 

О некоторых суммах, зависящих от простых чисел (упоминание о докладе, про- 
читанном 15/ХИ 1890). (Протоколы засед. СПб матем. общ., 1890—1899, СПб, 
стр. 4). 

Доказательство теоремы В. А. Маркова (резюме доклада, прочитанного 151 Х 
1892). (Протоколы засед. СПб матем. общ., 1890—1899, СПб, стр. 34). 

Некоторые предложения о простых числах (резюме докладов, прочитанных 
А5ИХ и29/Х 1893 г.). (Протоколы засед. СПб матем. общ., 1890—1899, СПб, 
стр. 53—54; 55—56). 

Об интегрировании некоторых иррациональных функций (упоминание и частич- 
ное воспроизведение доклада, прочитанного 151 1894). (Протоколы засед. СПб 
матем. общ., 1890—189% СПб, стр. 72). 

Об одном свойстве числовой функции (Протоколы засед. СПб матем. общ., 1890— 
1899, СПб). 

Об уравнениях с перемежающимися корнями ( Протоколы засед. СПб матем. общ., 
1890—1899, СПб). 

Постулат Бертрана (из доклада, прочитанного 14/1 1894). (Протоколы засед. 
СПб матем. общ., 1890—1899, СПб, стр. 95). 

Об одном следствии теоремы Ролля (Протоколы засед. СПб матем. общ., 
1890—1899, СПб). 

О вычислении предела одного отношения (Протоколы засед. СПб матем. общ., 
1890—1899, СПб). * 

О некоторых суммах, зависящих от простых чисел формы 4&т-Е 3 (Сборник Инст- 
инжен. пут. сообщ., т. [, стр. 1—12). 

Биг цпе абтопзгаНоп а’Е ег а’ап № 6огёше 4е Еегтаф (Глегт. таеёт., $. УТ, 
№2, р. 47—48). 

1Чепи (6 еп(ге з15ез зоттабюо1гез (Т4егт. Майеёт., %. УТ, №4, р. 82—84). 


1901 


О некоторых вопросах, находящихся в связи со счетом простых чисел (Изд. Ак. 
Наук, СПб, 1У-Е120 стр.). 


Приложение дифференциального исчисления к геометрии. Лекции, читанные 
в СПб унив. в 1900/1901 г. (СПб, 263-ЕТУ стр., литограф.). 


1906 
Дифференциальное и интегральное исчисление. Лекции. (Два литограф. изд.). 
1907 


Дифференциальное и интегральное исчисление, ч. 1 (литограф.). 


1908 
Высшая математика. Аналитическая геометрия (литограф.). 


43. 


$54. 


ИВАН ИВАНОВИЧ ИВАНОВ 361 


Курс высшей математики, ч. 1, Аналитическая геометрия (литограф.). Тоже в 1909 
и 1910 гг. 
т9и 


. Высшая математика, ч. И (литограф.). 


1915 


. Теория чисел. Лекции, читанные в СПб университете (Птгр., литограф.). 


1916 


Высшая математика, ч. ПИ. Лекции, читанные в Политехн. инстит. (Птгр., 


литограф..). 
1919 


. Высшая математика, ч. Г. Аналитическая геометрия (Птгр., литограф.). 


1919 


. Об одном числовом тождестве (Известия Петрогр. политехн. инст. ХХУШ, 


стр. 181—183). 


. © теории квадратичных и неквадратичных вычетов по данному простому модулю 


(Известия Петрогр. политехнич. ичст., ХХУПГ, стр. 185—189). 


1920 


. А. В. Васильев. Целое число. (Книга и Революция, №2, стр. 69, рецензия). 
. Литцман иТрир. Где ошибка? (Книга и Революция, №2, стр. 69, рецензия). 


1921 


. Ирвин Пальмер. Техническая математика (Книга и Революция, № 8—9, 


стр. 91—92, рецензия). 


. В.И. Лебедев. Очерки по истории точных наук (Книга и Революция, № 8—9, 


стр. 91—92, рецензия). 


. Дж. Юнг. Как преподавать математику (Книга и Революция, № 8—9, стр. 91—92, 


рецензия). 


. Аналитическая геометрия. Конспект лекций, читанных в Петр. универс. 


(литограф.). 
1928 


. Аналитическая геометрия. Консмект лекций, читанных в Политехн. инст. (лито- 


а, 1996 


. О двух сравнениях (Журнал Ленингр. физ.-мат. общ,., т. 1, в. 1, стр. 37—39). 
. Дифференциальное исчисление, ч. П (Изд. Кубуч, Лигр., литограф.). 
. Дифференциальное исчисление, ч. Ти 1 (Изд. Кубуч, Лнгр.). 


1927 


. Интегральное исчисление и его приложение (Изд. Кубуч, литограф.). 
у т 
. О вычислении определенного интеграла (Известия Политехн. инст., ХХХ], 


стр. 97—99). 


. О неравенстве двух интегралов (Известия Политехн. инст., ХХХ, стр. 100—104). 
. О сумме, зависящей от простых чисел формы 4п-- 1 (Доклады Ак. Наук СССР, 


№ 3, стр. 43—48). 
1929 


Об обобщении одного тождества Буняковского (Известия Политехн. инст., 
ХХХИ, стр. 5—9). 
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1981 
65. Об интегрировании некоторых трансцендентных функций (Известия Политехн. 
инст. ХХХИЕ, стр. 19—21). 
1982 
66. Основания аналитической геометрии (Лнгр., Кубуч, литограф.). 
67. Основания аналитической геометрии для втузов (Лнгр., литограф.). 
1938 
68. О двух дифференциальных уравнениях (Труды Ленингр. индустр. инст., 
стр. 24—27). 
1989 
69. 


О некоторых суммах, зависящих от простых чисел (Труды Ленингр. индустр. 
инст., № 3, стр. 43—49). 


ИЗВЕСТИЯ АКАДЕМИИ НАУК СССР’ 


ВОСГЕТ!М ОЕ ГАСАОРЕМ!Е РЕЗ ЗСЕМСЕ$ ОЕ 1/09 855 


Серия математическая 4 (1940), 363—402 Зече ташетаНачце 


Ю. В. ЛИННИК 


О ПРЕДСТАВЛЕНИИ БОЛЬШИХ ЧИСЕЛ ПОЛОЖИТЕЛЬНЫМИ 
ТЕРНАРНЫМИ КВАДРАТИЧНЫМИ ФОРМАМИ 


(Представлено академиком И. М. Виноградовым) 


В работе дается доказательство теоремы о том, что все достаточно 
большие числа, не делящиеся на р, удовлетворяющие родовым усло- 
виям, представимы тройничной положительной формой инварианта [р, 1]. 


Во второй части рассматривается та же задача для форм более общих 
инвариантов. 


Часть 1 


В настоящей работе разбирается вопрос о достаточных условиях 
представимости целых чисел отдельными положительными целочислен- 
ными собственно примитивными тернарными квадратичными формами. 
В дальнейшем под словом «форма» будем понимать именно такую форму. 

Первая часть работы посвящена формам специального вида, наибо- 
лее пригодного для применения предлагаемого метода. Это будут удобные 
формы и взаимные к ним. 

Определение. Удобной формой называется всякая форма }, 
принадлежащая к инвариантам [р, 1], где р- простое число 
и имеющая по модулю р родовое условие 


И! 
И 

Например, если р простое число вида 4п-Е1, то форма 27° - ру’ | р2” 
и все формы ее рода и инвариантов [р, 1] будут удобными. 

Формы взаимные и удобные принадлежат к инвариантам [1, р]. Они 
имеют родовые условия только по модулю 8. Такой, наприМер, будет 
форма вида рх’-у’-2’, где р==1 (то@4) простое число, и весь ее 
род инвариантов [1, р]. 

Мы докажем здесь одну теорему 0б этих формах. Будем говорить, 
что число т удовлетворяет родовым условиям удобной формы }] инва- 
риантов [р, 1], если разрешимо сравнение 


=3, 


(5, м, ©) ==т (шой 8р) 


и не все три числа &, 1, С делятся на 2 или на р. 

ТЕОРЕМА 1. Если /— удобная форма инвариантов [р, 1], то суще- 
ствует константа т,, зависящая только от р, такая, что всякое 
нечетное или четное число т, не делящееся на р, Удовлетворяющее 
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родовым условиям } и большее т,, т> т, , примитивно представляется 
формой }, причем для числа представлений г(}, т) есть оценка снизу: 


® (— т) 
1 шшж- № (шши) ° 


г(р т) > с 


51 

Пусть дан род удобных форм инвариантов [р, 1]. Вопрос о пред- 
<тавлении чисел этими формами, как будет показано в самом конце 
работы, сводится к вопросу о существовании некоторых равенств между 
‘определенными целыми кватернионами, связанными с этими формами 
и представляемыми числами. Откладывая выяснение этой связи до 
конца работы, обратимся к этим равенствам между кватернионами 
и будем их изучать сами по себе. 

Кватернион а-- 9-Е с/у ак будём называть собственно-целым, если 
а, 6, с, а все суть целые числа, и несобственно-целым, если все они — 
половины нечетных чисел. Те и другие вместе образуют кольцо целых 
кватернионов. 

Рассмотрим все целые кватернионы нормы р; они сами собой прими- 
тивны. Выпишем все такие кватернионы, не связанные между собой равен- 
ствами вида Р’=Р-з, где =—единица, и перенумеруем их: 


рр РА (1) 
„Здесь #’ = р-Е1 (*). 
Пусть теперь дано число т, удовлетворяющее условиям 


(т,р)=в (=) =+1; т 4 (8+7. (2) 
Из (2) мы выводим, что существует 6 =0 (шо4 р) с условием 
г т==0 (тор) (3) 


и что число т примитивно представимо суммою трех квадратов. Вся- 
кому такому представлению вида 2°-- у’ - 2‘ =т однозначно отвечает 
собственно-целый вырожденный кватернион 2[=а-Ру/-Ё3К такой, что 
[2 = — т. Выпишем все такие кватернионы и перенумеруем их: 


Е, во бы, = —т (=4,2,...,Г(т)). (4) 


Составим г(т) кватернионов вида 6+ [.;, где 6 взято из (3). Норма 
каждого из них равна 6’-|-т и потому в силу (3) каждый из них 
делится слева на один из кватернионов (1), т. е. существует г(т) 
равенств 


Г. =РХ; (=, Аж ИМ). (5) 


Здесь все г(т) кватернионов [; различны, что же касается Р;, то 
они вовсе не обязаны быть различными для различных & и, может 
быть, все они одинаковы. 


Число г(т) удовлетворяет условиям (*) 


ей (—т) > г(т) > е.й (—т). (6) 
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Сотласно замечательной теореме С. Т.. б1есе]!’я (1935) для й (—т) 
имеется оценка снизу 
1 


#й(—т) > ст? °. 7) 


Эта оценка является основной в настоящей работе. Мы сразу заклю- 
чаем из нее и из (6), что если т, удовлетворяющее (2), достаточно 
велико, то в равенствах (5) неизбежны повторения Р;, т. е. случаи, 
когда Р.=Р;, при некоторых неравных ги 7. Но, с другой стороны, 
можно предположить, что при достаточно большом т каждый из ква- 
тернионов (1) встречается в равенствах (5). Весьма затруднительное 
доказательство этого положения и будет занимать нас в дальнейшем. 


$2 
Введем несколько чисел с целью, выясняемой впоследствии. Положим 


— 1 (1--) 
Р Е 


2 шр 
Пусть задано число т, удовлетворяющее (2). Выберем $ с условием 


1 1 
И" ао 
р р 


так, что при с, =р 


1 
+= ЕЕ 
т? = р < СИ 
Положим р’=п. Из (3) вытекает разрешимость сравнения 
#2 -- т ==0 (то п). (8) 


Пусть Ь’ его решение с условием 0<6’«п=рз, В’==6(тоа р). 
Составим г(т) кватернионов 


Ри, Шт (А Эк) 


Из (8) вытекает, что, при каждом &, 6’-- Г; делятся на некоторые 
примитивные кватернионы ‚07; нормы р*. Эти последние распадаются 
на произведение $ кватернионов нормы р: 


== РиВу... Ри; М№тщ(Ря)=р. 
Можно написать 
РРР Ват, 
где г; —единица, а Рх суть кватернионы из (1). В самом деле, 


‚ у’ сы й 
Ру; = Рае у Е Р»; = Рые”, .. о =($ ОР Руа. 


Положим Р„Р..... Ри =.;. Мы получим в силу написанного выше 
г (т) равенств 
В, РР В: (@=1, 2.7 (т) (9) 


2 Известия АН, Серия математическая, № 4—5 
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Предположим, что для некоторого числа т с условиями (2) соста- 
влены равенства (5) и (9), причем ни в одном из равенств (5) не встре- 
чается на месте Р; некоторый фиксированный кватернион Р из (1), 
т. е. РР (1=1,2,...,г(т)). Тогда при любом Г. из (4) невозможны 
равенства 6 - Г. = АРВ или 6+1. АРВ, где А и В— целые кватер- 
нионы и М№отт (А) =р' (#>0). 

В самом деле, из первого из них вытекало бы 

А (6-- Г] АЕФЗТА-Т,А=РВА=РУ, У=ВА. 

Отсюда следует, что А-'[. А — целый кватернион; он вырожденный; 
покажем, что он примитивный, т. е. встречается среди (4). 

В самом делё, из сравнения А-Ч-А == 0 (шо9 4), где 4— простое 
число, вытекало бы при а-+р 

АА. АА = Гр! ==0 (то 4) 

и [.=0 (шо4 4), что невозможно. При 49=р имели бы —Г.ААТА = 
—=тА == 0(то4 р), откуда, в силу (2), А=0(тоар), а тогда. и 
Ь==0 (то4 р), что невозможно. 

Итак, А '[.А= Г» входит в (4); кватернион 6 -- Г. примитивен и из 
(5) в 1 = РаХь, но РЕ: 

В силу примитивности 6-- Г», равенство 6 Г, =РУ невозможно. 

Равенство 6-1Г,=АРВ также невозможно, иначе имели бы 
я (6+1) А=Ь+ Г, =РВА; беря сопряженные, имели бы 6 -| (— Г») = 
= АВР; —Г,=Г,», входит в (4) и РГР" =[, входит в (4), так что 
равенство 6 -- [^ =РАВ невозможно. 

Далее, для числа т в равенствах (9) не может появиться Р на 
месте Р;, т.е. 

Рае Ра, о 

Кроме того, Ра = =Рг', где си =’— единицы. В самом деле, иначе, 
как и раньше, пришли бы к равенству 6’-+ [, =РЯ, но 6’==6(то4 р), 
т. е. 6’ =6--р/. Отсюда 

Г = НТ р = 6 [, + РР1=РЯ, 
6-- РУХ = РЕНИ: 

Это невозможно по условию. 

Числа т, для которых равенства (5) и (9) обладают указанными 
выше свойствами, назовем аномальными. Мы покажем, что сущест- 
вует лишь конечное множество аномальных чисел. 
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Исходя из последнего результата, оценим сверху количество раз- 


личных произведений .07;=Рь...Ри, встречающихся в равенствах 
(9) для анамольного т. Все произведения 


РР. Ра Ат) (10) 


необходимо примитивны. 
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Ри при разных # не пробегает значения Р, а потому пробегает не 
более р-- 1—1=р значений. При заданном Рь, Рь; не пробегает Р по 
условию и не пробегает Р:;=, иначе ‚0; не было бы примитивным, так 
как Рь . Рие=ре. 

Далее, Р.Р, иначе Р=еР, что невозможно по условию. Среди 
24 кватернионов Ру;= один входит в (1), а потому Р» пробегает не 
более р-1—2=рр— 1 значений. 

Аналогично этому, при заданным, Ри, Р»., Р.; пробегает не более 
р-—1 значений ит. д., и при заданных Ри:, Ру... Р.-1:, Рь пробегает 
не более р—1 значений. 


Следовательно, количество ® различных .6; в равенствах (9) не 
превосходит 


пин 


= 
Здесь 
и} 
—ф= — 
т" ый И. (11) 
Отсюда 
се 1 
м 
и 
1 
ты ш(1- ше 
2° (1—5. =20}` Шро  е0-н, (12) 


Из (12) выводим 


:. ре = Е 
А дет т? 


$5 


Здесь нам придется обратиться к некоторым фактам из арифметики 
кватернионов, именно к «теории лучей», частично развитой в моей 
работе (°). 

Пусть дан некоторый кватернион А нечетной нормы г и примитив- 
ный, и примитивный кватернион О нормы 4. Составим кватернион ОВ. 
Его норма 47 делится на т, а потому он делится слева на некоторый 
кватернион А’ нормы г, и получается равенство 


ов=В'0.. (13) 


Мы будем говорить, что А’ получается из А при помощи О при 
левой пермутации Венкова. Аналогично определяется и правая перму- 
тация Венкова. К этому факту относятся следующие теоремы. 

ТЕОРЕМА 1. Даля всяких двух примитивных кватернионов Ви П' 
нечетной нормы г найдется примитивный кватернион 5 нормы $, взаимно 
простой с т, такой, что 5 переводит В в В’ при левой пермутации 
Венкова 

АА. (14) 


ож 
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ТЕОРЕМА 2. Если 5 удовлетворяет равенству (14) и условию 
(Мог (5), г) =1, то всякий другой кватернион Т, переводящий В в В’ 
при левой пермутации Венкова, имеет вид 


те. 


где а — целое рациональное число, а Х — целый кватернион. Обратно, 
всякий такой Т удовлетворяет равенству 
Ел: © (14’) 

Совокупность таких Т называется левым лучом по модулю ЙП’, 
переводящим А в В’. Аналогично определяется правый луч. 

Следствием теоремы 2 является 

ТЕОРЕМА 3. Кватернионы Т, переводящцие В в себя при левой 
пермутации Венкова, т. е. удовлетворяющие равенству ТВ= ВТ’, 
образуют луч Т=а-- ВХ. 

Этот луч назовем главным. 
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Важнейшим лучом в излагаемой теории является версорный луч 
(уегзог гау). Версорным лучом называется луч, переводящий при левой 
пермутации Венкова А в В. 
ТЕОРЕМА 4. Для того чтобы кватернион У’ принадлежал к левому 
версорному лучу тоа В, необходимо и достаточно выполнение сравнения 


2. (У’В) =2; (ВУ’) =0(то4т). (15) 

Заметим, что всегда У (ТУ’А) = (АУ’) в силу соотношения АУ’= 
= УВ". 

Ввиду особой важности теоремы приведем ее доказательство. 

а) Доказательство достаточности (15). Пусть И’ удовле- 
творяет (45). Тогда 27'А=М-тгй, где (М) =0. Возьмем сопряжение 
от обеих частей 

287! = — М-+-гй = —(М--г2)-г(2+7)= —27'В+тО (0 — целое). 
Отсюда 27’В = —2ВУ'-+т0П=В(—27' + В1). Далее, полагая — 27’ - 
+ВИ=У”, найдем 27’В = ВУ". Отсюда де 27'В= ВУ”' при целом 
У’, или (г-1)У’'В= ВУ”. 

Вычитая это из тождества гУ”А = ВВУ'В, найдем У’А= АУ”, что 
и требуется доказать. 


Ь) Доказательство необходимости (15). Подберем У 
‚с. условием 


251 (ТА) =0 (шойг) (Мога (ТУ), г) = 1. 


Это всегда возможно, как нетрудно удостовериться. Если теперь У’ Е 5, 
где № — левый версорный луч то А, то по теореме 1 и по условию а) 
У’=сУ-АХ при целом рациональном а. Отсюда 


25 (7’В) =25)(УВ)-+2% (ВХР). 
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Но 2% (УВ) =х. 2. (УР) =0(шо4г) по выбору И. Далее, при любом 
целом Х, 2% (ВХР) =0 (то г). Поэтому 
23} (У’В) ==0 (тоал), 


что и требовалось доказать. 


$7 
Разовьем одно положение, доказанное Б. А. Венковым в работе ('). 
Теорема Венкова. Если Г: и Г;—0ва какие-либо кватерниона 
из (4), то возможно найти такой примитивный целый кватернион О, 
что 


01.0—*=Т., (16) 


и притом, если т =Е 3 (тоа 8), то Могт (0) можно сделать взаимно 
простой с любым наперед заданным числом п; если т==3 (то4 8), то 
М ог (0) момено сделать взаимно простой с любым заданным нечетным 
числом п. 

Операцию (16) будем называть переходом ($гапз оп) и обозначать 
[. Г, а о всяком целом кватернионе О, удовлетворяющем (16), 
будем говорить, что он управляет этим переходом. 

Основываясь на этой теореме, докажем следующую теорему. 

ТЕОРЕМА 5. По всякому переходу Г: —> [; можно указать прими- 
тивный О с условием 


ОТ.0“=Г,, а =ТО, (17) 
где Т — целый, и — целое рациональное число. 
Доказательство. а) Пусть сперва т = — [1 ==3 (то4 8). Согласно 


теореме Венкова выберем кватернион (0 с условиями 
О0=1,, (Мог (0), 2т) =1. (18) 


Отсюда выводим: [0 = О, т. е. Г, принадлежит главному лучу 
по О слева, ибо Могт (0) нечетна. 
Следовательно Ё; =а’--ОТ при целом рациональном &%’. Далее 


Ш = о-"Г.0 —=а’-+- ТО. Полагая —&’=а, находим 
«+ 1[.=ТО, 


что и требовалось доказать. 

Ь) Пусть т==3 (што4 8). Тогда в равенстве (18) будем считать 9 
примитивным с четной вормой. Эта норма, Могт(0)=24,, не может 
делиться на 4, т. е. 4, — нечетно. Иначе, как легко видеть, О было бы 
непримитивным, ибо делилось бы на кватернион нормы 4. а такие все 
непримитивны. 

Далее, все кватернионы нормы 2 имеют вид (1--2):, а потому лоло- 
жим О=0, (1-Е В =. 

Имеем далее из (18) Г,0, (1-== 0144-12) =[: = 0:М =' (1-е, ибо 
каждый кватернион нормы 2 можно представить и как =’ (1--#)е при 
данном :. 
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Отсюда Г;0, = О.М’. Здесь уже О, нечетной нормы, а потому [.; = 
=а’ - ОТ, а" + Г; =О1Т. 
Если &«” нечетно, то Мог (Т) четна, а потому 
=(4-Е)=7Г’ ио’--Р,=О, (Ее =0Т%, 
что и требуется. Если же а” четно, то а«”-- 4, нечетна и 
а” -- 4. Г, = 91 (Т- 0) = 0,Г", 
ТТ" = (1-е ео, 
а” -На:-Е 1; = 0, (1 (1-2) уе ОР, 
а" а. + 1[+=Т’”О. 


Теорема доказана. 


$8 


Пусть дан переход Г, —> Г,;. По теореме 5 ему отвечают целый ква- 
тернион О и целое рациональное число 4, такое, что 


а-+[=То, 01,0 =Г., Т — целый. (18’) 


Пусть Мог (Т) ={; Мог (0) = 4. Составим бинарную квадратичную 
форму 


(Те-- у) (Тз-{ Оу) = 12° -- 24зу - ву". (19) 
Ее детерминант равен 4“—14= — т. О такой форме будем говорить, 
что она управляет переходом Г, —> Г. 


Пусть подстановка в ‚) унимодулярна и переводит форму (14) 
в приведенную форму $(х, у) =а2* -- 2еху-- су с условием а>е>2[е|. 

‚В формуле (14) подставим х= ох’ -- Ву’, у=\х’ -- 8’. Тогда, полагая 
А= Та +01, С=ТВ+ 08, получим 

(Ах - Су’) (Ах - Су) =ах” -- 2еху’су* 

Далее, как показано в моей работе (*) (также легко выводится непо- 
средственно), 

АбЕе--Б, СО (20) 

Отсюда выводим важное следствие. 

ТЕОРЕМА 6. Всякий переход 1. —> Г.; управляется некоторой при- 
веденной бинарной формой х(х, у) =ах*-- 2еху-- су своей для каждого 
перехода, где а>с>2|е|, и имеют место равенства 

е-+ 1. = АС, Могю А=а, М№ ог С =с, я 
О, в 


Заметим, что всякий переход управляется лишь одной формой. Дока- 
зательство см. в работе (*). 
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$9 
Пусть т — аномальное число, для которого составлены равенства (5) 
и (9). Обозначая в (9) Р;... Ри= 2, перепишем их в виде 
Г, =. :У; (и. рт), (9’) 


Здесь Мог 22: = р*, Мотт У; =у, 0%’ < р. 
Подберем целое [1 с условиями 


О—=1< р, М гм (РИ - У;) = 0(шоар) (@&=1,2,... ,г(т)). 
Это возможно, ибо 


М оги (.И-- У: =у+2%(У,5:) 1 (шоа р). 


Последнее число равно у-- 216’ и 6’ -Е 0 (то р). Можно, стало быть, 
считать, что 0 </=< 14. 


Положим 2И-+ У; =0:, 6 —1°= в. Тогда получим г(т) равенотв 


Е 1+ = #=1,2, ... 5 г(т), 
ий м 
|2| < р*, М ога ‚СЯ; = р?, т = реет? "", (22) 
Мог О; = 4. 


Отметим, что ‚07; в этих равенствах тождественно так: ` же, как ив (9). 

Введем теперь весьма важное понятие версорного перехода 
{уегзог 1гапзИ1оп). 

Определение. Переход /[.; —> Г,; называется версорным, если 


в равенствах (22) 2, = 22, т. е. 8+ = 0, + Г, = 20,. 


$ 10 


2 
с 
Положим — =. Рассмотрим все г„иведенные бинарные формы детер- 


А 
минанта (— т) 
| 
ф =. б, @), во 2| бы. Иат" } (23) 
о М, 
Сюда должны входить как примитивные, так и непримитивные формы. 


Все формы (23) разобъем на два типа: систему тпа]ог Тогтз 9} 
и систему пишог {огшз Ш, определяемые так: 


26-9 


ФЕ), если 1 <= с: < т? , 
( 


1 


1 
—- (*-=т) тт 
ФЕ, если т?" << 2т?. 


Если какой-либо переход Г; —> Г; управляется формой фе}, то он 
будет называться большим переходом (та]ог 1тапзИлоп), если же 
управляющая форма ФЕ, то он будет называться малым пере- 
ходом (штог фгапзИ 100). Для такого определения существенно, что 
всякий переход управляется лишь одной формой; это верно, но для 
наших рассуждений, как мы увидим, несущественно. 
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ТЕОРЕМА 7. Не существует двух различных малых версорных пере- 
тодов от одного и того же [4, т. е. переходов вида 


м — Г» 4—1, 7; (24) 
а = 0, +=, в+ЁЬ= 9%, 
если только число т= — [2 достаточно велико: т > т, =т, (р). 


Доказательство. Следует показать, что при наличии равенств 
(24) две приведенные формы $, и $,, соответственно управляющие пере- 
ходами [+ —>Г; и Г. -> Г», не могут быть обе питог Тогшз. Пусть, 
напротив, имеем 

ы-- Г: = А:С1, 6-- [4 = А»С», 
СОС АА об а 
Мог. А; =0, Мот = (@(=4,2) 


и обе формы $, =(а,, 6,, с,) и ©, = (а,, 6,, с,) входят в 1, так что 
ее Веь ь 
‚т? т О в ОЕ "< ао”. | (25) 
ГВт, |< и. 


Имеем С: (2-1) С:'=е-Г.,, так что из (24) 
С,.9:0: = 9051. (26) 
Далее, Могт О =4 не“делится на р. Поэтому существуют два ква- 
терниона Х и У такие, что 2Х -- О;У =1. Тогда из (26) 
С. ОУ + С. 9х = Э0СУ -- 9.9 СаХ, 
или (28; (0:У - @.Х)=.22.С', т.е. С. = 22:С'. Совершенно аналогично, 


основываясь на (24), получаем такие же равенства для С,, Ай 
всего 4 равенства 


С. = 98.С', Ду ‚= Я.А’, | 
С: 9, = С, А.: = А” 
Отсюда следует, на основании теоремы 4, что С,, С,, А., А, принад- 
лежат к левому версорному лучу 3 шо4 28; слева, и значит 
291 (.91С:) =2% (913) =2% (Ал) =2% (2.4%) == 0 (шо4 р’). (28) 


Далее, имеем 


(27) 


т 
Могт С: = с: < 2т?, Могш бр т т 
А потому 
р 1 И ат. т ты 
|291 (.92:С1) | < 2 (М гта (.22:) - Могла (С!) )* хоть ча ие 
1 
Следовательно, так как рз = тэ 1 


с 
‚ из сравнения (28) заключаем, 
что при т > т: 


2% (.52.С1) =0. 
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Так как для Могт С, годна та же оценка, то и 


23 (9.65) =0. 


Отсюда имеем 
25% (52.С1) =2% (:232.С.) =0. 


Теперь оценим сверху числа 


а, = Мог (А,), а, = М№огт (А,). 
5 5-9 
Имеем а1с: = 61 - т; далее |6, | < т?, || >т? ^ 


по условию. Значит 


а 


1 
Го арий а 2т р 
ВЕ, ы = В 
1 а) 

ов 


1 


5 
мне) 
Аналогично а, < 2т? . Имеем теперь 


12% (2, А!) = 2 (М огиа (.28;) - Мог я) = 


1 1 1 1 —“ 1 т 


= = 


о щ+- += 
< %2т* 2, Эт” 0:10 2. 


1 
Е и ’ 
И опять в силу (28) и *=т* находим, что при т > пи > т, будет 


2% (2:4) =0, (А) =0. 
Совершенно аналогично, при т > пи, \ (А) =0. 


Итак, при т> т,, все 4 кватерниона .07:С1, .62.С», Ау, А» 


вырожденные. 


Обозначим теперь 
РС =’ -- в- У А: = (4 НЕ В = УК), 
С. =, И а, Я (3) =9 (90 =0. 
Тогда имеем, беря сопряженные, А.. 2; = & Е ВУ-Е\Е. 
Далее, А.С, = 6.[+, А»С» = в>[4. Отсюда Аз. - С, = вр’ - р°[л, или 
(Е -ЕВУЧНТЮ (ЕЕВУНТЮ = Р-Р. 
Аналогично 9% = 6, рз-- р*/л. 


Будем интерпретировать од -- ВУ-- у, а -Н В’ -НУ’К, У и 3 как трех- 
мерные векторы с обычной векторной алгеброй, тогда их векторные 
произведения попарно равны: 


[е-Е В -ЕТ, «ет К] = [9% 3] = р*[е. 
А потому, если начала их перенести в начало координат, то эти 4 век- 


тора пойдут перпендикулярно вектору р°/[л, и значит лежат в одной 
плоскости. Поэтому найдутся такие реальные числа р и у, что 


3 = (м -ЕВУ-Е1К) в (2-Е ВУ т"А) 


или 


С =в. Аб. - Ст. 
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Но Я (4..2), так что Аб = =. уАч. Значит С. =—в. А, + 
у. 2.С:. Отсюда С, =—ьА, + УС,. 


Возьмем теперь равенства 
А = ГА1, С: = Г.С; 


первое помножим на —\{., второе на у и сложим, тогда найдем 


(— РА: -НуС!) [1 = Г; (— А, С), 


или 


Сб Сас: "= Г, 


ий 


—1 
что невозможно, ибо С›Г.С› =Г,ь = Г,. Теорема доказана. 


$5 и 


ТЕОРЕМА 8. Общее количество малых версорных переходов в равен- 


5 
ствах (22) не превосходит т (т) < ста ** 


Доказательство. При заданном [., на основании теоремы 7, 
существует не более одного малого версорного перехода Г; —> Г;, а коли- 


1 
чество [: равно г (т) <ет=". 

Теперь мы должны будем оценить сверху общее количество больших 
версорных переходов. При этом мы поступим таким образом: задавшись 
определенной та]ог {огт Ф, оценим, сколькими версорными переходами 
[. —> Г; при разных Ги ] она может управлять, а затем просуммируем 
полученные оценки по всем та]ог !огтз, которые могут встретиться 
при детерминанте (— т). 

Пусть дана та])ог !отт (т, 6, )=Ф. По определению здесь будет 

1 
ее При оценке количества версорных переходов, управляемых 
1 


ею, по излагаемому способу важна величина # сравнительно с т? и то 
обстоятельство, на какую степень числа р делится #. 
ТЕОРЕМА 9. Пусть дана та]ог 1огш ®=(г, 6, #) детерминанта 
( —т) с условиями 
1 1 


- -—1 
тат? ‘= т “", +0 (шодр). (29) 


ь2| = 


Тогда количество всех возможных версорных переходов в равенствах (22), 
которыми она могла бы управлять, будет 
гр 
< с, (=) т при. тт, > т... 
Доказательство. Пусть х управляет некоторым версорным пере- 
ходом /Г4 —> Г;. Тогда имеем: 
$ 
+= Г, ТТ: =Ё, 
Мот (А) =7, Маш = (30) 


[= Фюь &-Ц= 9. 
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Прежде всего отсюда, как и в доказательстве теоремы 7, выводим, 


что Т;.07, = Т.. Значит Т; принадлежит версорному лучу то4 „22; слева, 
1 


то точно такое же рассуждение, как в дока- 


1 

—. - 
и так как # = < 27”, 
зательстве теоремы 7, показывает, что при т > т, имеем % (.22.Т; 


=, (7...) =) Отсюда И — РТ: 
Теперь из (30) выводим 
ТОТ. = ТЕ (Е-Е) Т.Е ТР Ь Г.) Т. = 
=(2— В) Т.Г; Т.ВГТ. = в (#—ь-- Т.В) =ЗА 
при целом А, т. е. Т.О: =1А. Далее Т,2, = — РТ, отсюда 
Т 6. О:Т, = — Т.ОТ.=ВА. 


Умножая последнее равенство слева на — Р., получим при целом В 


р°Т:ОЕТ: =. 
Подберем а’и 6’ так, чтобы а’рз-+- 6’ =1 (что возможно). Тогда 
получим 
(а рз-- +) ТОТ. =Е(а’В-+ЬТ.О.Т =, 
или Т:О:Т. = =Т,Т.С. Отсюда О.Т, = Т.С. Значит О; принадлежит вер- 
сорному лучу шо т. слева, т. е. 


291 (Т:0.) —=2% (0:Т.) == 0 (тоа #). 


Далее, М гш (0;) =9= к. Но, как видно из (22), |2|< р», 


(31) 


1 
В 
р: = т? Поэтому 


1 
ИС ВИ -- № +* 
Е, м 5 
т: 
т 
1 


—-—У 

Далее, {< т . Поэтому 
1 а Ч Е му 
2 28 


ИИ ИЕУа — | 
125: (О:Т.)| = 2 (98) < 2т* ИЯ, сот? 
Из (34) выводим 2% (О.Т) =аЕ (А4— целое). 


му 
Так как > 5 т ‚ то 


Положим теперь 
о ау с" р В о АЕ 


ОТ а уе" ЕТ, Моги Г == 91. 
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Имеем: 
(РА — Т.Р .О:Т; — Т: (е-— Ра) Та: — (2-Е Г) Г. — 5 Ея. 
Составим бинарную форму 


Могш (Ох -- Ту) = из? + 2ему- су, 
иначе 


(ги еочауе и у еее" = 
=и4 + 2ху- оу? =9(х, У). (33) 


Таким образом, от версорного перехода Г.—>[,, управляемого 
нашей та]ог Гота © и описываемого равенствами (30), мы переходим 
к равенствам (33). 

Пусть теперь Л» —> [1 есть другой версорный переход, управляемый 
той же ‹. Составим для него равенство типа (30) и затем так же, как 
и раньше, перейдем к равенству (33). 

Прежде всего $(х, у) будет та же, ибо и={р*, о=аё—те же. 
Но величины а, а’, а”, 6’, 6", с’, с" будут, вообще говоря, другие. 

Объединяя в одну систему 3[ все версорные переходы /.. —> [, 
управляемые нашей формой ©, у которых числа 4, а’, а”, 6’, 6", с’, с" 
в равенствах (33) одинаковы, рассмотрим, сколько переходов Г: -—> Г; 
может быть в одной из таких систем %(. 

Прежде всего для каждого такого перехода должно быть 


И=ае оу -Ее"К, а т 


Кватернион И должен быть произведением двух катернионов Т; 
нормы Ги .52; нормы р°. Так как Ё и р* взаимно просты, то количество 
различных пар Т: и 52; при условии Т:.6:=0 =аз- Ь’у-Ес’Ё не пре- 
восходит 24. 

Для каждого такого Т; должно быть О.Т, =У = а” 6” 6" К, 
откуда О; определяется однозначно. 

Далее, должно быть 02:0; = 2-74, откуда при данных Я: и 0; 
определяется однозначно /л;. 

Наконец, (У = 21 -- Гл, откуда Г; находим однозначно. 

Отсюда следует, что в системе % может быть не более 24 пере- 
ходов Гл: —> Г. 

Теперь подочитаем, сколько возможно систем 9, т. е. равенств (33). 
Прежде всего, согласно оценке (32), целое число 4 может принимать не 


с У 
р г. 
более с,,т* * значений, где с, =2е,, из (32). 
Пусть 4 фиксировано, тогда, умножая равенство (33) на 4, выведем 
из него 
402 2.4 ху -{ (4У — а*Р) у? = 


= (2а’х-|- 2а"у)* + (26’5 +26")? (2с'-Е 2с"у)?. (34) 

Здесь все участвующие числа— целые. Слева стоит фиксированная 

положительная бинарная форма детермийанта (428)? —4и (46 — 21°), 
а справа—ее представление суммою трех квадратов. 
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Применим теперь такую теорему: количество всех представлений 
данной бинарной формы }(т, у) детерминанта —Р суммою трех квадра- 
тов * не превосходит с,, (з) 0*. 

Эту теорему можно вывести, пользуясь соответствующими методами 
Гаусса. В нашем случае 


р = (4° — 5") 4и — (421) < (45 — РГ) 4и < 16 =16Рр:. 
1 и а - 
Далее, # < т? ", 9< ст? "т, =. ст" . Поэтому О < ст? и ко- 
личество равенств (34) булет < с,, (3) (1,т’)" < сте. 


Таково число равенств (34) или равенств (33) при данном 4. Далее, 


У 


И ь 
4 принимает не более с,,71” * значений, а потому полное число ра- 


С 5) 
Е и 
венств (33) и систем 3 не превосходит с,,7? ?.с1,пе. 
В каждой системе 3 не более 24 переходов Г, —> Г.,;, а поэтому пол- 
ное число переходов Г,;—>1[Г,, управляемых ша]ог 1огш 9, будет 
- = 


У 


+ 
д 22 ” туЕ 2 
< 246 :т < 6, {т 


8 12 
Предположим, что для та]ог Тогш © (т, 6, #) имеют место все усло- 
вия предыдущего параграфа, кроме # =0 (тоа р), так что 


3 У 
ра 


1 
и а} 5 (=-1) 
ут <1=<т = ‚› = 0 (тоа р). 
Пусть х управляет версорным переходом Г, —> [,, так что имеют 


место равенства 
6--[=А ТТ, ТАТЕ = 


+ [= Юь 8-+Г,= 90 (35) 
Мои (ТТ. 
Отсюда, как и в доказательстве предыдущей теоремы, находим 
Т.А = Т:. (36) 


Теперь уже кватернион Т;,07; может быть и непримитивным; в силу 
примитивности Т; и .07; непримитивность его может происходить только 
от того, что РКИ 

Т.=Т:Р, = РА, ть 
№ тт Р;=р*, $ < $, Т:0; примитивно. 

Величину р* будем называть индексом непримитивности кватер- 
ниона 1:5; и перехода Г. —> Г. Теперь все версорные переходы 


1. —> [в, управляемые та]ог {огш ф, разобъем на системы Э[ , %(,, ..., 1, 
согласно индексам их непримитивности р*1, р®, ..., р%. Здесь 5, < $, <... 
1 
+ 
... < я = 5. Отсюда {=5. Так как р<с.т , то прит от, >т, 
шт 
будет 1 = $ < 1. р Е МО 


* собственных или несобственных, но делитель которых есть наибольший 
делитель формы. 


[2 
< 
=) 
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Возьмем какую-либо систему %, с индексом непримитивности р“. 
Для какого-либо ее перехода Г, —> Г; имеем равенства 


+ 1=ВГ.Р, а [= 90 
рр Ри, СРР) АТР" = Г, (38) 
8+; = 9. 


Из этих равенств имеем 


РИяР:* = 14, Е 14 = 9 :Р,, (39) 
Г; — целый вырожденный и входит в (4). 
Далее, Г..Т:' =, или ТРИАРГ ТГ: "=, или 


т. 


Наконец, из (38) выводим равенство 6 -- Г; =Р;А.Т:. Ему мы сопо- 
ставляем бинарную форму детерминанта (—т) 


$ (2, у) = р" гл" + 26ху+ Гу. 
Здесь #Ё’ = =. Эта форма управляет переходом Г/ —> Г,;. Назовем ее 
реь 


сопровождающей для © (очевидно, она есть тпа]ог {оггл), а переход [:—> 2;— 
сопровождающим для перехода Г. —> Г.,. 

` Покажем, что один переход 14 -—> Г., управляемый та]ог {ог Ф, 
может сопровождать не более, чем 24 перехода Г; —> Г.;. В самом деле, 
имеем 


Р.Р; =[. или [1=Р;ЕР.,. 


Здесь РГ; — кватернион нормы р*. Далее должно быть 6-1 = 
—=Р,А,Т:, слева стоит примитивный кватернион, а потому Р; может 
иметь не более 24 значений. Поэтому, при данном Г, Г; имеет не 
более 24 значений, и один переход [:—>[Г; может 
не более 24 переходов Г; —> Г. 

Теперь оценим количество всех переходов [;-—>[,, которыми 


могла бы управлять та]ог Гоги: ф (5, 9). Прежде всего для каждого 
такого перехода имеем 


сопровождать 


2+ Г. =. М гт =, Мотя О: ==. 
Здесь 5-20 (шоЧ р). Возьмем унимодулярную подотановку (+ 1) ? 


где у таково, что при применении к форме р-%2?--2еху-Р ар*у* этой 
подстановки, получим форму 


рее Е 2е’у и |8’ < р. (90) 
1 = 
Далее, берем подстановку в Г) где с равно О либо 1 и таково, 


что при применеции этой подстановки к форме (40) получается форма 


р" -- 28. ху -- 9,9, (41) 
где 4, 0 (тод р). 
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Применяя подстановку и а к форме р:-ма?--2еху- арену, 
получим форму (41), причем п а 0. 4рз-*в. 
Теперь, заменяя (0; на .67; (1-=®)-- 0; =0*, выведем равенство 
в 14 = 9901, ТЫ =Е, 
Ь--Г[:=Р:В,.Т:, Мог (22; = рз-*, 


и Г; 1 
М№тш О: =е,, Мом Т:=Р= т 
1 
Отсюда, как и в предыдущем параграфе, находим 1..2; = 22:Т*. Сле- 


довательно Т; принадлежит левому версорному лучу то4 „2; слева, т. е. 
2% (92:Т:) = 0 (то рз-*). 


Предположим сперва, что р*® > т”. Имеем 


Е т) 
р Е 
й й 4 
Па о 
р» 2 
Р Р 
ибо 
1 к 
И 1 ом 1 
©. Пе. р) те 1 7 ь 
р я р < Е == = р 
АЕ 
215 2 


Значит 2 |9 (.22.Т;) | 6.“ 
Р 
Далее, р’-® > — = › а поэтому, при т > т, > т,, 9 (.92:Т)=0. 
р® 


Рассуждая как и в предыдущем параграфе, получим ТОТ ==0 (то4 !’). 
Так как 9% (22.Г) = (Т:.)), то Т..; = —.:Ть откуда 


ТОТ. ==0 (ход #). (42) 


Общий наибольший делитель кватернионов ‚0; и Т; справа равен 1, 
иначе Т:.07; был бы непримитивен. Отсюда следует, что существуют 


целые А и В такие, что 4.27; + ВТ; =1.| Тогда, используя (42), вы- 
водим 


А 2Р.Т:ОТ, + ВТ:ТО: Т.==0 (то #) 
или Т.О.Т,=#С=Т.ТС (С — целое). 
Отсюда О.Т; =Т.:С или О; принадлежит к левому версорному лучу 
тоа Т;. Поэтому имеем 


и 51 я — $ 
Далее, Мог 0: = 4, = < т Но рт, бр 


1 
< с.т? и значит 
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18 Е тб 
у 
Чи 2% ИР: 
0. 
Я. 
1 Е 
——. Е. м ты. 
и 2 42 р / 
2] (О.Т) | < @т р? 7 а, С — 
Я 2 
Р Р 


Этсюда имеем 


А 


т о = 
Я (0:Т:)=5#, а 56.5, брЭЕ 


Поэтому, рассуждая как в доказательстве предыдущей теоремы, 
получим, что количество переходов Г; —> Г, управляемых Ф(х, У), 
будет 


У . 
а 
а 
и количество переходов Г; —> Г, из системы 9, управляемых $ (2,у) будет 


У кз У т 
С 


<24е,, (2) т 8 рав < с, (г) т? 2 "р. 


$ 13 


Пусть теперь при прежних обозначениях будет р*" < т. Рассуждая, 
как и выше, дойдем до места 


ит а реет 
= р р8- 8% 
Здесь уже рз-* >> т, так что 
Са 


О 


ЗК 


Поэтому 
т ФУ Е: 1% 
= > т 2 6 ==-= 
Е 4 42 р: 
ити т т т 
25) ( $Г:) 6. Эк й З% > С.5 ре® 
2 2 
Р Р 
1 
15 да 
= 
а 
Так как Г > то 
р* 


я (Трое, [ант 


Отсюда, как и ранее, находим, что количество Г; —> Г; си- 
стемы ЧФ, будет 
т 


У 
2 бе", 
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ТЕОРЕМА 10. Общее количество всех больших версорных переходов 
тт 
ртр Не 


в равенствах (22) не превышает с,, (=) т? 


1 
— (2—1) —_ 
Доказательство. Сегмент [0 т т: разделим попо- 
лам точкой В,, отрезок АВ, —опять пополам точкой В ит д. до В 
так, что 


В В В 
А | = |-- В 
0 1 | | | 
ре у 1 
г а 1 а-(-1) 
Положим 
я 1 ве ] 
АВ = т?“ ра 
= 2 Ч я 
АВ, =т? в : | 
т р 4) 
ве Е 
ДВ — 2” "=5 т? 2 , 
О У. ] 
Числа 1, лежащие в промежутке В,В»_:, удовлетворяют условию 
те еь 
п и 2. (44) 


Число промежутков В»„В,_, будет < с, Шт < с, (+) тт при т> 
Пи: > №: 

‚ Рассмотрим числа промежутка (44). Все или некоторые из них 
могут быть последними коэффициентами бинарных та]ог {огтз вида 
(г, 6, #) детерминанта (— 7); каждое из них может служить последним 
коэффициентом не более, чем с,, (=) т® таких форм (ибо все они приве- 
денные). Каждая из этих форм может управлять некоторыми версор- 
ными переходами в равенствах (22). 

Эти версорные переходы во всей их совокупности разобъем на 
системы по индексам их непримитивности. Пусть это будут системы 
3,, 3,, ..., В, Г = где индексы непримитивности р% > тт (= 
=1,2, ..., /). Возьмем ‘одну из них, например 3,. Для нее имеем: коли- 
чество переходов из 3, будет в силу двух предыдущих параграфов 


3 Известия АН, Серия математическая, № 4—5 
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В самом деле, каждое число # из (44), порождающее та]ог ог 
ф= (г, 6, #), управляющую переходом из 3, должно удовлетворять 
условию 1==0 (то4 р*) и в силу (44) 


и 
а 5-1 
то р т 
Е = 3% = 3% а 
Р Р Р 


1 
2 


А твует не боле а т форм вида 
потому существу е более, чем 0 (=) р д 


(г, 6, |. Отсюда общее число переходов из №, будет 


рат В А т 
Бе ЕЕ +в 
а 2 2 2 = 2 2 2 Е а 2 
< Сза (=) т >. сз (=) т — 6:2 (=) т - ) 
ибо у_1 >< — 1. 
Теперь возьмем одну из систем ©,,..., би», [”=1—Г, где индексы 
непримитивности р% < пи (1=1,2,...,["). Проведя рассуждения, ана- 


логичные предыдущим, найдем, что количество ее переходов будет 


Полное количество переходов по всем {[’ системам 3%; и [” систе- 
мам @; будет ввиду [ < с,, (=) т 


й 
41 


( Ре ть > т 
Е РР Е р: к 2 
< Отв (=) те С (=) т 6 (=) т 2 = Са (=) т? 

Наконец, число промежутков < с, (°) *, так что полное количе- 
ство больших версорных переходов в равенствах (22) будет 


д. т $ и] 
РеУНЕ + 
<еь (®) т.с (в) т"? "" < в, (в) т "2", 


что и требовалось доказать. 


ТЕОРЕМА 14. Полное количество всех версорных переходов в равен- 


ей 
ЕЕ 

ствах (22) будет < ет *. 

Доказательство. Согласно последней теореме $ 44 количество 


1 
всех малых версорных переходов в (22) будет <с,, (г) т?"°. Всех же 


Я 
== 
больших переходов будет < с,, (=) т? 2*°. Всего 
1 т] Я 
5+ + + 
сл (е т "си (ет сие" 


$ 15 


Пусть теперь т будет аномальное число > т,, удовлетворяющее 


условиям (2). Тогда, как мы видели ранее, в равенствах (22) будет не 
1 


-— 912 


более, чем с. 17? различных .0.. 
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Выпишем опять равенства (22), причем пусть 2, В,, ... , , суть 
все различные встречающиеся в них кватернионы .;, и соберем в п 


систем З[,, %,, ..., {„, у которых 07; одинаковы. Получим равенства 
вида 


&-+ Г: = 9,0; ета) 
ё- Г. = 8,0, ((=а,--1, а, ... ‚а. а,), 
№ . * а . . А 3 о ° . . . 2. № . . (22°) 
2+ [1 = 0; (=а,-- де: -а,-4- 1, НЕ В -|- @в-1-- ав). 
1 


2-2 
Здесь а, -| ... а, =г(т), пет? 


Теперь по каждой системе %, построим соостветствующую систему 9%» 
следующим образом. Имеем для всех равенств У» 


ЕТ. = 0; @(=а,- ... ак -Е1, а + ... а»). 


Возьмем сопряженные 5 — Г; = О: Рь. Положим — „СР [4.2% ‘= Ш. Для 
. М А 
разных [+, [/ различны, ибо 7; = бь [4.бРь. 
Составим систему З%,„ так: 


2+1; = 0; (=а, +... Фа а, ... ава ал). 


Рассмотрим теперь а} переходов вида [4 —> [., где Г; Е и [+ Е У». 


Это все — версорные переходы. Для всех и систем %, и У)» эти 
переходы различны, ибо у них различны либо Г); либо [;. Полное 
количество всех этих версорных переходов будет о = а аз- ... + ал. 
Сотласно неравенству Шварца, будем иметь 


ие ь.. ра (а, о 


=—Е --2т 
Далее, о, апт са ол е т? Так что 
1-е" ы. 
С„т = 212 —в 
== (2) (45) 
2 9:2 
ст” 


Но по 8$ 14 полное количество версорных переходов в равен- 


1 т 

ие та 
ствах (22) будет о < с,, (=) т?* прит > т,. У нас ч=-—. Поло- 
жим ==—. Тогда из (45) о>с„т ги по 44 0- ст при 
т > т.. 


Значит, при т > т, > т, получаем противоречие, доказывающее, 
что число т > т, не может быть аномальным. 

Стало быть, если т> т, и т удовлетворяет условиям (2), то 
в равенствах (9) встретятся все кватернионы Р из (1), а значит по 
любому примитивному кватерниону Р нормы р можно указать прими- 
тивный Г с условием 6--Г=РУ, [= —т, 6 — подходящее целое 
число. 
З* 
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В дальнейших параграфах показано, что это как раз равносильно 
представляемости чисел т_> т, каждой формой из рода удобных форм 
инвариантов [р, 1], если т удовлетворяет условиям (2), т. е. неособенно, 
и удовлетворяет родовым условиям рода. А затем мы оценим количе- 
ство этих представлений снизу. Поэтому дальнейшие параграфы содержат 
одни лишь алгебраические преобразования. 


$ 16 
Мы воспользуемся следующими сведениями из теории квадратичных 
форм (Васвшап Р., Озе Агишейк ег фаадгайзсВеп Еогшеп, 1898, 
стр. 600 — 604). 

Каждому примитивному представлению целого нечетного числа р 
суммою четырех квадратов отвечает примитивное представление неко- 
торого класса тернарных форм Ф инвариантов [1, р], содержащихся 
в некотором роде @, суммою четырех квадратов, союзное с представле- 
нием р. И обратно, каждая форма рода © инвариантов [1, р] прими- 
тивно представляется суммой четырех квадратов союзно © некоторым 
представлением числа р. 

Далее, известно, что формы рода © инвариантов [1, р] не представ- 
ляют 7р по модулю 8, а взаимные к ним формы имеют инвариант [р, 1] 


1 
и характер (--) по тор, если р простое. 
- р 
Покажем, что формы рода @ инвариантов [1, р] суть взаимные 
к удобным (р простое), а взаимные к ним — сами удобные. 


Пусть Ф(х, у, 2) форма рода @® инвариантов [1, р]. Она примитивно 
представлена суммой четырех квадратов, так что, полагая 


Х =а, 5-Е Ву 12, | 
У =0,х -- Ву 1,2, 
2 =, 2 -- Ву -Е 1,2, 
г Ш 


найдем 


Х*- У*-+ 2+ Т*=Ф(х, у, 2. 

Иначе говоря, Х*-- У*-- 2*--Т* переходит в Ф (5, у, 2) подстановкой 

®, В, 1, — 
“> 8, У» 0 ы 
47 
93 В: 13 0 ) (67 

. Ва у 0 

Обозначая р,,р,,р.,р, алгебраические дополнения 1-го, 2-го, 3-го, 4-го 

элементов последней колонны (47), найдем 


И ---И р, (ра, ра в, ра) = 4; 


4 4 4 
Уны= У = Уни=0. (48) 
1=1 9=1 р 
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Введем в рассмотрение целые кватернионы 
РЕ — р — 637 — ра; #=хХ- УЕ 77-Е Ти, 


где Х, У, 7, Т взяты из (46). Р назовем характеристическим кватер- 

нионом формы Фтх, у, 5); Н переменный кватернион, компоненты 

которого зависят от трех целочисленных параметров х; у, 2. 
Рассмотрим произведение РЕ. Его реальная часть равна 


4 4 4 
рьХ + рУ -- р -- раГ = = Урна Ну У рва УИ 
=1 =1 =1 
в силу (48). Поэтому 
РЕ =, (49) 
где Г, — вырожденный переменный кватернион. Имеем 


№ гт Ё = — [1 =р(Х*- У*- 7+ Т*) =рФ(х, у, 2). 


Далее, из р,Х -Ер,У-р.й Е р.Т находим Т = ВЫ, это 
4 
целое число. Отсюда (считая р, = 0) 
Ф(х, у, 2) =Х? г Уз 72 - (ь. =) а (50) 


где для целых х, у, 2 все четыре числа справа, возводимые в квадрат, 
суть целые. 
Пусть теперь даны три любые целые числа Х, У, 1, такие, что 
и число 
ры Х р 90 Т 
04 


есть целое. Полагаем, что можно подобрать целые х, у, д такие, что 
числа Х,У,&,Т будут выражаться через них по формулам (46). 
Прежде всего имеем 
ры р У р,  р4Т =0, 
или 
Вт, Х 
о, Вв |, У 
9 Вз 1 7 
“. Ва {‹ |} 


Отсюда следует, что равенствам (46) можно удовлетворить с реаль- 
ными х, у, 2. Далее, легко видим, что числа р.х, р.У, р,5, ... › ра, 49, р.5 
суть все целые, и в силу условия (р, р, р,, р.) =1, х, У, < тоже суть 
целые, что и требовалось доказать. 

Итак; для существования представления числа п, не делящегося 
нар, п=Ф(х, , у,, 5,), необходимо и достаточно существование равенства 


РН =, ТА = — 070. (51) 
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Разным и примитивным Г, отвечают разные и примитивные (х,, У,, 2,). 
Это легко выводится из равенств (46) и того, что (р, р, 6, , р.) =1. 

Так дается интерпретация форм взаимных к удобным с помощью 
кватернионов. Теперь дадим интерпретацию и самих удобных форм. 


$ 18 


Пусть дано т, удовлетворяющее условиям (2). Пусть Ф (х, у, 2) — 
некоторая форма рода @ и инвариантов [1, р], а РЕр, — р; — 6.7 —р.Ё 
ее характеристический кватернион; 1-Е 03 -- 03-Е 04 =р. Тогда, как дока- 
зано выше, при т_> т, будет существовать равенство 6-- Г. = Ра, 
[? = —т, Г примитивно, (6, р) =1. 

- Здесь Я целый, и так как 6 целое и р нечетное, то & — собственно- 
целый. Положим # = Х -- Уё + 71 - ТА. Пусть р, = 0. Тогда р, = 0 (то р). 
Подберем а и 6, такие, чтобы 6 -- ра=б.р.. Имеем 


ра+-ь {+ Ё=ра+{+РЕ=Р(Ра-- РЕ) =РИ’, 
или 
6. -- [=РИ’, (52) 

где И’ — собственно-целый. 

Положим И =Х' + Уч 7’7-+ Т’К. Имеем 

р. Х' я. р» У’ ы р» ве а = 6. ) 
, ХЕ ра” вз Г" 
1 =, ра Е 
Беря нормы в обеих частях (52), найдем 


‚2 ‚2 т ХЕ с.’ + 30" 21 
(брать р [У -- (6, ВВ ЕВ, (53) 
где все четыре числа, возводимые в квадрат, — целые. Здесь 6, = 0, 
иначе т =Е 0 (то р), что невозможно. 
Рассмотрим выражение 


и о и 2 
Ха ( В -ВЕЬ Г НЬИ". 
4 


Очевидно его можно привести к виду 
Ь ь ь 
Фи ь, уе, ИТ), (537) 


где а, В, \— целые, г— рациональное число, х’, у’, 2’ — целые, связанные 
с Х’, У’, 7’ первыми тремя из формул (46). Небольшое вычисление 
показывает, что г= (5,0,)*, так что подстановка в (53) дает 


ь 


иначе 


п— (Ра, в ВБ. р’ 161) (54) 
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Здесь числитель делится на р. Но одно из чисел ©, В, | не должно 
делиться на р; пусть это будет а. Определим с и т при условии 


ВЕЕ са (тор), у==то (то4 р). 


и 
Тогда можно написать при х =@6б, - рх’ 


= 92 ре ‚ тт” - р5”) | (54) 


Пусть Ф (5”, у”, 2”) есть форма, в которую Ф переходит подстановкой 


100 

ото 

ОИ 

Тогда 

У. РУ, р”). (55) 

Р 
Заметим, что для всех 6, в (54) и следовательно для всех 6 
в равенстве 6 -- Г.=РЯЕ, несравнимых. с 0(то@ р), форма Т(х”, у", 2") 
получается одна и та же, стало быть, при любых 2” числитель (55) 
делится на знаменатель, т. е. все коэффициенты формы Ч (5”, ру", р2”) 
делятся на р. Разделив их на р, получим целочисленную форму 


А 
1(1”, у’, 5”). Ее детерминант будет — =0*. Поэтому = (у), 


т = 


где /— форма детерминанта р’. Представление 
т =] (2", у", 5") (56) 


примитивно. Ибо если д”, у”, 2” все делятся на простое 49, то 9=р 
и, возвращаясь от (56) к (55) и (53), найдем, что Г. ==0(то@ 4), что 
невозможно. 

Пусть, обратно, задано равенство (56). От него переходим к (55), 
затем к (54’). Решаем сравнение аб, =” (тор) относительно 6,; 
находим (54), где у’и 2’ определяются по 6,, У” и 2”, и наконец (53’) 
и (53), т. е. равенство 6-- С =РЯ. 

Отсюда равенства (2) суть родовые условия формы }(х”, у", 2"). 


Значит, эта форма инвариантов [р, 1] с родовыми условиями (2)= 
[и (-—) ‚ Е 48 (86-7). 
При данном 6$ и при данном характеристическом кватернионе Р’ из 


двух равенств 


611. =Р=, 6-Г,=РЕ, (ЕР) (57) 
получим два разных примитивных представления 
т=] (и, И, 2), т= (аа, у, 2). (58) 


В самом деле, в (53) (21, 1, 21) и (22, у2, 22) будут разные, а тогда 
и (м, и, =) и (2,1, 22) при фиксированных с и < будут разные. 
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Наконец, положим, что когда Р пробегает все кватернионы нормы р, 
1(%"”, у", 3”) пробегает все удобные формы инвариантов [р, 1]. Именно: 
так как ЧФ (5”, у”, 2”) эквивалентна Ф(х”, у”, 2”) и }(5”, у’, 2”) получа- 
ется из ЧФ подстановкой 


} ВО 
=: ОрОо , 
ИР ООр 


легко выводим, используя тот факт, что инварианты } суть [р, 1], что 
эквивалентным }(х”, У”, 2”) отвечают эквивалентные Ф(х”, у,’, 2"). 
Когда Р пробегает все кватернионы нормы р, то, как показано в пре- 
дыдущем параграфе, Ф пробегает ряд форм @ инвариантов [1, р], 
а поэтому / должны пробегать все взаимные к ним формы, т. е. все 
удобные формы, что и требовалось доказать. 

Отсюда следует, что $$ 1—15 доказывают теорему: 

Всякое число т, не делящееся на р и удовлетворяющее родовым усло- 
виям заданной удобной формы } и превышающее некоторую константу 
т, т>т,, примитивно представляется формой }. 


$ 19 
Теперь займемся оценкой числа представлений снизу. 
Предположим, что в равенствах (22) среди Ри в произведениях 
= РР, ра (2—1. (т) 


заданный кватернион Р из (1) вообще может повторяться при некото- 
рых #, но при фиксированном # он может повторяться не более чем 


р: пт 
“— пшм. ш (шш т) о 
Имеем 
1 1 
еы шп т З рт 
1 шт 
в (+=) - и то. 


Тогда, рассуждая как и в параграфе с равенствами (22), мы 
придем к выводу, что число различных ‚0; в равенствах (22) не превышает 


т [ шт 
Я С атм п) 


сет * и (С — число сочетаний). 
Далее 
шт шт 
С И = (№ ао у 
пт 


Но (штат) < со (г) п", следовательно число различных 
в (22) будет 


1 
—- 212 в 
< сз (+) т? , 
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откуда, как и в предыдущих параграфах, выводим противоречие в двух 
различных оценках общего числа версорных переходов в (22) при 
т > т, - 


Поэтому существует хотя одно # такое, что в равенстве 
2+1. =РиРх Ра 
существует не менее м чисел ] таких, что 
Ра: 


При каждом таком ] положим А;=Р,...Р;1:. Тогда АРТА, = рва 
целое, и 2 | г _ РЕх. 

Сколько различных [17 можно получить таким образом? Если 
Г = [/7), то имеем 


АА, = АЗ" Ая. 


Пусть />7’. Тогда мы должны иметь (*), при целых & ит, р7=е-- 


ой 1 ти : 
тт. Отеюда >, либо |/—]’=0. Поэтому, так как ] < $, 


17 


1 
10° а 


—, имеем 7—7’ =0. 
5 би 


]' <з и при т-—> со в (+=) 


Значит, при т> т, все [\) будут различными. Отвечающие им 
представления т=)](2”, у”, 3”) также все будут различными. Отсюда 
имеем 


11 % 
г (р, т) > “— пы. Ш (шт) : 


Но можно достичь и большего. Выбросим из г(т) кватернионов [+ 
5 кватернионов, получаемых из Г; преобразованиями вида 


Ре. ига... 2$). 
1 
Рассмотрим оставшиеся. Так как г(т) —$> с.т? °, то проводя те 
же рассуждения, как и раньше, найдем, что существует равенство 


2 Г, = РР ан 


где для более чем в чисел ] будет Р»=Р. Тогда получим опять > 

равенств в -- [7 =РЕ,,. При этом ни разу [17 = Г/7 по их конструк- 

ции (). Значит, получим > р. новых представлений вида т = ола. 
Продолжая ту же операцию выборки и отбрасывания, найдем 


т (т) 11 7% й (— т) 
г (7, т) > шт  шши. М (ш Ш”) г 11 ш 2%. ш (Ш Шт) ° 


Теорема Г доказана. 


390 Ю. В. ЛИННИК 


Часть П 


В первой части настоящей работы доказана теорема о представлении 
больших чисел «удобными» тернарными квадратичными формами. Во 
второй части мы несколько расширим понятие удобной формы и распро- 
страним на них доказанную там теорему. 

Мы определяли удобную форму так: если р > 3 простое число, то 


а). 7 
форма с инвариантами [р, 1] и условиями (5) = ( Е о =З6- 
называется удобной. 


Пусть теперь А — какое-либо нечетное число с каноническим разло- 
жением 


рр. 


Назовем удобной форму ] инвариантов [№, 1] с условиями 


(-)=(=) о 


й 


Эта форма будет иметь в точности такую же интерпретацию кватер- 
нионами, как и в случае простого К. Характеристический кватернион 
ее К будет иметь сложную норму К. Соответствующие доказательства 
проводятся, как и в части |, и лишь несколько усложняются. Резуль- 
тат получается такой же: если т > т =т, (р), (т, Е) =1, т— четное 
или нечетное, 272% удовлетворяет родовым условиям ], то т предетав- 
ляется формой }{ и число представлений 
й (— т) 
шат.Ш(шшм° 


г (1, т) > 
Небольшое уточнение рассуждений дает даже 


вт) 
1 шит 


г (т) > с 


Здесь мы выскажем еще одну теорему, доказательство которой 
будет основываться на тех же соображениях, что и теоремы части Г. 
ТЕОРЕМА П. Пусть К=р“... рз® нечетно и &1,б—три целых 


числа таких, что 


НЫ 21 
ь = =) мк 


Тогда при т > т=т, (р); т=Ё-\-О (тоа К), т-= 42 (86-7) 
уравнение 


т = (ке) (Ку-- т)" (2+0 


разрешимо и число его решений 


й (— т) 
> 1 0%. (Ш Ш) ° 


Другими словами, среди решений уравнения т= Х*- У*-- 7? най- 
дется достаточно много таких, где Х ==, У==т, Й==б (то4 К). 
Доказательство потребует ряда вводных рассуждений. 
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$1 
Мы ограничимся предположением, что Е=р > 3— простое число. 


22 2 2 
Пусть заданы &, 1, © с условием (: — и. ) = ( т) и тс условием 


т = 40 (86-7), т=Ё +1 О (шо р) или (==) — +4. Выберем < 


(т определяется по одному только р) и = точно такие же, как 


1 1 
в части 1. Как и там, подберем $ с условием те“ = №’ = ст "". 
Пусть теперь» уни Ркод-в68 примитивные решения урав- 
нения 
А О, 


Пусть 6— число, определенное с условием 


9-0 0моа* р), 06: 


62 т 
Ей 
Напишем г(т) равенств 


1. = Хх;  (@=4,0,... ,г(т)) (1) 
Од, == РирРь: ... Ро 


Из части [ настоящей работы мы знаем, что если количество п раз- 


личных .5Р; в равенствах (1) удовлетворяет условию 


м < се р (2) 
где в — сколь угодно малое, но фиксированное число, большее нуля, то 
это возможно лишь при условии т < т, =т, (в, р); если же т > ть, 
то неравенство (2) невозможно. 

Докажем, что при т > т,(р) предположение о неразрешимости 
уравнения 
т = (ре ®)* + (рут) - (Рё 0 (3) 
т 
приведет к тому, что в равенстве (1) будет п <т\, где в=в (р) 
зависит только от р и, значит, эта неразрешимость вероятна лишь 
при т < т, (в, р)=т,(р), а при т> т, уравнение (3) будет раз- 
решимо. 


$2 
Рассмотрим кватернион 6 + &-т/--(А=К и будем считать, что 6 -- 
ГЕО = Могт К == 6* + т==0 (то4 р), но 0 (то4 р°). 
Имеем К =Р,К, Могт К, Е 0 (шо4 р). Составим кватернион Р, (К, -- 
+- РХ) = К (тоа р). Подберем Р’ такой, что КР=Р,К. Тогда, при лю- 
бом У, УРРЕ==0 (то р) и следовательно УРР=0 (то4 Р, слева), а 
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отсюда, по общей теории лучей, УР=аК, --Р.2 при целом рациональ- 
ном Р,. Если УР==0 (тоа Р, слева), то & = 0 (то4 р). 

Рассмотрим два случая. 

Случай 4. Р-Р, где г — единица, 

Предположим, что в равенствах (1) одно из них имеет вид 


р ПеРИРн о РТ. (4) 


т.е. Ри =Р, Р‚=Р,. Это допустимо, ибо Р-ЕР,. Тогда из (4) полу- 
чим, полагая, что Р-У.Р = [1 — целое, 
о Г; = Р.Р. РыХь, 
или 
+1; =Р,УР, 
олени РР. 
Отсюда по изложенному выше находим 


Ь-- Г; =Р, («К,-+Р,2) =«Р,К ==4К (шо р), 


ВЕ (6 # м/с) (шо4 р), 
откуда 6 ==96 (то4 р). Так как 6 == 0 (то4 р), то «==1 (то4 р) или 
= - СЁ (то4 р). 
Очевидно, что если вообще в равенстве 6 - Г, =Ри.Рь; ... РиХ; будет 
Ри=Р, Руда Рь то, пощагвя (Ро Ра =Ь 
(целый), получим 6 -- 1 =РР,У;, откуда снова 


Га== -- / С (шо р). 


Далее, если предположить, что ни в одном из уравнений (4) нет пар 
Р»„:, Ри, © условием Р„,; =Р, Ри+1,. =Р,, то, как и в части 1, придем 


к выводу п < т", и=ы(р), откуда т < т, (в, р), что доказывает 
разрешимость (3). 

Случай 2 Р=Рь 

Тогда КР, =Р.К’. Из теории версорных лучей следует, что 
Я (К,Р,) =0 (той р) и Х(Р,К,) =0 (тоа р). Отсюда У (К) ==0 (тоа р), 
но Ж(К) = ==0 (то4 р), и это невозможно. 

Количество представлений оценивается так же, как и в части Г. 

Замечание. Мы говорили: «подберем Р так, что К,Р=Р.К”». 
Покажем, что это вполне возможно. 

Пусть РО), Р@),..., Р@—все кватернионы нормы р, не связанные 
с равенствами Р@: = РФ). Тогда равенства К,Р® =Р:К’, КРФ= РК" 
невозможны. 

В самом деле, подбирая Х и У так, что РОХ-+РФУ=1, мы 
получили бы К,РОХ--К,РФУ=Р;2 при целом 7, или К,=Р:Д, 
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Мотта, К, =0 (тшо4 р), что невозможно. Значит перебрасывание К, через 
раз ные Р® дает разные Р;, и следовательно при некотором ро — 251 


получится Р.. 
$3 

В предыдущих параграфах исследовались формы и полиномы спе- 
циального вида, предотавлявшие особые удобства для исследования 
описанным методом. Сам по себе метод применим ко всем тернарным 
‘формам вообще, но при этом встречаются неудобства, о которых будет 
сказано далее. 

Здесь мы приложим его к тернарным формам довольно общего вида 
и докажем следующую теорему. 

ТЕОРЕМА ПГ. Пусть © нечетное число. Рассмотрим все тернар- 
ные формы Е инвариантов [9,1]. Существует т= т, (9) с условием: 
если т неособенное число, большее т,, т > т,, (т, 29) =1, то т при- 
митивно представляется каждой формой Е, родовым условиям которой 


оно Удовлетворяет, кроме, может быть, одного исключительного рода 
К «-Е1 
форм Е с условием (.) —=(— 1) * для всех простых ®| 9. 


$4 

Здесь будут широко использованы работы автора (°*) и (5). 

Пусть Ф (5х, у, 2) — некоторая тернарная форма инвариантов [Л, 1]. 
Рассмотрим алгебру «эрмитионов» %, определенную равенствами $ 2 ра- 
боты (°). 

Пусть П— некоторый эрмитион нормы р', где р7 А — простое число, 
а Г некоторый вектор 3 нормы т. Тогда равенство 


Б+-Ё=ихХ (5) 
(если оно аки. означает, что т предоставляется некоторой фор- 
мой РЁ, (т, у, 3), инварианты которой суть [Лр', 1], а род определяется 


равенством (2 ')= (5 р при ®[Л; 
-Со-сие 


Это доказывается, как и аналогичное предложение в части Т, но 
здесь мы уже не в состоянии утверждать, что и все остальные формы 
‘этого рода можно выразить таким образом. 

Нам нужно однако подойти и к их трактовке. Пусть ВоВе 
все формы рода и инвариантов Р,. Тогда, как известно (°), существуют 
‘унимодулярные подстановки вида 


и СА 5 

п; т п; 

5 Ва Ва; Ва 
я т т т; . 

У У Тз 
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= 


переводящие РЁ; в Ё,, причем ол: ..., |:„— целые, а п;—число взаимно 
простое с любым заданным числом и простые делители которого имеют 
наперед заданный квадратичный характер по заданным модулям. 
Пусть п; выбрано так, что из сравнения РЁ; (0, у, 2) =0 (то4 п;) при 
достаточно большом $ следует у====О (шо4 п;) (из $5 работы (°} 
выведем, что можно взять $ < 2). | 
Пусть &, 1, С выбраны так, что 


ан т - ак =0 (то4 п). (6) 
Тогда в силу равенства 
Е; (в вЕ- чот аз, Виё -- Вым -- Ва, Тиё Е Тат -Е 16) = м Е, ($, 9,6) 
выведем 
ВЕ -Е Вы Е Выб == Е Е 1зт-Е 1 (тоа п), 


т, е. т (5, т, 9) =; | у’, 2’) при целых 2х’, у 2 
Пусть теперь дано число т (взаимно простое с п;). Сравнения 


т==Ё (Е, 1, ©), мЕ- м-в ==О (то4 ил) (7) 


всегда совместно разрешимы. Пусть #, 1’, ’— их решения. Если суще- 
ствует представление 


т=Е, (2,9, 2), 2=ЕЁ, ужёт’, а (шо т), — (8) 
то т представимо и формой #; (5, у, 2). 
Условие (8) может быть в эрмитионной форме выражено так: 


в+Ё=ПХ, ГР=-т, ==Я (шо4 п}), (9) 


где #— эрмитион, определенный по модулю и1 из условий (8). Та ` 


© 
как =’= —т (то п), то, как легко усмотреть, если Ё’— любей 
вектор нормы т, существует О с условием 


ОГ/9-1==# (то4 п). 


Далее, можно подобрать эрмитион П’ нормы р’, сравнимый с О по 
модулю п1, так, что будет П’Ё/П’-1==н (то4 п). 
Отсюда, наконец, следует, что равенство вида 


1 =ШИХ, [= т (10) 


дает представление числа т формой Р; (х, у, 2), ибо П’ (6+ [;)П* = 
—=ПХИП/, или 


Ь-- [."=ПУ, Г”=н (004 п). 
$5 


Теперь мы можем сформулировать теорему $3 в эрмитионной форме. 
Пусть дан род формы ЁР инвариантов [9, 1] и не для всех о (9) 
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Е ОЕ 
будет (..) —=(—1) *. Тогда найдется р с условием =9:р1, (8, р)= 


= (=) = (==) Рассмотрим род форм инва 
и и риантов [9®,, 1] с родо- 
выми условиями, как иу Р. Пусть Ф, (5, у, 2)—какая-либо его форма 
и {«.—ее алгебра; пусть р1 есть норма некоторого эрмитиона ПЕ, - 
Равенство 
НГ, =ИХ; [А = —т (11) 


означает представление т некоторой формой Р, (5, у, 2) нашего рода. 
Если Р:(х, у, 5) — некоторая другая форма того же рода, то в зависи- 
мости от вычета [, по модулю и? существует П’ нормы р! такое, что 
равенство 


5 Х=ПИХ’ ЛА =т (12) 
обеспечивает представление т формой РЁ; (х, 9, 2). Обозначим П’П =П”, 
считая форму Ё; (х, у, 2) фиксированной. Известно, что число предста- 
влений числа т родом форм Ф, (х, у, 2) будет М, >6й(—т); если 


Е — число форм этого рода, то хотя бы для одной формы этого рода 
число представлений (примитивных) будет 


М. м (—т) = с,й (—т). 


Пусть Г., С, ..., См соответствующие эрмитионы. Среди них най- 


М 
дется по крайней мере М, = 5>с,л(—т) сравнимых с определен- 
й 


ным Е (то4 п?). Пусть это суть [,...,См.. Тогда задача состоит 
в том, чтобы показать, что при подходящем 6 среди эрмитионов 6 -- Ё,, 
Ь--Г,, ..., 6+ Гм, будет такой, что 


ь-+ 1. =ПИХ, ПШ" = ре. 
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Для того чтобы провести рассуждение по схеме части [, необхо- 
димо следующее: 

1° среди наших Л, эрмитионов надо разыскать №, > с.й (—т) 
таких, которые при подходящем 6’ удовлетворяли бы равенствам 


Г, = ХЬ, (13) 


где —эрмитионы нормы с.т? (о = 5); 
25 показать, что если ни один эрмитион ‚6; не распадается по фор- 
муле 2: = АП”В,* то количество их < ст? (0 <ч<р.. 
Если бы все левые и правые идеалы области были главными, то 
задачи 1° и 2° были бы тривиальными. Но поскольку это не так, 
в этом и лежит основная трудность задачи. 


&> 
о 
Е 
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Предположим сперва, что 1° и 2° выполнены и ни один из Р; = АП”В. 
Покажем, как по схеме части | притти к противоречию, доказываю- 
щему теорему $ 3. 
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ЛЕММА («версорные лучи»). Если У — примитивный эрмитион и 
АТ=УА’, то 2% (АТ) ==0 (под 5), где о= Могш У. 

Доказательство. Имеем 


2% (АУ) = АИТУА-ТА’ += УВ. 


Отсюда, в силу примитивности Г, 2% (АУ) ==0 (то4 5). Среди эрми- 
тионов (43) отберем М, эквивалентных в смысле $ 7 работы (®), т. е. 
таких, что если 

= у, и = у 


два из них, то 
ОФ(т, 9, <) 09,2) 
дх дх’ 


0 (шо4 ©). 


Пусть .5,, $,, ..., #„— все различные эрмитионы в (13), 
п Стат. 


Как в части |, составляем системы 


Р-Н 1, = 9, Хь (=. 2: ... за.) %., 
р Г. = 9,5; (=а, + о В Но 
И ин, $, 
ка ОР оба Пе, 0 
а: 
6; > 5,. 


Количество различных версорных переходов Г; —> [.; будет 


1 (а+... фа)? {1 (—т) } 


1 2 
© — РА (а. -- ... + ал) _> 5% 5 > С —- в (лия, 


т?" 


Рассматриваем все приведенные бинарные формы детерминанта — т, 
та | 
р; = (@, ба, 1), а; = с >| |; сегмент | 1, 2т? | делим пополам, левую по- 
ловину опять пополам и т. д. Так получим у < с, шт сегментов изоб- 
раженного вида. 
ПИ 5 . 


уз и Е и 
у в 62 [о 


в 

Полагаем ОА =т? уу > и наши форм разбиваем на си- 

стемы ©;, смотря по тому, в каком сеементе лежит с;. Если ФЕ 6©,, то 
1 1 


1 = фу 
бана те т, 
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58 
ТЕОРЕМА. Полное количество версорных переходов, управляемых 
- == р-ЕЕ 
формой ф = (а, в, с) Е ©,, не превышает с, (т? "” 


Доказательство. 


Пусть /[: -> Г,— версорный переход, упра- 
вляемый х. Имеем 


Б-- 1. = СХ, ВЕ-99Х", 8+1=АС, СС =Е 


Отсюда, как и в части [, выводим, что 


7 


С. = С’ и 25(С.)==0 (вод р’), 
где р = Мог ‚58, 
р*=е.т®, 2% (А.272) ==0 (шоа р°). 
Следовательно 
2% (4.2) =2% (220) ==0 (тод р). 


Полагая 
—_ . ‚ . 4’ ут 7+ 7+ 
А == ри, бе рее, 


легко получить 


1 уд 1 У: 


4 ет? 8, |4’ “ем 88. (14) 
Далее, А.272.22С = врз- рзГ., откуда 


(Ох-- Ту) (Из ТУ) = р°® (2, у) 
или 


ред (Фрей у} Несодечиь ву лат 


а 4’ 2 

Обозначая р*Ф(х, у) — (> ре р) = (х, у), получим, что тем 
версорным переходам /; —> Г, которые управляются формой о (х, у) 
и имеют одинаковые 4 и 4’, отвечает представление одной и той же 
формы ф (2, у) формой Ф (5, 1, ©), а одному и тому же представлению 
$ (2, у) этой формой отвечает не более 24’ таких переходов. Далее, 
т 
хотя эти представления несобственные, количество их не превышает 

= ) ) яж зна- 
с, (=) (тр) = с, (<) те (см. $ 11). Наконец, количество возможных 
чений пары {4, 4’} будет в силу (14) 
1 ЕР 1 У7-1 1 


ата 2 о ти 
ас == 2100 


4 Известия АН, Серия математическая, № 4—5 
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откуда количество версорных переходов Г; —> Ё., управляемых ф (х, у), 
будет 
1 
= +в 
< с, (+) т 
что и требовалось доказать. 


Эта оценка не зависит от системы @©;, а потому полное количество 
версорных переходов будет 


1 


<еьй(—т)-с, (8) т? 


+ к 
< в, (=) ти , 


а по $ 7 оно >> с, (=) т!-+1-®, д > 0 — фиксированное число. Это и при- 
водит к противоречию, доказывающему теорему $ 3. 
Итак, для ее доказательства надо обосновать пункты 41° и 25° $6. 
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Дадим обоснование пункта 41°. Пусть искомое ‘число эрмитионов 
есть % и найдена соответствующая форма Ф (х, у, 2) ($ 6), так что 
число различных эквивалентных [Г; с условием [4= —т будет 
№, > сай (—т). 

Пусть сперва т==4 (шо4 4). Тогда согласно сказанному в $ 7 
и 10 работы (*) каждый из переходов Г; —> С; управляется собственно- 
примитивными формами. 

Рассмотрим таблицу в $ 16 работы (°). 


Векторы Индексы 

Ё ть а, 

Г. 0—а,, а —а;, ... к | (15) 
Гм -1 О — ам. -1 у --* › @М№з-1 - @М-—1- 


Выберем степень $ с условием 
и 1 
рт’ рта 


в (—т) 


Имеем №, > с.й (—т) > —, 


5 
при фиксированном целом # = Пусть 


8 
р.=р!'. 
Положим Пер Це рии = ри теор Иредположим, 
что количество всех вообще примитивных /[/® с условием [4% = —т, 
для которых имеют место равенства 


+ 19= Хь 


где Мог 9 = Ш‘, 7 > Ё, ] и К равны одному из чисел —1, От 
й (—т) 
У 


Е: 
меньше 
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Обозначим с,, с,, ...,с, индексы бинарных форм детерминанта — т 
с первыми коэффициентами [,,...,[: и составим таблицу [$ 46 (*)] 
Пе Ям 


Ос. -.. зама Ыб 


(16) 


Количество различных индексов в этой таблице будет 


Е № (—т) 
> Ми— А ео 


В самом деле, из а; | с, =а; -- с, вытекает с„—с! =а,— а), а таких равенств 
т Ее. 
по принципам $ 16 работы (*) может быть не более ме о 
: 
ибо каждая форма может повторяться не более # раз. 
№ (—т) 
2 


и ( ее Ы, что невоз- 


Отсюда имеем М; 


4й (—т) 


можно, ибо №, > Е 


Поэтому хотя бы для одной из наших бинарных форм с коэффи- 


в (—т) 
ера Равенств вида 


Ь-- Г: = Р.Х, Мог ЗЕЕ и = К, (17) 


циентом [1»' будет наверно больше, чем 


К 
а это и есть утверждение 1° $ 6, причем р равно одному из чисел =. 


81? 
0 < < 2, Е целое. 

Мы предполагали, что т ==4 (то4 4). Если это не так, т. е. т= 
—— 1 (мод 4), то вместо собственно примитивных форм переходами 
[. —> Г., управляют несобственно примитивные. В этом случае анало- 
гичными рассуждениями придем к равенству типа 


26--2Г.. = Х., М№тша Ф= ре=евте. 


Отсюда заключаем, что Х;=2Х; и по сокращении на 2 приходим 
к равенствам типа (17). 


$ 10 


Обратимся к пункту 2° $ 6. Пусть %+ — наша алгебра; будем рас- 
сматривать в ней целые ормитионы. Пусть А — эрмитион нормы г$, 
где ги 5— целые числа; тогда либо А = А5, Могт В =", либо это не 
имеет места, но согласно $$ 7 и 8 работы (°) существуют эрмитионы Т, 
норма которых есть любое достаточно большое число при условии 
ТА=А’С, где А’— любой фиксированный эрмитион нормы г. 

Пусть р— простое, не делящее детермиванта Ф (х, у, 2) ®,. Рассмо- 
трим все примитивные эрмитионы &-- 21; -- У, - 2%, несравнимые (то4 р) 
4% 
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и норма которых делится на р, но не делится на р’. Пусть это будут 
Де Аа (18) 


при этом [= (р-Е 4) (р*—1). 

Пусть В фиксированный эрмитион нормы г. Тогда по каждому А; 
можно подобрать Т,; такое, что Т.А. =ВА;. Для некоторых А; можно 
взять Т; одинаковыми. Количество таких А; будет для данного Т 
равно р*—1. Так все эрмитионы (18) распределяются на р--1 систем 
с представителями 


ВВ Выда (19) 


Пользуясь $5 Ти 8 (°), можем доказать, что каждый из предста- 
вителей (19) может быть выбран так, что его норма < с,,р, где с,, 
зависит только от ®.. 

Такие же рассуждения годны для случая степени простого числа 


1= р И АЕ й 
= р*, причем получаем 4 =р я представителей 


Вы Ча (20) 


1 


Применяя к ним в случае нужды пермутацию Венкова справа, 
можно считать, что нормы всех их одинаковы и равны р*1, рё=с,, = 
= Ч 9,). 

Рассмотрим теперь эрмитионы нормы 0; при большом и и подечи- 
таем, сколько из них не распадается по формуле „57; = АП"В, где П" — 
эрмитион нормы р! из $ 6. Принимая в расчет представители (20) 
нормы р°+#, где $ меняется от 0 до и, мы найдем, что число их п < 


16 : 
эамр" (1 =) ‚ Шолитрн=е т, то ое ие оу р вы В) == 


= (9) > 0 фиксированное число, что и требовалось доказать. 


5и 
Укажем путь, каким надлежит пользоваться, если для формы } (5, у, 2) 


нет простого числа р при условии (5) = (=). Если проследить сущ- 


ность всех предыдущих рассуждений, то заметим, что для доказа- 
тельства равенства в эрмитионах типа 6-- Г =ПХ, Могю П=р! рассма- 
триваются равенства вида 6’-- 14. =Р;У, доказывается, что хотя один 
из эрмитионов расщепляется по формуле .57; = АПВ и затем исполь- 
зуется тождество 6’-- А-\ А = ПВА, если 5’- [= АПВ. 

Можно показать, что решение проблемы представлением чисел для 
форм самого общего вида ] (х, у, =) сводится к доказательству равен- 
ства типа 2 =05-- ПХ, где Г, Пи б— вектор и эрмитион подходящей 
алгебры, подобранные подходящим образом. Рассматривая вспомота- 
тельные равенства Г; = 5 -- .07:,Х., возможно, повидимому, установить, 
что хотя бы один из ‚07; распадается по формуле 0; = АПВ, но здесь 
уже А-М;А не обязан быть целым эрмитионом. 
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` Пусть Могт АП = р\; введем пять целочисленных параметров ^, в, 
У, р, 1 и постараемся дать им такие значения, что \=0 (то4 р) 
и ЛВЬПА- УПА р 5 = 0. Полагая тогда ХВ-+- ьПА-- ПА =Т, 
из равенства Г. =а5-- АПВ получим ^Г/’ =В5-- ПС при подходящих В 
иС; Г’ =ТЕТ-"—целый вектор. Отсюда, в силу ^ = 0 (р) легко выведем 
нужное нам равенство Г, =В’5 + ПС”. 

Такова схема этих рассуждений. Однако детальное проведение их 
чрезвычайно затрудняется присутствием неглавных правых и левых 
идеалов соответствующей алгебры. 


Ленинградский гос. университет Поступило 
26. У. 1940 
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0. МУМ!К. ОВЕВ ОТЕ РАВУТЕГГОМ С бАМИЕВ 7АНГЕМ РОВСН РОЗГМУЕ 
ТЕВМАВЕ ООАОВАТИЗСНЕ РОВМЕМХ 


ЛОВАММЕМЕАБЗОМ С 


Ги егзеп Те 41езез АгыКке]!з Бе\уелзе 1сВ Чей {0]оеп4еп баф2: 
Ез зе }(х, у, 3) епте розйлтое Четпате дичатайзсте Еотт своп 4еп 
Гтоататеп [р, 1] ипа ти 4еп везсМессйеп Копвтиепз фефтвипвеп 


гы +1. Рапп 8 ез ате Копяате т, соп 4ег рю] вепаеп Езвеп- 
о 7еае вапзе ба т > т, йе тем а4итей р дейьаг 15%, ип4 4ег 
везсМесисйеп Копвтиепзбе@твипвеп 4ег Еотт } вепивф, 15 аитей } 
ритаио 4атяеИФаг ипа г @е АпзаМ аег БагяеЦипвеп 20 е5 @е 
1о1веп4е Афзсй лит: 


гит) с и ад 


1 ш шт. (№ 
п 2мецеп Те \егаеп Че аПзетешеге Еогтеп атцетзисЬ6 пра 


4ег {0]веп4е 3аб2 реулезеп: 
Ез 56 ® ате ипвега4де Раш; © 4а$ СезШес аег Еогтеп осоп 4еп 


Гтоататеп [9,1] ипй ти 4ег Езвепзейай, 4455 тем г аИе Ртт- 


402 0. ыммшк 


р 
заМеп р8 @&е Вефйтзипвз (.)=(-0* етНИЙ 15+. апъ #6 ез ете 
Копзате т, топ 4ег }ю1веп4еп Езвепзсвай: уеде бай т > т,, @е 
2и 2@ рт 451 ипа аеп везсШес степ Копетиепзве@трипвеп осоп @® 
зепйеф, 15% 4итсй еде Еотт ооп @® рипишо аатяеЦаг. | 

Сереп аз Еп4е 4ез Агике]з хе1ое 1сЪ, Чазз шап 1е Безсвтлефепе 
Мешфо4еп аосЬ апЁ 91е аПоетеше Когт 


7 (2, у, 2) =ал7 -- бу’ сл’ -- 2елу-- Зв - 212 


ап\еп4еп Капп, аБег @1е 2асербгавеп ЕрбмасКшосеп зш4 папсетеш 
КошрИ2лег%. 


ИЗВЕСТИЯ АКАДЕМИИ НАУК СССР 
ВОГТГЕТ!М ОЕ ГАСАРЕМ!Е РЕЗ 5С1ЕМСЕЗ ОЕ 1/0 835 


Серия математическая 4 (1940), 403—410 Земе тапеёта{аие 


В. Я. АРСЕНИН 
ПРИРОДА ПРОЕКЦИЙ НЕКОТОРЫХ В-МНОЖЕСТВ 


(Представлено академиком А. В. Колмогоровым) 


В работе показано, что при непрерывных отображениях В-множеств 
множества тех точек, прообразы которых суть Ё., являются СА-мно- 
жествами. 


Целью настоящей статьи является установление некоторых новых 
случаев, когда проекция на ось ОХ плоских В-множеств есть В-мно- 
эжество. Именно: если плоское В-множество пересекается всеми парал- 
лелями к оси ОУ по множествам типа Ре, то его проекция на ОХ 
есть В-множество. 

Работа эта выполнена под руководством П. С. Новикова, которому 
выражаю глубокую благодарность. Краткое сообщение о ней дано в 
Докладах Академии Наук СССР. 

Обсзначим через Ё совокупность всех точек плоского множества Ё, 
расположенных на прямых х=с0п$, пересекающих множество Е по 
замкнутым множествам. П. С. Новиков показал ('), что множество Е 
и его ортогональная проекция П„ЁР на ось ОХ суть СА-множества, 
когда Е есть произвольное В-множество. Из этой теоремы 
следует, что если плоское В-множество Е пересекается со всеми прямыми 
х—= 00136 по замкнутым множествам, то его ортогональная проекция на 
ось ОХ есть В-множество. 

Естественно возникает следующий вопрос (*). Обозначим через Р сово- 
купность всех точек плоского В-множества Ё, расположенных на прямых 
1—=60п3%, пересекающих множество Е по множествам типа Ё‹. Спра- 
шивается, какова природа множества Р и его проекции на ось ОХ? 

Киписи! показал (*), что Р есть С А-множество, но не решил полностью 
вопроса о природе проекции этого множества на’ось ОХ, показав лишь, 
что эта проекция будет СА-множество в том случае, если Е есть 
В-множество весьма специального типа. 

В настоящей работе доказывается 

ТЕОРЕМА. Пусть Е есть произвольное В-множество и Н множе- 
ство всех точек х, таких, что пересечение множества Е с прямой х = 
есть непустое множество типа Ес. Тогда Н есть С А-множеество. 

Предварительно должна быть доказана следующая 

ЛЕММА. Пусть М есть множество типа Ро, расположенное на 
оси ОХ. Пчеть, далее, У есть плоское элементарное Сз, проекция 
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которого на ось ОХ совпадает с множеством М. Тогда среди прямо- 
уголъьников, определяющих множество У, найдется такой прямоуголь- 
ник, что замыкание проекции на ось ОХ части множества У, содер- 
экащейся в этом прямоугольнике, принадлежит множеству М. 

В случае, когда хотя бы одно из упомянутых замыканий содержит 
изолированные точки, лемма очевидна. Поэтому рассмотрим случай, 
когда все замыкания суть совершенные множества. 

Будем называть замыканиями 1-го ранга и обозначать через Ки, 
замыкания, соответствующие прямоугольникам 1-го ранга. Если опре- 
делены замыкания К-го ранга (А — произвольное фиксированное нату- 
ральное число), то замыканиями А-- 1-го ранга, подчиненными одному 
и тому же замыканию К-го ранга, будем называть замыкания, соответ- 
ствующие прямоугольникам А- 1-го ранга, содержащимся в соответству- 
ющем прямоугольнике К-го ранга. Будем обозначать их через Ки... прил 
Заметим, что сумма замыканий К--1-го ранга, подчиненных одному 
и тому же замыканию #-го ранга, всюду плотна на последнем. Обозна- 
чим через Нь...„, часть множества Ки,..„,, принадлежащую множеству 
М, это есть множество типа Р.. Среди множеств Ньи....„‚ найдутся такие, 


которые будут 2-й категории на соответствующих им замыканиях Ани...пь - 
Допустим противное, т. е. что все множества Нь...п, суть 1-й категории 
на соответствующих им множествах Кн... ть. 

Рассмотрим решето С, элементами которого являются дополнения 
к множествам Н„...,, относительно соответствующих им множеств 
Ки....,*, Перемещенные параллельно оси ОУ на верхние стороны соот- 
ветствующих им прямоугольников. Обозначим через С’ решето, опреде- 
ляющее множество М, элементами которого являются верхние стороны 
прямоугольников, определяющих множество У. Обозначим через С” 
решето, получающееся из решета С’, если из него выбросить все точки, 
проектирующиеся на ось ОХ в точки множества М. Тогда А-множество, 
определяемое решетом С”, пусто (*). Так как решето С является частью. 
решета С”, то А-множество, определяемое решетом С, также пусто. 

С другой стороны, покажем, что при сделанном предположении 
А-множество, определяемое решетом С, не пусто. 
- На оси ОХ возьмем интервал А, содержащий замыкания 1-го ранга. 
Отметим одно из этих замыканий К,„,. Ему соответствует содержа- 
щееся в нем множество Н»„, типа Ех, 


Пе ) 


где Р,„,— замкнутые множества (1=1,2,...). Согласно  предполо- 
жению Н,„. 1-й категории на множестве К„,. Следовательно внутри А. 
найдется интервал А,, содержащий точки множества К», и не содержа- 


> 1 . 
щий точек множества К, и зарК,, и ШЁК,,. В А, попадут замыкания 
2-го ранга, подчиненные множеству К„,. Отметим одно из них Кии, . 


* Из элементов решета С выбросим также верхние и нижние грани соответ- 


ствующих им замыканий би, 
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Пусть 
о Е. болжзай 


где Р».„, —замкнутые множества (1=1,2,...), есть соответствующее 
ему и содержащееся в нем множество типа К.. Согласно предположению 
Н»,"з 1-й категории на множестве К»„»„,. Множество Н», также 1-й 
категории на множестве К»„»„,, так как пересечение множеств о 
и К", совпадает с множеством Н»„., Ни" С-Н,.. Следовательно 
внутри А; найдется интервал ДА», содержащий точки множества Ки, 
и не содержащий точек множества РР и точек зар Кии и 
ана. М №. Ц. 

Предположим, что мы определили множества ИР Е ОЕ 
... Нл... И соответствующие им множества К», — Ки, —... — Ки... пь 
и интервалы А, А. —)... А» такие, что 


Нп, СК», ооо а , 
А; 3 би: ЗЕ 0 д; ы ря Вы --О 


(сумма берется по всем т и ] таким, что т-- ] =: 1, где # — постоянное) 
Вор. риа и о Е А АЖ 


Тогда в интервал А» попадут замыкания А-+ 1-го ранга, подчиненные 
множеству Кь....,. Отметим одно из них К„...щиь.. Пусть 


г 
Нл... ить Ь > Р’пл.. пымил 2 
й 


где Е_..прщьа— замкнутые множества (1=1,2,...), есть соответствую- 
щее ему и содержащееся в нем множество типа К‚. Согласно предполо- 
жению Ньы...пмь: 1-Й категории на множестве К»... Равно как 
и множества Ни, Нить, ...› Ни:.. ль . (Ибо Нил... п: Ки. пульа = 
на =) Нм пы С НЧ ы.ль. Следовательно внутри Дь 
найдется интервал А, 1, содержащий точки множества Кн... пььа и не 
содержащий точек множества р т (сумма берется по всем т 
т * 
и ] таким, что т-+]=А-2) и точек зар К»... пира И ШГ Ки. пла - 
Таким образом мы определим последовательность интервалов А! 
Эд, >)... А... И системы множеств 


В би 52 ры а ... 
НЫ ... Е) А ах 


таких, что 


Дь с Дао и о аи ТВ 


со 
Из приведенной конструкции видно, что т. 
= 
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со 
П Ки..пь`Ак не пусто и содержит точку 2%. Точка х, будет общей 
Е=1 


для множеств 
в Я Ки1...ль— {ар о. 101 А (= т 2, .. в) 
(О. ы В ОН <: В чи 


Следовательно пересечение прямой х=х, с решетом С содержит 
падающую последовательность точек, что означает, что А-множество, опре- 
деляемое решетом С, содержит точку х, , т. е. не пусто. Действительно, 
рассмотрим те прямоугольники, определяющие множество У, которым 
соответствуют выбранные нами множества Н»..„ (Е=1,2,...). Так 
как множества Н»„...„, подчинены друг другу в порядке возраста- 
ния их рангов, то рассматриваемые прямоугольники будут вложены 
друг в друга также в порядке возрастания их рангов; поскольку, 
далее, множества А»... (Е =1,2,...) имеют общую точку 1,, то 
отмеченные прямоугольники будут также иметь общую точку, располо- 
женную на прямой х=х, (см. определение множеств А„,...„,). Так как 
вместе с этим точка х, принадлежит множествам СНь,.. п, - Ки... пк» ТО, 
по самому определению решета С, пересечение прямой х=х, с решетом 
С содержит падающую последовательность точек. 

Значит среди множеств Н»„,.„, найдутся такие, которые будут 2-й 
категории на соответствующих им множествах К»... А тогда най- 
дется прямоугольник с указанным в лемме свойством. 
Действительно, пусть 


; 
НЕ а 
7 


(где сумма берется по 7) 2-й категории на множестве А„,..„;. Тогда 


найдется такое замкнутое множество ГР,‘ „;, которое будет содержать 
в себе целую порцию длины множества К»,..„;. Следовательно любой 
прямоугольник, содержащийся внутри прямоугольника, соответствую- 
щего замыканию КА„,..„; и попавший в вертикальную полосу ширины 
=, содержащую отмеченную порцию, будет обладать указанным в лемме 
свойством. Лемма доказана. 

Доказательство теоремы. Известно, что плоское В-множество 
Е есть ортогональная проекция на плоскость ХОУ униформного отно- 
сительно этой плоскости пространственного элементарного Сь. Обозначим 
это С; через Т. 

Занумеруем в каком-нибудь порядке все параллелепипеды, определя- 
ющие множество Т. Обозначим через Ё„ проекцию на плоскость ХОУ 


части множества Т, заключенной в параллелепипеде номера п. Тогда 
множество Е представится в виде суммы 
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(у) 

Обозначим через Е" множество, получающееся из множества ЕЁ» 

путем замыкания его в направлении оси ОУ. 
(у) 

Е» есть А-множество (*). Далыше доказательство проходит совер- 
шенно аналогично доказательству П. С. Новикова ('). Будем считать, что 
множество ЕЁ расположено в единичном квадрате 0 = 2—1, 0= у. 
‚—1 


® 
Пусть Тв замкнутая полоса единичного квадрата такая, что < 


й ; 
ЗУ (1<{<). Пусть 0? есть проекция множества Е@®. бы ча 


—1 (п) \ 
прямую у=—— ‚а © гребенка, образованная всеми точками полосы 
Ты ‚ проектирующимися в точки множества 0‘ 


к 
(т) о ) 
Пусть © > © а @” суть А-множества и 
1 


со 


РП 8. 


—=1 


Рассмотрим множества @” — Е. Согласно теореме отделимости, дока- 
занной П. С. Новиковым (5), существует счетная система СА-множеств 


ВХ В”... В... таких, что В®> лы П В® = 0. 
1 


Обозначим, далее, через о множество всех точек полосы 


[, которая проектируется на ось ОХ в дополнение к проекции на 
ось ОХ множества Г[,;— (ВР Р). Очевидно, что все (? суть СА-мно- 
кества. Действительно, проекция на ось ОХ дополнения к множеству 
(10? относительно Г»; совпадает с проекцией на эту ось дополнения 
к множеству ВФ Р относительно /[»:, т. е. есть А-множество. Сле- 
довательно гребенка, построенная на множестве С (С Е) 


есть СА-множество; 0“ есть пересечение этой гребенки с множеством 
р 


3 
(т) 
[в, т.е. СА-множество. Следовательно и о О’ суть СА-мно- 


ИН! 
жества. Поскольку ПОС В -Р, то 
По лев), 
Е! ПЕ! 


0” есть СА-множество. 


Обозначим через Р„ совокупность точек множества Е 
на прямых х=с013, пересекающих это множество по замкнутым мно- 


, лежащих 


_ ттт) > 
жествам, принадлежащим множеству рр, @ Оь. Деиотви- 
тельно, пусть точка (2, %) СР». Пусть эта точка расположена в полосе 
Тк. Тогда часть прямой х=4, расположенная в полосе Г, (обозна- 


п) 


(т) ( 
чим этот сегмент через 0ь;,), будет содержаться во множестве бк, С: © 
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Общая часть множеств и и ви получится из сегмента 6. уда- 
лением множества Р„.6,„. Но так как РС Ри а о то 
множество В --Р будет содержать сегмент 8и;, ибо ему возвращено 
все, что до того из него было удалено. Таким образом, этот сегмент 


(вместе с точкой (хо, %)) будет принадлежать множеству ПО "). Следо- 


вательно Р.С 0“ 


Согласно доказанной выше лемме для всякой прямой х = сопз, пере- 


о т й У 
секающей множество Р, найдется такое множество Е“, пересечение 


которого с этой прямой принадлежит множеству Р. Поэтому 
со 


Яра У П.Р,. 


п=1 


Но так как РРСО’С-, то 


НЕ У: 


И=1 


проекция же на ось ОХ множества 0” есть СА-множество (*). Дейст- 


со 

вительно, 0" —=|] 0). Каждое из СА-множеств 0 пересекается 
В=1 

с прямыми, параллельными оси ОУ по конечному числу отрезков. 

Докажем, что проекция на ось ОХ множества | есть СА-множество. 

Для этого возьмем на отрезке [0,41] осм ОУ всюду плотное на нем 

счетное множество точек и проведем через каждую из них параллель 


оси ОХ. Эти параллели пересекаются с 0” по СА-множествам. п.о 
равна сумме проекций на ось ОХ этих пересечений, т. е. есть СА-мно- 


жество. Так как множества 0“ вложены друг в друга и с параллелями 
оси ОУ пересекаются по конечному числу отрезков, то проекция на 
ось ОХ их пересечения равна пересечению проекций этих множеств. 


Следовательно П.О” есть СА-множество. А тогда и Н есть СА-мно- 
жество. Теорема доказана. 

Следствие. Ортогональная проекция на ось ОХ плоского В-мно- 
осества Е, пересекающегося с прямыми х = 0136 по множествам типа 
Е, есть В-мноество. 

Дальнейшие обобщения этой теоремы в этом направлении 
невозможны, так как известно, что если плоское В-множество пересе- 
кается с прямыми 5х =с01$6 по множествам типа С. , то его ортогональ- 
ная проекция на ось ОХ есть, вообще говоря, А-множество, неявляющееся 
С А-множеством, т. е. не В-множество. 

Из доказанной теоремы немедленно следует ряд утверждений, дока- 
занных ранее другими методами: 

Г. Пусть Е есть плоское В-множество и 0), множество всех 
точек х оси ОХ таких, что параллели к оси ОУ, проходящие через 
точки 1, пересекают Е в одной только точке. Тогда ОР, есть СА-мно- 
жество (Н.Н. Лузин). 
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П. Пусть Е есть плоское В-множество и О, совокупность всех точек 
х оси ОХ таких, что параллели к оси ОУ, проходящие через точки х, 
пересекают множество Ё по счетным или конечным множествам. Тогда 
О), есть СА-множество (5. Вгачп). 

ПТ. Пусть Е есть плоское В-множество и О), совокупность точек х 
оси ОХ таких, что параллели к оси ОУ, проходящие через точки х, 
пересекают множество Е по непустым замкнутым множествам. Тогда 
О, есть СА-множество (Ц. С. Новиков). 

Доказательство утверждений Т, П и 1. Известно, что 
множества Е— О, хОУ (Н.Н. Лузин), Е- О, хОУ (Серпинский) 
и ЕО, хОУ (П. ©. Новиков) суть А-множества. Поэтому 


РИ (Е р; х ОУ) 


является С А-множеством. 

ГУ. Пусть Е есть плоское множество типа С и Ру и В— совокуп- 
ность точек х оси ОХ таких, что параллели к оси ОУ, проходящие 
через точки т, пересекают множество Ё по непустым множествам типа 
Е.. Тогда В есть СА-множество (Кипиае1). 

У. Будем обозначать через Ёв В-множества, расположенные на оси 
ОХ, и через С открытые множества, расположенные на оси ОУ. Пусть 
Е есть плоское множество типа (Ев х С) и (Еьх С)езсё* одновременно 
и М совокупность точек х оси ОХ таких, что параллели к оси ОУ, 
проходящие через точки х, пересекают множество Ё по непустым 
множествам типа Р.. Тогда М есть С А-множество (Кипиаби1) (°). 

УГ. Ортогональная проекция на ось ОХ плоского В-множества Е 
униформного относительно оси ОУ есть В-множество (Н.Н. Лузин). 

УП. Ортогональная проекция на ось ОХ плоского В-множества ЕЁ, 
которое с прямыми х=с01пз6 пересекается по счетным или конечным 
множествам, есть В-множество (ЦП. С. Новиков). 

УПГ. Ортогональная проекция на ось ОХ плоского В-множества Ё, 
которое с прямыми х=с0п36 пересекается по замкнутым множествам, 
есть В-множество (П. С. Новиков). 

ГХ. Ортогональная проекция на ось ОХ плоского множества Ё типа 
Е% и С, которое с прямыми х=с0п3ё пересекается по множествам 
типа Р., есть В-множество (Капаи1). 

Утверждения [У — [Х следуют из нашей теоремы или из 1 — 1Ш непо- 
средотвенно. 

Х. Пусть Е есть плоское В-множество и 0, множество точек х оси 
ОХ таких, что параллели к оси ОУ, проходящие через точки 2, пере- 
секают Е по множествам первого класса (ЁР. и С; одновременно). 
"Тогда О, есть СА-множество. 


* Множества (Еь Хх @).5.5 суть множества, дополнительные к множествам типа 


Ев Х С) сз . 


410 У. АВЗЕМИМ 


"Доказательство. ‚Обозначим соответственно через Н, и Н, мно- 
жества точек х таких, что параллели к оси ОУ, проходящие через. 
точки х, пересекают Е и соответственно СЁ по множествам типа Р.. 
По доказанному Н, и Н, суть СА-множества. Однако 


ОЕ ООЕ), 


Таким образом О, также есть С А-множество. 


Педагогический институт Поступило 
им. К. Либкнехта 14.ГУ.1940. 
Москва 
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У. АВЗЕММ. ЗОВ ГА МАТОВЕ ЮЕЗ РВОЗЕСТТОМ ОЕ СЕВТАТХ ЕМУЕМ- 
ВГЕ МЕЗОВАВИЕ» В 
ВЕЗОМЕ 

№15 Чётотитопз Чапз Пе ргёзепь аге]е 1е \В6огёте злауап\ *: 

Тьеогёше. 50й Е ип епзет Ме рап тезита е В её Н ГепзетЫе 
4е 10и$ 1[е5 роз х 4е Гахе ОХ 1е1$ дие 1а 4атойе =, соире Е зшоат 
4ез епзет 1 ез Ко поп у 4ез. А]отз Н её ип епзет 1е СА. Еп рагиси(ег, 
5: спадие @тойе =, соире Е змоат ип Ес, 410тз 1а ртоуеспоп 4е Е 
зиг ОХ ез1 тезита Ме В. 

Се ботёте ргёзетце 1а зоамоп 4’ип ргоёште розё раг Р. Моущой. 

Реих И6огёшез 4е 1а шбше пабаге абтоптез гбсештепь раг Капаст1 
501% 4ез саз {1тёз рагйсаИегз 4а \М6огёште 6полеё, фап41з але 1ез гбза Каз 
Блеп соппиз 4е М. Газш, Р. МоущоН е 5. Вгааи репуетё & те пимед1а- 
{етеп оЪ{4епиз А рагаг 4а \6огёте еп диезйоп. 


* М№омз ауопз 6попсб се В6огёте дапз 1ез С. В. 988$ (Боаау). 
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В. М. ДУБРОВСКИЙ 
ОБ ОДНОЙ КРАЕВОЙ ЗАДАЧЕ ТЕОРИИ ВЕРОЯТНОСТЕЙ 


(Представлено академиком А. Н. Колмогоровым) 


В работе рассматривается задача определения вероятности того, 
что в какой-либо момент из данного промежутка времени состояние 
некоторой системы будет принадлежать множеству, изменяющемуся с 
течением времени и соответствующему данному моменту. 
Мы будем рассматривать процесс изменения некоторсй системы, обла- 
дающий тем свойством, что каждый ограниченный промежуток времени 
1 <5=<‹, если в нем состояние системы не остается одним и тем же, 


распадается на конечное число интервалов 
Их $=ь о 


в каждом из которых состояние неизменно, но отлично от состояний 
в соседних интервалах. 

Относительно числа моментов &,&,,...,&:, при которых система 
претерпевает изменение, мы допустим, что оно, будучи конечным, может’ 
быть сколь угодно большим. 

Предположим, кроме того, что для любого { вероятность изменения 
состояния за промежуток времени {=3< т, если х—> 6, пропорцио- 
нальна разности < —{ с точностью до бесконечно малой более высокого 
порядка, причем коэффициент пропорциональности р (1, х) зависит от 
начального момента $ и состояния х, в котором система в этот момент 
находится. 

Для такого рода процессов в этой работе дается общее решение 
одной задачи, решенной ранее лишь для некоторых частных случаев, 
и состоящей в определении вероятности о (1, т, ®) того, что система, 
находящаяся в момент # в состоянии д по крайней мере в один из момен- 
тов $ интервала времени { < $ < т окажется в состоянии, принадлежащем 
множеству е ($), где е($) обозначает зависящее от 5 подмножество мно- 
жества А всех возможных состояний системы. При этом предполагаются 
известными коэффициент р (+, 2), а также функция Р(Е,х, ©), выра- 
жающая условную вероятность того, что система, находящаяся в мо- 
мент { в состоянии д и претерпевающая в этот момент изменение, 
перейдет в результате последнего в какое-либо состояние из множества ©. 
В отличие от условий Феллера* функции р(Ь, т) и Р(Ь,х, ©) непре- 


* \. Ее!1ег, 7юг Тьеоге аег збосваззсВеп Рго2еззе, Мабвет. Апп., 113, 
(1936), 113—160. Перевод этой статьи напечатан в Усп. матем. наук, т. 5 (1938). 
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рывными по # не предполагаются. Что касается множества А всех воз- 
можных состояний рассматриваемой системы, то о нем мы предположим 
лишь, что определено семейство 9} его подмножеств, содержащее какие 
угодно разности и конечные или счетные суммы своих элементов, отдель- 
ные элементы А, все множество А и пустое множество. 

Относительно этого семейства определяются рассматриваемые в по- 
следующем абстрактные интегралы, которые понимаются в смысле Лебега- 
Стильтьеса. 

Переменные, выражающие моменты времгни, мы будем считать изме- 
няющимися в интервале ( —Т, Т), где Т—некоторое положительное число, 
которое можно рассматривать либо как постоянное, либо как переменное, 
могущее принимать сколь угодно большие значения. 


8 


Пусть вероятность р (, х, ®) того, что система, находясь в момент $ 
в состоянии х, изменит последнее до момента т, и при том лишь один 
раз, определяется равенством 


р (в, 2, <) = р(&, 2) (+— 1) {=(1, 2, <), (1) 


где функция р(1, 2) определена для всех и х, удовлетворяющих усло- 
виям || <Т, #С А, неотрицательна, не превосходит постоянной К (Т), 
интегрируема в смысле Римана по Ё в интервале |{| < Т и измерима 
по 24 относительно 3}, а з(1, х, <), когда < —> 1+, стремится к нулю 
и при том равномерно относительно #{ в промежутке |#| < Т. 

Пусть затем функция Р (1, х, ©), имеющая указанный выше теоретико- 
вероятностный смысл и, следовательно, неотрицательная, вполне адди- 
тивная и удовлетворяющая условию Р (Е, х, 4)=1, определена для 
любого ©, содержащегося в 3}}, а по отношению к переменным # и х 
обладает теми же свойствами, что и функция р(Ё, м). 


Предположим теперь, что каждому моменту & из промежутка вре- 
мени |{| <Т по определенному закону приведено в соответствие мно- 
жество е (1), содержащееся в А, и обозначим через е ($, <) общую часть 
множеств е(5), соответствующих всевозможным 5$, удовлетворяющим 
условию (< $5< т. 


Обозначим, кроме того, через е* ({) множество всех содержащихся в А 
элементов х, обладающих тем свойством, что сколь бы мало ни было 
положительное число в, ХС. А-—-е(5$) по крайней мере для одного зна- 
чения 5, удовлетворяющего условию 1<5<+|е. Полагая Е(х, ©) 
равным единице, если ХС ©, и нулю в противном случае, допустим, 
что операция е (1) такова, что при любом х, содержащемся в А, функция 
Е [х, е* (1)] интегрируема в смысле Римана по Ё в интервале |#|<Т, 
а функция Е[х, е(1, <)] обладает таким же свойством по отношению 
к каждой из переменных Тит, и кроме того измерима по х относительно 
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семейства 3} при любых { ит, удовлетворяющих условию —Т<Е<*<Т. 
Так как, очевидно, имеет место соотношение 


1— Пю Е[х, е(&, *)] =Е [х, е* (1}], 
$—1- 


то и функция Е [5, е* (1)] измерима по х относительно 9}} (для каждого # 
из промежутка || < Т). 

Обозначим, наконец, через с” (+, х) верхнюю грань значений <, обла- 
дающих тем свойством, что хС_е(5) для любого $, удовлетворяющего 
условию {<=5=<, полагая при этом с" (1, 1) =1, если такие значения 
< отсутствуют, и введем в рассмотрение функцию Р [Ё1, х, е* (1}], допуская, 
что она определена при каждом { из интервала |#| < Т и интегрируема 
в нем в смысле Римана при любом х из множества А. Относительно 
этих функций мы предположим, что они измеримы по х относительно 
семейства 3} при любом + из промежутка |#|< Т. 


$2 


Обозначим через м, ($, х, *) вероятность того, что рассматриваемая 
система будет пребывать в промежутке времени $ = $ < т в неизменном 
состоянии х, в котором она находится в начальный момент $. 

Нетрудно убедиться © помощью равенства (1), что при условии 


Е (< т <Т, где Г, — постоянная, превосходящая как верхнюю 


грань |р(, 2)|, так и верхнюю грань |=(1, х, *)|, будет иметь место 
соотношение 


1—1, (№, 2, <) = р(ь, 2) (< Ю-е(ь а, 9 - 0+ 
+ 22 (ИЕ (3-7 (4-8 ...]} 


с другой стороны, легко видеть также, что справедливо тождество 
ль (1, 2, <) = ть (Ь 2, Е Ат) т, (в, 2, т) [4 — по (т, 1, т], 


откуда вытекает, что функция т, (1, х, *) удовлетворяет дифференциаль- 
ному уравнению 


О ИН Ка 
м ран, 9) 


и следовательно определяется равенством 


- Гр, 9 
(Ба, =е 1 (2) 


Условимся говорить, что в момент # происходит событие С, если сколь 
бы мало ни было положительное число е‚ в промежутке времени 
1<з<11е, найдутся моменты $, в которые состояние системы будет 
содержаться в множестве А—е(5). Очевидно, что множество всех мо- 


5 Известия АН, Серия математическая, № 4—5 
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ментов $ интервала {= 5$ <", при которых происходит событие (@. если 
последние вообще существуют, имеет первый элемент, и что их суще- 
ствование является необходимым и достаточным условием того, чтобы 
в какой-либо момент $ из этого интервала состояние системы принад- 
лежало множеству А—е($). 

Предполагая, что в момент #{ система находится в состоянии 2, при- 
чем х содержится в е(1), и обозначая через х, (1, х, *) вероятность того, 
что событие С произойдет впервые либо в момент первого изменения 
состояния, либо до него и при том в обоих случаях в промежутке 
времени { =$<‘, легко видеть, что для этой вероятности имеют место 
соотношения 


п, (в, 2,1) = (п, ( 2, 8) р(з, 2) Р[з, 2, е* (8)143, (3) 


1 


В =, 


А.Х) 


= по (В, 2, 5) р (5, 2) Р [5, т, е" (8)] 45, (3’) 


если сх — > (2, 2). 


Последние две формулы, как нетрудно убедиться, можно объединить 
в одну следующую: 


п, (В, 2, <) = И —& [2, е (1, *)} по [в 2, <" (6, 2) ] 


+ (о, 2, вр, 2) Р[в, 2, ©" (91 В ев, $)] 4, (4) 


откуда вытекает, что функция т, (1, х, *) измерима по х относительно 9} 
и интегрируема в смысле Римана в интервале (—Т, Т) как по $, так 
и по т. 

Аналогично, для вероятности к, (1, х, *) того, что событие С про- 
изойдет в промежутке времени { = $ <ти при том произойдет впервые 
в момент второго изменения состояния или в промежутке времени после 


первого изменения и до второго, как нетрудно убедиться, имеет место 
равенство 


5 ($55 т) 
(,2,9)= \ № (2, $) р(5, 2) \ Ре, ЧА), в, у, *), (6) 


1 А-е* (5) 


где <* (+, х, <) означает то из чисел * и ** (1, 5), которое не превосходит 
другое. 
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Формулу (5) можно, очевидно, представить также в виде 


и (2) == \ п. 5 а, 5) р, д) аз Е [т.е (Е $) < 
1 
х \ Р (5, х, Аут, ($, у, <) Е[у, А-е" (5), (6) 
А 

откуда, как легко видеть, вытекает, во-первых, существование абстракт- 
ного интеграла, входящего в формулу (5), и интегрируемость его 
в смысле Римана по параметру $, а во-вторых, что функция т, (&, х, <) 
обладает в отношении измеримости и интегрируемости теми же свой- 
ствами, что и функция х, ($, т, *). 

Обозначая вообще через хи (1, х, <) вероятность того, что событие С 
произойдет до момента <, и притом произойдет впервые в момент п-ого 
изменения состояния системы или до него, но после и — 1-ого изменения 
состояния, нетрудно убедиться, что функции ж„ (#, х, *) и пи_1 (т, <) 
связаны следующим, позволяющим определить всех их последовательно, 
рекуррентным соотношением: 


(0205) 
я. (д, <) = \ п, (1,5, $) р (5, 2) 45 \ Р (5, 1, Ау) пи 1 (5, 9, °). (1) 
+ А-е* (3) 


Последнее, очевидно, эквивалентно формуле 


= (а) — \ м, (Ех, $) р(5, 2) Е [х, е(@, $) 45 Х 
1 


ж} Р(з, 2, ЧАн) ть-1 (8, у, ®) Е у, А—е" (5), (8) 
А 


откуда видно, что все функции т» (1, х, ®), как и функции т, (1, х, *) 
и т, (1, 2, ^), интегрируемы в смысле Римана в интервале (—Т, Т) 
по каждой из переменных # и т при любом х из множества А, и изме- 
римы по х относительно )}} при любых фиксированных значениях # ит, 
удовлетворяющих условию —Т <{<*<Т. 

Искомая вероятность в (1, х, <) наступления события С в промежутке 
времени {=$<. т, очевидно, может быть определена как сумма всех 
пп (Е, д, *) от п=4 до со; сходимость этого ряда видна из того, что для 
его членов, как нетрудно убедиться, применяя метод индукции, имеет 
место оценка: 


| еж ЗЫ Ч О ИЕ 
(п— 1): п! 


(0 о) == 


Поступило 
25.111.1940. 
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у. РрООВВОУЗКУ. ЗОВ ОМ РВОВЬЁМЕ ТЛМШЕ ОЕ ТА ТНЕОВЕ 
РЕ РВОВАВИЛТЕ$ 


ВЕЗОМЕ 


Рапз ]е ргёзепф агЫс]е оп Чоппе 1а зоп\оп @и рго еше эиуап: 
6 егттег 1а ргораБИие 4е се ча’А чп сегба1п шотеп дап; ап пцегуаПе 
4е 1етрз 9оппё ]’64аф 4’оп сембал зуфёше аррагмеппе & ип епзет е 
уаг1а ]е ауес ]е 1етрз её сотгезроп4апф аа шошепфь 4оппё. П з’ас\ 161 
де ргос64ёз ди1 }ои1ззетф 4е сейе ргорг166 дие Чапз спадае 1щегуаПе 4е 
фетрз Богпё П пе реф ех1\ег да’ип пошфге Пит 4е шотеп{з, 4е]з аае 
]е зузете заЪ1ф ппе уапамоп, еф 4’аШелгз 1а ПшИе а гаррог® 4е 1а 
ргораЪ 11166 де ]а уамамоп 4ез 66 афз репдаюф ип сегба1шп и\фегуаПе 4е $етрз 
а Ла 1опспеиг 4е се ицегуаПе, длапа сейме деголёге 4еп4 уегз 26го, ехлз4е 
еф гезбе Ниле. 

Га зо]аМоп езф Ч4оппёе аи шоуеп 4е ге]амопз 1п$еста]ез гесиггетез 
Фи! ехргипепф 1ез ргофаБИиёз 4е 1ощез 1ез роз Иез 1асотрайЫез 
Чапз 1езфаеПез загулеть |’6убпетелфь 400$ пойз уот0отз а6фегилиег ]а 
ргораь 6. 


ИЗВЕСТИЯ АКАДЕМИИ НАУК СССР 
ВОЕТЕТ!М ОЕ ГАСАРЕМ!Е РЕЗ ЗСТЕМСЕЗ ОЕ 1.0855 


Серия математическая 4 (1940), 417—492 Зече та{пётаНаие 


Л. М. ШИФНЕР 


ЕЩЕ 0Б ИНТЕГРИРОВАНИИ ДИФФЕРЕНЦИАЛЬНЫХ СИСТЕМ 
В КОНЕЧНОМ ВИДЕ 


(Представлено академиком Н. Е. Вочиным) 


В статье дается вывод формулы для интегрирования в квадратурах 
дифференциальной системы 


о 
У [у (2) + Оз (#)] 


при наличии условия [0,[0,0,:]]=0. 
Полученная формула представляет обобщение формулы, данной 
Лаппо-Данилевским для системы Гаусса. 


И. А. Лаппо-Данилевский (*) дает формулу для интегрирования си- 
стемы дифференциальных уравнений 


НУ [| (1) 


‚2—4, ‘х— а 


в случае, когда матрицы И, и И, удовлетворяют условиям 


[0, [8] =0, [0, [0,0 ]]=0, @) 
в виде 
У = (=) е[0201]14(азал|х) м) *, в 


где под У понимается интегральная матрица системы (1), нормирован- 
ная в точке х= 6. 
Рассмотрим систему 


47 


2 = [О 1$, (2) + Оз, (2)]; (4) 
обозначим через 
‚(вв =\ (ав, 1,(92) = \ 50 (5) 
и через 
Гл»... „(6 ) = \ Гилл... (И 9. (0 а, (5') 


ъ 
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и будем искать решение (4), нормированное в точке х=6, вида 
У = еб111 1 УеИзЕ2 , (6) 
где под У понимаем 


У =ехр (111 (615) -- Г (62) + ... + РЁ, ()- ...) (7) 
(11, 115 -.-) [м ---- искомые функции матриц 0, и 0,; Гл, (65) — 
сокращенная запись для [2..21(6|7)). 
—_— 
п раз 
Предполагая коммутативность искомых матриц },, },, ‚.:, № ‹.- 


с матрицей О, и между собою, получаем для У дифференциальное 
уравнение 
р = [Уебз1) (е- Из — ПУ], (2), (8) 
что ввиду (7) даст 
е0зГз(%) (7, — (лез) — [1 [., (6%) + Г, (Вх) ...] е0129. (9) 


Приравнивая ‚› После замены 


1» (62) = 1 4 (52), (10) 
коэффициенты при одинаковых степенях Г, (51) в равенстве (9), смо- 
жем определить функции [,, |», ...,/», -.. Из системы равенств 

О — И: = (О ВО) ВО"... +) -Ьба+ Л | 
| (0 
од. 2). 
При у=1 получим 
д = О, 6, == 0,0, = [0,0 ‚}. (12) 
При у=2 
= 0.0, я 20,0.0, те 0,0, Е [0, [0,01]. (12’) 


Легко убедиться в том, что вообще 
= У (—1)*() 0; 00, (13) 
$=0 
т.е. что 


= [О.[0, т [0,[0,0:1] га ]] (число скобок равно п). (13’) 


Посмотрим, какие условия надо наложить на матрицу О0,, 
чтобы функции [,, [,, ..., м -.. Удовлетворяли сделанному нами 
предположению о коммутативности с матрицей И,. Условие коммута- 
тивности матриц }, и 0, можно записать в форме 


[0.7] =0, 
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т. е. в форме 
Г [0,01] =0. (14) 


Коммутативность матриц ], и 0, вытекает из коммутативности }, и О 
в самом деле * 


| == [6.[0, [0,0] = [0 [9,1] ] 2 С, тб: 5 [6.1.1 0, == 
У на, = 0.70. = ОЛ, СЕ ИР * 
т О г- о. я ОО Е. РС, Е 
== а, = Об) о И я 0.0) = 
ло 
Коммутативность матриц /, (п>2) будем рассматривать только для 
случая, когда матрица (, имеет вид ** 


Е (15) 
Известно ("), что матрица (И, в этом случае имеет вид 
О. =Т |на (1—1) вы | т. (16) 
Ооозначив через Х матрицу 
Х = || 5+ 11-Е (1—1) чз |, (17) 


видим, что вопро@ о соотношениях коммутативности для матриц /» 
и О, сводится к тому частному случаю вопроса, когда матрица И, 
заменена на Л, (0), а матрица ИП, на Х. 

Обозначим через Ф„ выражение 


о. (18) 


где число скобок равно п. 

Для доказательства коммутативности ф„ и Л, (0) достаточно обнару- 
жить, что матрица $„ является многочленом от /7,(0) с числовыми 
коэффициентами. 

Для матрицы $, это обстоятельство явствует из выражения 


Фь = [| Ява [| + [15% | (19) 


найденного ранее (®). 
Записав $, в виде 


= ||, (20) 


* То же самое можно доказать иначе, пользуясь формулой 
[А [вс ]-+[В [СА] + [С [АВ] =. 
** В моей предыдущей работе (*) было показано, что удовлетворить нетри- 


виальным образом условию (14) матрицей с простыми характеристическими чис- 
лами невозможно, исследование же случая (15) должно предшествовать изучению 


всех остальных случаев. 
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легко обнаружим, что 


&® = ю (НХ) иж + о ха (21) 
хА=-1 2х=$--1 


_ (для членов первой суммы х=); число членов второй 0 или 1) или, 
обозначая х- ^ = р»л; х== р,з, 


«® = 5 Рилахо. -- у Ризах. (21’) 
хА=8-1 2%=3-1 
Предположим, что 
6) 99 
Фи = [98 ||, (22 
где 
р ИЕ (22') 
Хх=з-п—1 


Матрица $„;1 будет равна 
фФиа = || (1—4) веда [|+ [9 | -— [959] - | (2—4) азца ||. 


Элемент {9.1}: матрицы ©: запишется в виде 


в 
{Фи} а = > (г— 1) жк; 
т=2 
это равенство показывает, что 
{Финна = о Рхахз ... хил жа + ** Яхиа ео (23} 
Хх=В-п-1 
где 
т-Е1 
Фара ана == № (Е) Ра о чрачна помна" (24} 


1=1 


Элемент {9,1} запишется в виде 


в В-1 
ь\ 
{Фи — м ("— 1) ЧЕ -т-1 ве (1— 1) № ом, би 1-и5 
т= 1-Е т=1 


таким образом он равен 


п-т 


{Фа == > [Хи рь Хх 1 авы 1 б ... бил Е + 


Зри 4=1 


п 
—{ > [У (= рана за] 2... “1 фа 2 .} м 


Хир=зИ 41=1 
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т. Ее. 
т-1 


{финуы = —- ры ее о: +: был | +. (25) 


Хх=зЗ+И 1=1 


Сравнивая с (23) и (24), получим 


{(Фиарыа = {Фин} кычаы. (26) 
Итак, если К—/=5 постоянно, то {9,. в имеет одну и ту же вели- 
чину для различных Ки [, т. е. 


{Фи = о 


‚Таким образом из коммутативности матриц $» и Л, (0) вытекает ком- 
мутативность матриц Фи: и Л, (0); так как $, коммутирует с Л, (0), то 
методом полной индукции доказано, что матрицы ф„ и Л, (0) обладают 
требующимся свойством коммутативности; следовательно таким же 
свойством обладают и матрицы м и П0,, ипри условии сходимости ряда 


ЫГь, (62) + Ги (В) ... (27) 


выражение 
У = ехр(0,1., (62) | 1. Г, (62) + 1, (82) + ...)- ехр (0,1, (82), (28) 
в котором 

а (13*) 


и 0, дано формулой (15), а (, формулой (16), действительно является 
решением системы (4), нормированным в точке =. 
Обозначая }», через 
и (29) 


сможем представить и еще в символическом виде 


х 
У=ехр (| 10° у, (1) а) - ехр (0,1, (812). (30) 
[2 
Если среди матриц ]» имеется хотя бы одна равная нулю, то и все 
следующие будут также равны нулю. Пусть ]„.:— первая из этих 
матриц, обращающаяся в нуль; тогда решение (28) принимает вид 


У = ехр (0,1, (612) + Г, (ИФ ... лм, (912))-ехр (О.Г, (82). (34) 

Обращение же в нуль матрицы 41 равносильно обращению в нуль 
|: 4 

первых И чисел 9. 


Формула, данная И. А. Лаппо-Данилевским, представляет собой, 
очевидно, частный случай формулы (31) при п=1 и специальном вы- 
боре функций $, (2) и 9, (2). 


Тульский гос. педагогический Поступило 
институт. 49.11. 1940. 
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ТЬ1з ехргезз10п 
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и [о, 3 [9 СИИ ые Л (4) 


ап@ Ёл»...„ (65) 18 Ше Гапойоп 
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№0145, \Веп {Те зе% 
И,Г., (612) Е 1. Гь, (6%) - УТ, (а) ... (6) 
сопуегоез, ап э1уез 


У О КОД -: ЕЛ эта 6х). е08Г2( <), (7) 
ШТ 18 деХО: 

УТеп п=1, 113 ехргезз1оп фтапзогтз и\фо Те Тоги]а слуеп Бу 
Г. А. Гарро-РапПеузКу {ог {Ве @1егепйа] зузбет оЁ Сапз$. 
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(Представлено академиком ©. Н. Бернштейном) 


Выводятся различные формулы для приближенного вычисления 
кратных интегралов при любом числе переменных интегрирования; 
лается оценка погрешности. Ради облегчения вычислений разбирается 
случай задания фиксированных точек единичного куба; проводится 
сравнение величины получающейся погрешности при пользовании фор- 
мулой этого случая с формулой Гаусса. 

Приближенное вычисление кратных интегралов разбирается обычно 
или в разрезе механических кубатур (Эрмит, Стеффенсен), или же 
в разрезе повторного интегрирования функции одной независимой пере- 
менной (Пюйе, Виллербс). 

Настоящая работа посвящена вопросу приближенного вычисления 
п-кратных интегралов при любом числе независимых переменных п. 
Для всех практически используемых случаев решение этого вопроса 
сведено, путем, надлежащего выбора координат точек внутри единичного 
п-мерного куба, к соответствующему обобщению решений плоской задачи 
с некоторыми, конечно, дополнительными условиями. Поэтому часть 
из предлагаемых формул представляет собою решение п-мерной задачи 
в смысле Гаусса, Котеса, Чебышева, т. е. с использованием полиномов 
Лежандра, с равноотстоящими значениями аргументов, с равными коэф- 
фициентами. Другая же часть формул рассматривает вопрос о прибли- 
женном вычислении пП-кратных интегралов при иных условиях, как 
например при сохранении всех коэффициентов положительными, при 
условии приведения процесса вычисления п-кратного интеграла к про- 
цессу вычисления однократного интеграла, в смысле использования сверх 
значений самой подинтегральной функции еще и значений ее производ- 
ных в порядке повышения точности получаемых результатов вычислений, 
а не только ради оценки погрешности. В целях упрощения вычислений 
рассмотрен случай такого решения задачи, когда наперед фиксированы 
две координаты 0 и 1, как наиболее удобные для проведения вычисле- 
ний; указанное требование заставило ввести соответствующий полином. 


$1 
Для приближенного вычисления определенного интеграла 


Вл В> (1) Вз (=1, Е2) В» (Е1ь 82 ао Еи—1) 
а. \ м. ыы. Ба... 


91 во (#1) @з (#1, #2) бт (51, 2...) би) 
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выполним прежде всего обычную замену его переменных &, &,,..., в» 
полагая 


т _ и: а 
где 
ЧЕ (5, ьь, УС 1) = ав (т, т, ...,) 2-1), 
Вь (Е, 6, ео 1) = 6 ат т, ...) 7-1), (1) 
о АЕ | 


Согласно общему принципу замены переменных, обозначая интеграл, 
к которому мы переходим, через _!/.:, будем иметь 


В: В? (Е1) Вз (21, Е2) — Ви (Ел, 62»... › Ен-а) 


«Лв = \ рев $ (&,, 6», б, АА ,) аа, ав С 4» = 
91 @2 (Е1) @3 (1, Е2) Ч (1, 22, ..-) Ен-1) 
Зе О 3 ты 
= \ \ \ В ча ба бузины ная (2) 
И Не Е 
М вк (к 4,2 
ножители — 5 (Е =1,2,..., п), входящие в состав функции 
1(%,, 2.,..., 9»), в силу их геометрического назначения, было бы есте- 


ственно назвать «деформирующими множителями», что хорошо интер- 
претируется в случае двойного интеграла явлениями сжатия и растя- 
жения. 

Интеграл _1/.: преобразуем далее путем симметричного отображения 
его подинтегральной функции во всех ий координатных плоскостях ради 
перехода к интегралу от четной функции, взятому уже в области п-мер- 
ного ‚ единичного куба: О << -1 (=414,2,..., п). Этот интеграл 
условимся далее обозначать через о.Ли. 

Выполнив одно за другим все и отображений подинтегральной функ- 
ции }(1,,7,,..., 2), мы получим 


1 


саг а | уориоевьну р Фора 


| 
= 


Р И 
\ ее я 
0 0 


НЫ а а но В > 
о О ое а ое 
+... 7 @ р.) бьь балы а) 

Е И Е ее а 
м — 


т 1 1 
а. (3) 
оо о 


где функция 6(2%; 2.;...; 2%) состоит из 2” слагаемых — функций 


ПЕ Е 
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$2 
Переходя теперь непосредственно к вычислению интеграла (3) 
о-/1, поставим себе целью выразить его в виде суммы, слагаемыми кото- 
рой: являлись бы значения его подинтегральной функции ®, вычислен- 


ные в тех или других точках М; (%,, 9,,5.,....:7,) рассматриваемого 
единичного куба, т. е. при условии, что 0 = мь < 1 (Ё=1,2,..., п), 
и взятые © теми или другими коэффициентами: 
тт 3 
о \ \ ай \ = 
60 0 
{< 
5 2. 2. . 
Е чо (151; 2, Аа И ан (4) 


Среди (п-- 1) - с неизвестных, участвующих в соотношении (4): /; и ;хь 
при #=1,2,..., с; А=4,2,..., п, часть неизвестных, ради облегче- 
ния последующих вычислений или в других целях, можно считать 
предварительно заданными. Выбор значений этих переменных будет 
следовательно обусловливаться либо стремлением к сокращению общего 
числа взятых точек М; или упрощению их координат :;2., либо жела- 
нием упростить коэффициенты )‹ или наложить на них какие-либо условия. 

Для дальнейших рассуждений будем считать функцию ® целой рацио- 
нальной функцией п независимых переменных у, =24 (К =1,2,..., п) 
степени у, т. е. примем, что подинтегральная функция ] интеграла 11 
есть целая рациональная функция п независимых переменных хь сте- 
пени не выше 2у--1. Для случая произвольной подинтегральной функ- 
ции } это будет требовать замены ее полиномом соответствующей степени, 
пользуясь рядом Маклорена. Функцию % зададим уравнением общего 
вида, сгруппировав в нем однако слагаемые так, чтобы каждая отдель- 
ная группа слагаемых приводила после интегрирования к сумме своих 
коэффициентов, умноженной на некоторое типичное для этой группы 
число. В противном случае в дальнейшем пришлось бы вести наблюде- 
ния за каждым отдельным слагаемым, а не за группами слагаемых, 
т. е. было бы резко увеличено число последующих уравнений. 

Положив 


$ (21; 25;...; 2) =6(у:; У;...; У) = 
— Ао-|- 
+ [Ало. оу + Аоло.. 0 - ... - 40...01] 
[Ао о. 2. 42 Ао, дву) Е (Аз, „обну-- ые. 4 Аб, доп У-4 и) Е 
Е [СА о А а не ЗЫ Ави, оу. г.) 
Е (Аллло.. о Ул ...)] 
Я ...)- (Азю.. ом +в) (Ау нЕ: 4.) 
р оз. = в ..)]-- 


+ (А... оф. Е у—110...0 91 а .)- 
и ‚... О и нь 5 (5) 
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найдем, что 
о 1 = Ао 
3 [И.о о т 
+[ 5 (=. и) (Аш о ...) + 
- (Аг. «з) БВ (Аыоло- -..) ув (4нш..о +...) ] + 
1 
9 


(Або) 5 (Авю.. 0+ О-ВА, 0-Е 5) *Е 


== 5 ие 8 (45110.. о-Е .. == (Аншоо-- .. 2] + 


а Ч АД Ы, оеЗ: Че: Зее 


=е [5Ет(А» 0 ) о 3 (А»- по о + 
нЕ |: 10...0 › | 


Обозначая же для краткости суммы коэффициентов вида А 
через 5.у..., получим окончательно 


У1%2...%:0... 


1 ИД 1 1 
ол боя 51+ (52 влвбы + (15 збн- уу ) + 
ы (54-7 58ы 555 бан Ну зн + 
1 
А Н.Н 55-4 се В в (6) 


после чего остается придать сумме, стоящей в правой части формулы (4), 
аналогичный вид, ради возможности тождественного сравнения выраже- 


ний (4) и (6); т. е. нужно соответствующим образом выбрать точки М; 
единичного куба О < ть < 1, где А=1,2,..., п. 


$3 


Так как с изменением показателя степени у и с уменьшением числа 
переменных п до 1 изменяется структура функции © (5), поскольку 
во втором случае некоторые из ее слагаемых постепенно пропадают, 
то раньше чем останавливаться на том или другом выборе точек М;, 
следует изучить сперва вопрос с числе слагаемых 5,,....; формулы (6), 
как функции общего числа независимых переменных п и показателя 
степени у. 

Обозначим через № число всех возможных сумм Эуа..; Схемы (6), 
индексы которых удовлетворяют условиям 


иж... ие, | 


оно =, 


(7) 
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Из самого определения символа № следует, что 
№=М№,=4 при любом целом Е № 

м (8) 
№, =1 при любом целом у 2; 


7 


чтобы отметить, что первое слагаемое схемы (6), $,, тоже представляет 
собою одно из слагаемых этой схемы, условимся считать, что 


№=1, 


хотя, вообще говоря, по смыслу введенного символа М, (7), приуив 
больших нуля, №,"*—=0. Итак 


Е 
нм. где уив> 0. (9) 
Так как 
У= (4) -4=(—2)+2=... Не] 
то 
= [т] . (10) 


Возьмем все №, сумм, удовлетворяющих требованиям (7), и разобъем 
их на две категории: 1° суммы, последнее слагаемое которых равно 1, 
т.е. у, =1; 2° суммы, последнее слагаемое которых не меньше 2, т. е. 


> 1—1 
у; > 2. Число сумм первой категории будет №1, так как для них 
условие (7) дает 


аи 1 => | 
Е ЕР ИИА ] 
откуда 
УР У... -Р У1==У—А4, 
У Бао НИЕ 
Число сумм второй категории будет №1, так как для них из усло- 


вия (7) найдем 


ИЕН. Рау, 


Е = а 
т.е 
(и (--... Е. Э-о-—-Э=-ь | 
У И ] 
Итак - | | 
М Ма Мь (11) 


откуда следует, согласно формуле (9), что 


№, = №, при любом целом в > 0. (12) 
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р 

Переходим теперь к определению общего числа М, слагаемых 6...»...»;› 

соответствующих данной однородной форме степени у, т. е. таких, 
индексы которых удовлетворяют условиям (7): 


уу... -| У У, 


в > 


прив =. 2,.... Г ту Во 
На основании изложенного имеем: 
МММ. А = 
= Ма + (Ма — Ма) + (Муз — М) + — 
Ма М ММ = Мы, 


( 
ии. при 1 _ или (13) 
ее | 


Исследование свойств чисел № и М' можно было бы, конечно, про- 
должить далее, но приведенных формул (8) — (13) достаточно для того, 
чтобы составить таблицу значений чисел № и М при любых у и 2. 
Таким образом, в каждом отдельном случае вопрос о числе слагаемых, 
участвующих в схеме (6), решается непосредственно по этой таблице, 
а с этим вместе решается и вопрос о числе неизвестных в формуле (4). 


Й 6 3 И == бу = 
аа а $9 0 163 - у 
У ИО Ум 
0 Л 1 1 
а 1 1 2, 
| де 4 2 4 
Е 3 Я 
О р 5 12 
Ба У НиХ 7 19 (14) 
Е Е ЗК, 11 30 
а о Е. 15 45 
О 22 67 
ам. т 30 97 
А а МЕ аи 42 | 139 
Е а 56 | 495 
р: В Е В Е СЕ В 228 
13 | #16 | 44| 48| 1844 | 52| аа 101 | 373 
$4 


Для того чтобы привести сумму, стоящую в правой части фор- 
мулы (4), к виду суммы (6), т. е. удовлетворить условию 
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б 
2 2 р 
ИЕ > № (121; 22;...; ЕЕ 


1=1 


1 1 
[55 Е оо ви еее бин | 
2 й Е 
—- < — + [рр з 35-и- ое т бана, | ) (15) 


необходимо учесть все требования и особенности таблицы (14) как 
в смысле числа слагаемых 6, из которых состоят однородные формы 
той или другой степени, так и в смысле изменений этого числа сла- 
гаемых 6, при изменении числа независимых переменных пи, ит. д., 
не говоря уже о том основном требовании, чтобы сумма левой части 
формулы (15) приводила не к разрозненным коэффициентам А)... 
ак их суммам 5... Этому последнему условию проще всего было бы 
удовлетворить, беря все координаты :21, :25,..., и, одинаковыми, 
т. е. пользуясь точками главной диагонали единичного куба. Действи- 
тельно, согласно формуле (5) при обозначениях (6), сразу получаем 
® (а, а,..., а) = 5 а: а* (55-Е 511) - а (53 5а--9щ)- ... (16) 
- Однако слагаемые этого типа не могут быть использованы для удо- 
влетворения требований всех столбцов таблицы (14), так как при п > 1 
нам, как это видно из формулы (15), необходимо получать различные 
коэффициенты при суммах 5 и 511; 93, би и 51;..., чего (16) не дает. 
Итак, только для удовлетворения т, =у--1 требований первого 
столбца таблицы (14) можно взять 1, точек на главной диагонали еди- 
ничного куба, что приведет в формуле (15) к слагаемым вида 


м-®(@,а.,..., а) = | 
ре [бо а: а: (5% 51) - а} (53 бы - 911) | (17) 
(ры ибо: Иен), | 
Второй столбец таблицы (14) налагает уже 
„-3[21-[21 "з 


1—0 

требований, которым придется удовлетворять ие отдельными точками, 
а группами точек, симметричных относительно главной диагонали еди- 
ничного куба, выбираемыми так специально ради того, чтобы получать 
не отдельные разрозненные коэффициенты А„.,..., а как уже указыва- 
лось, их суммы 5„„.., необходимые для удовлетворения условию (15). 

С другой стороны, для того чтобы при уменьшении числа незави- 
симых переменных п формула (15) могла изменяться структурно так, 
чтобы не вводились какио-то новые слагаемые по сравнению со слу- 
чаем, когда п=1, а происходило непосредственное слияние с формулой 
этого случая, необходимо предусмотреть возможность слияния каждой 
группы точек, симметричных относительно главной диагонали куба, 


6 Известия АН, Серия математическая, № 4—5 
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с соответствующей точкой этой диагонали. Для этого координаты точек 
входящих в данную групиу, должны содержать одну координату 
общую с использованною ранее точкою главной диагонали, а осталь 
ные п— 1 координат должны быть одинаковыми между собою, но’отлич 
ными от предыдущей. Т. е. таким образом точке М: (Уч, Ив, а У®) 
главной диагонали будет соответствовать группа точек, приводящая, 
как в этом легко, убедиться, к следующим слагаемым: 


^; {в (аз 6, 6,.... о (ваз... 6)... Но (%..., 6; @)} = 
ет 
== Уь (ан бы, В) = . 
=^; О И б1- [(@ + Сь—163) 52-Е 


Са бе Ца: баба 
(баб. бат ОаНЕС, а) бы а (9) 


О 5 - п.=[%|). 


Эти слагаемые действительно теряют свое самостоятельное значение, 
как только число независимых переменных п делается равным 1, 
обращаясь в предыдущие слагаемые (17), т.е. не внося, как это 
и требуется, в формулу (15) посторонних слагаемых по отношению 
к формуле того случая, когда п=1, а просто вливаясь в слагаемые 
этой формулы. 


Третий столбец таблицы (14) налагает уже 


- [3] 1—1— ЗА [3] (У—14 ЗК)? 
а ь 
[= &=0 =0 


требований, удовлетворить которым опять-таки возможно с помощью 
групп точек, симметричных относительно главной диагонали, правда, 
с той разницей в их расположении, что эти точки должны терять 
самостоятельность уже при числе независимых переменных равном 2 
и сливаться с предыдущими точками. Для этого точкам этих групп 
достаточно иметь вместо одной по две одинаковых координаты с точкой 
главной диагонали. Следовательно эти группы точек приведут в фор- 
муле (15) к слагаемым вида 


Ак {© (44, а; вы,..., %) +0 (а; 6; а; в,.... +... + 
съ 
Но (бы ыбьх @ а:)} = Хо (а, ба бы, ще 5, —= 


Ель Си бо О ле С О ме 
+ (@& + С3 Сл Вы Си в) Зы] -- (Сы С, 8) 58+ 


Не -- Сы -ьай вы Суши И С) бы 
+: (Сай бы СзСь-заа Бы Сп-з 0%) бы] + ...}, Г. 
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где 


Е=ть--1, т 2,..., тт; тз= № ее АР] : 
р=0 
Можно было бы заставить искомые группы точек сливаться не сразу 
с точкой главной диагонали, а сперва (при п=2) с предыдущими (19) 
точками, а уже лишь потом (при п=1) с точками главной диагонали, 
но это сильно увеличило бы общее количество слагаемых формулы (15), 
и без того уже большое. Вот почему порядок расположения точек, 
предлагаемый формулой (21), выгоднее. Что же касается выполнения 
требований, налагаемых на группы точек, то эти требования полностью 
удовлетворяются и слагаемыми вида (21): при п=2 они обращаются 
в слагаемые типа (17), а при п=1 обращаются в нули, так что усло- 
вие постепенности изменения суммы (15) при последовательных изме- 
нениях числа независимых переменных п снова полностью удовлетво- 
рыетоя. И т. д. мт д 
Таким образом, в результате всех приведенных соображений фор- 
мула (15) примет окончательно следующий вид: 


о.Т1 = Аа® (ал, @1. ... у а) 
-- ^›о (а, 92, ...) а») 


Оз 


- ^зо (аз, аз, ..., Эли > © (аз; В, 6, зоо 6,)-+ 
т 
Е Ао (аа, а4,..., 4) 5%» Хо (аа; 6, 6.5,..., В) 
8. 
я и, ® (ал, Чл; ТЕ 90.95 би) 
съ 
Ета ® (ат, выс Е с ‚№ Хо (@т; т, МС) Ви) ... —- 
Су * 
м УХо(аж,, И а = 
й 
ео 5: [5% 4 и = бы -а уз | + 
Л Л 

Е [5-5 НУ. би +5 бе би ое быы |+... + 

: е 22 
+[ 5+5. Но ен 9 ‚бана, |. (22) 

$5 


При указанном выборе структуры схемы (22) общее число неизвест- 
ных, участвующих в ней, окажется следующим: 


ттт... +Т, =6, (23) 
6* 
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неизвестных коэффициентов и столько же неизвестных квадратов коор- 
динат, т. е. всего 25, неизвестных, где числовые значения с, опреде- 
ляются из таблицы (14). Поскольку таким образом число неизвестных 
вдвое больше, чем это требуется тождеством (22), можно половиной 
из неизвестных, будь то коэффициенты ^ или числа а, В. 6ь,..., 
распорядиться, налагая на них те или другие условия. 

Общее количество слагаемых вида о (91, у,..., И») в левой части 
соотношения (22) равно 


1 р а 
т=т Ст -Сьтз-+ ... Сы (24) 


а потому всех слагаемых вида ры ...) 2) окажется уже 2"т` 
Вот почему одним из наиболее актуальных случаев решения вопроса 
о выборе неизвестных является такое решение, при котором число 
слагаемых т резко уменьшается, особенно за счет уничтожения групи 
слагаемых вида (4, ..., @:; 6,,..., 6,;) © наименьшим количеством 
мест, заполненных числами 6,;, которые кетати и условимся называть 
«заполнителями» или «заполнителями А-го порядка» — по числу К запол- 
ненных ими мест. 

Пользуясь теперь формулами (17), (19), (24) и т. д., получим на 
основании тождества (22) такую систему с, уравнений с 25, неиз- 
вестными: 


а-№- ...1-+ + С-дм+ ...]+ ) 
Не = бк та -Е ...|- Во = 
[аа а>\2-- о авт О-В) ле д -Ё 
(а ба ое ра =, 
Тара аз - ... 1-Е (аз Си.) м ...1+ 
+ [(Солеаа-- Си О ть =>, 
ее ‚ан Сь- В) м+ а 
ЧЕ [(Сл-1 аа Сп-1 ть) Атача-  ..-1 ... нь 


НЕ 25 
[ара ...1- [(СзазЬ, + См ...]-+ и. 
++ (94 -- СЗ Сива бы -- Сатья) Ана... = 
[аа Наб ...] -Е (аз в Раз -- Сы м ...] + 
+ [(а4-Е Сп_заабтьча- СЕ ба ть -Ё 


Су 2 Вых Ата .. .] ... ЕЕ 
[1 - а. - 1. Е [(Съаз 1 -- С м НЫ 
+ [(Сза Она С; СУ вал О чб Е] Е. = 3. Е .3? 


К СКО 


Изучая эту систему, легко убедиться в том, что при надлежащем 
выборе заполнителей 6; она может быть а на две следующие 
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системы: первую, совпадающую каким бы ни было число независимых 
переменных И с системой того случая, когда п-=1, и вторую, содер- 


жащую только коэффициенты ^; (/=1,2,..., в, — т\). Для проведения 
этой разбивки достаточно выделить в состав первой системы все урав- 
нения, относящиеся к суммам вида 5; (#=1,2,..., т!), положив при 


этом, придерживаясь той или другой закономерности, все заполнители 6; 
равными числам а;. Остальные же уравнения системы (25) при надле- 
жащем использовании выделенных ранее уравнений составляют вторую 
систему, не содержащую более коэффициентов №; (#=1,2,..., т). 


Итак, система (25) разобьется на две следующие системы: 


оба и ва = 1, 
ара аз... аи = : 


о 
2 2 1 
а1 м - а2 из -- бриа -Рауаьца= 5 Й (25’) 
У № ь 1 
а а2и2- ... Раны 5, т» ) 


где коэффициенты и; зависят как от коэффициентов /:, так и от коэд- 
фициентов ^;, и 


(а8— 61) М -Е (44 — 65) №» (а4— 83) Сива... = , 
(аз -- 64) (ав — 61) - (а4- 65) (аа — 6) № 
++) (аб СЬ ... =, (25) 
(аз 26.) (аз — ву (аа 26») (аа — 5)» -Е 
Е (а4 + 263) (а — 63) Спа Ав (4— Ьз)* 3+ ... == г 3) 


где участвуют лишь коэффициенты ›. 

Остается выяснить вопрос о возможности замены всех заполните- 
лей 6, числами а;. Просматривая таблицу (14), видим, что в пределах 
практического применения предлагаемых преобразований это выполнимо. 
Дело в том, что только начиная с показателя степени у полинома ® 
равного 12, когда следовательно полином ] будет 24-й или даже 25-й 
степени, количества чисел а; не хватит для обслуживания всех должен- 
ствующих быть различными между собой заполнителей Ь; в некоторых 
столбцах таблицы (14). Так, действительно, при у= 12, когда имеется 
13 чисел а;, максимальное количество не равных между собою запол- 
нителей 6; равно уже 15 и т. д. Для всех же показателей у = 11 пред- 
лагаемый выбор заполнителей возможен и приводит к системе (25). 

Возможность выполнения указанной разбивки весьма важна, а глав- 
ное ценно при этом полное совпадение системы (25’) при любом числе 
независимых переменных п с системой (25) в случае, когда 4. это 
убеждает в том, что к системе (25’), решающей задачу п-мерного про- 
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странства, можно применить все классическое наследие плоской задачи 
со всем многообразием возможных решений. 

Остановившись на том или другом решении системы (25’), можно будет, 
согласно принятым значениям чисел а; и 6, решить и систему (25’), 
т. е. найти коэффициенты ^;‚ Возвращаемся затем к системе (25’); 
остается по значениям коэффициентов р; и ^; определить значения 
коэффициентов )‹, т. е. можно будет найти все неизвестные системы (25). 

При использовании классических решений плоской задачи для реше- 
ния системы (25’) необходимо учитывать переход от подинтегральной 
функции }(7,,2,,...) к четной функции ®(у,, У,,...), где =, 
и замену интервала —1 <х; < -1 интервалом 0 = у; =1. Это вызовет 
то, что одному и тому же значению показателя степени у функции ® 
будут соответствовать два возможных случая показателя степени функ- 
ции ]: случай четного показателя 2у и нечетного 2»--1. Значит, при 
решении системы (25’) в смысле Котеса надо также различать два 
случая: 

1° случай четного числа ординат, когда 


о И _ _ 2—3 у 1 
1 = —1, Ио ет) ОЕ ба а 
1 
те Рут»... › Фе = 1, 


приводящий к следующим значениям чисел а: 


1 о 3 2 2У—1\2 1: 
ен ива 


2о случай нечетного числа ординат, когда 


= —1, ж= 


1 
Фу = Ех. В ++. 2-1 = Л, 
а потому 


1^\2 2\2 уУ—1\2 
1—0, „= (+) ; «= (=) оО о в хе ) , Я 


Эти же два случая необходимо иметь в виду и при решении 
системы (25’) в смысле Чебышева, когда 
1° при четном числе ординат 


1 
а 2 с а у Е 1 ; 
2° при нечетном числе ординат 
1 1 а г 
Е а И То. 
56 


Переходим теперь к разбору отдельных значений показателя сте- 
пени у функции ®, помня, что все формулы, справедливые для показа- 
теля у функции ® интеграла „/Л,, соответотвуют показателю 2у--1 
функции } интеграла _1Л 


+1. 
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Для простейшего случая, когда показатель у=1, получаем согласно 
формулам (5), (22) следующие значения функции ® и интеграла „Л,: 


6 (Ул, Уз» --. › Уж) == А, + (А10...09, + ..- + 40...01); 
7—5, 55: = А (9, варто, 6..0) = 
= (А, ^,) $, - (а, ^, а.^,) 5+. 
Отсюда [см. систему (25)] имеем 


ЕЛ, =1, 


$ 25 
а,\, + а,^, =. р 


— 


Г. Желая получить решение в смысле Гаусса, т. е. использовать 
наименьшее количество слагаемых, примем а, =а,, что приводит к сле- 
дующим значениям неизвестных: 


в, =^, НА, =1, = 


и потому к формуле 
7 =5 (3 р 5), (26) 


непосредственно переходящей в соответствующую формулу Гаусса при 
числе независимых п%ременных п равном 1. 

П. Желая упростить в смысле Котеса координаты участвующих в фор- 
муле точек, возьмем для случая нечетного числа точек плоской задачи 


ао м а =: 
система оказывается теперь следующей: 


ы+,-1, \ 


1 
о | 


а потому получаем такую формулу: 
Лед (00,5... аи (27) 


Фе 


Для случая, когда п=1, эта формула переходит в правило Симп- 
сона или следовательно в соответствующую ему формулу Котеса. 


Аналогично, беря 
В 1 
в 2-6 


мы придем к формуле, являющейся опять-таки обобщением формулы 
Котеса, но уже для случая четного числа точек: 


3 к Л й 
По (у уз) На. 1. (28) 
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ПТ. Желая упростить в смысле Чебышева коэффициенты ^, и ^,, 
1 1 
положим в системе (25,) а =0и \, =5^,=- (случай нечетного числа 


точек плоской задачи). Это приводит к формуле 


1 2 ы 1 
„= (0, 0, ... 0-3 (5, ЕЕ (29) 
1 т 
Аналогично, беря ^,=^,=5 (случай четного числа точек), полу- 
чим, что 
1 
А =5=А», 
2 
а, += а. гЗ о 


Имеющей место неопределенностью можно воспользоваться по- 
разному: 


А) идя по пути сокращения числа слагаемых, принять а, =а,, что 


приведет снова к формуле (26); 

В) упростить хотя бы одну из участвующих координат, положив, на- 
пример, а, =0, что дает для числа а, значение -й так что будем иметь 
формулу 


= ®(0,0,...50)-о (5335: ,3) |: (30) 


С) наиболее однако рациональным решением вопроса надо было бы 
считать попытку обслужить последующие степени в составе подинте- 
гральной функции о, т. е. в данном случае квадраты неизвестных У, 
когда в разбираемых условиях система (25) дает еще уравнение 


1 1 
5 (@-Н а.) =5. 


Окончательная формула для этого случая будет 


Л 
о, =5 [© (@,, а, ..., а,) + ® (а,, Ч. а, ], 
д Чиа Со | _. 
И -@,;. ЗИ 


Эта формула также представляет собою обобщение соответствующей 
формулы Чебышева. Она справедлива для таких функций } 5-й степени, 
у которых члены 4-й степени представляют лишь четвертые степени 
отдельных независимых переменных х,, но не являются произведе- 
ниями нескольких из них. 

Оценку погрешности полученных формул, точных, вообще говоря, 
для случая, когда функция }] (х,, х,,...,2„) является полиномом сте- 
пени не выше третьей, будем проводить, исходя из того положения, 


что для всякого числа а, удовлетворяющего условию 0 <а < 1, ин- 
теграл 
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® (У, Уз, ...› У») 42. 4х, ... Ч, = 


[-1 

< 

= 

| 
> 
к 
<. ыы 


=). } 42, «+ а) бу: [..-3 @-0 (а); ...]} 2, ...ая,= 
п 1 1 Ус 
==® (а, ‚У \ вы а) 5). ®| ; а--0(у—а);.. аи 


07: = (а, ... а) (з—а) м 9, о и) 
1 


32а № [55 ры 1; 27 ба, 2929 В 


1 


д 
о в нь с! (32) 
* 


где все & удовлетворяют условию 0 < Ё< 1 и, кроме того, 
а" 


Отсюда для случая, когда а=0, оказывается, что 


Л ‹ 9 Е = 
„7, = (0, 0, ..., 0-5 Хау (В, --. 3 в), (33) 
1 
а при а=1 
2 _ д Е 
Т.о (6, 1,.., 0—5 Уио (и, ..., №). (34) 


Полученное выражение (52) можно записать еще и иначе: 
ть 
1 д |- Е о - 3 Е 
= Ца, ... )@)- ое Узи, о-в 281) И 
Й 
1 


5 с, 02 р = Е.Е 
+ :аа ЩЕ —,&) да ® (5, о Но Е (35) 
1 71 
нам о аб оО ыью у) 


и где коэффициенты последнего слагаемого подлежат уточнению, так 


5 — 
как пока про них известно лишь то, что они не превосходят 34 Уа. 
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Эти коэффициенты формулы (35) легко могут быть вообще опреде- 
лены при помощи формул (6), (17), (19), (21). Так например для 


1 
формулы (26), когда а=з› получаем, что 


1 
о о | 1.) з) хи р (=> оба) 


про о ое 


Убедившись таким образом в том, что остаточный член этой фор- 


2 


2 


= 0% в 
мулы может быть выражен суммой производных ув, найдем коэффи- 
т 


циент этой суммы из сравнения формул (6) и (17): 


5 5 1 53 1 а | 2 
ЗЕЕ (+ (че) +... 


Е (3, С из) в= + ее аа ее Е Эньы а. 
Отсюда 
В: 5, во - - | 
ео Уь+ (5 У вон У) + = У. 
Итак 


(26,) 


Переходя к вопросу об определении погрешности остальных выше 
приведенных формул [(27) — (31)], используем следующее положение: 
если функция (7, т,, ...,%,) непрерывна в интервале значений ее п 
независимых переменных а < д < а, - 6; (1=1,2,..., п), то имеет 
место равенство 


Ха, =. а) в? (в -- В; -.- за, 6.) = 
= (А-Ь) 7 (4. 06,; ...; а, 06,), (36) 


где 0 < 9 < 1, а Л ив одновременно > или < 0. 

Пользуясь приведенным положением, можно легко вывести остаточ- 
ные члены для всех разбираемых формул, считая, что подъинтеграль- 
ная функция непрерывна внутри разбираемого едипичного куба, диф- 
ференцируема до соответствующего порядка и не обращается в бес- 
конечность внутри указанного куба 0 = 5; <= 1 (1=41,2, ... , п). В послед- 
нем случае иногда бывает полезным выполнить предварительно инте- 
грирование по частям, а затем уже перейти к использованию формул 
приближенного вычисления. 
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Выполняя требуемые вычисления для всех выведенных ранее фор- 
мул, получим следующие их выражения с остаточными членами: 


9 1 
57,5% (0, 0, ‚› Ее (1, 4.1... )-ЕАЯ, 
Е Е (27,) 
НУ, Хы, 
3 т Л 1 
1% (3,5; ‚9 Но (В а: 8 
Е ро Г (28,) 
Б) 
о. = (0, 0, ›0) 5 р 5) +А, | 
э 
С т. \Уо; | _. 
а 9 > 
АГ Е 
50, 0; - 5-е (3,3, 3) |+, 
(30, ) 
1 тр Л и 
В- 5 9—5 65; 
У (о ов) Ноа ТВ, | 
Е. (34. 


У 2 м 8%“... 
аз = а О: | 
ЗУ5 ’ > ЧТ 5835 2 


Все эти формулы абсолютно точны для того случая, когда функ- 
ция ] (7, 2,,...,4„) предоставляет собою полином степени не выше 
третьей, в остальных случаях погрешность определяется по остаточ- 
ным членам. 

Из формул этого же типа можно указать еще на одну. Если обра- 
тить внимание на тот факт, что переход от произвольной области 
интегрирования к единичному кубу уже унифицировал изменения 
независимых переменных у, /,, ..., У», то возникает вопрос, нельзя ли 
пойти еще дальше и вообще отказаться от различных между собою п 
независимых переменных, т. е. перейти к одной независимой пере- 
менной. Таким образом возникает вопрос, можно ли и с какой оте- 
пенью точности заменить вычисление интеграла 


Вы! 1 
Е \\ н \ в (Ур, -.. ›И,) 92,42, ... 
0 о 
вычислением интеграла 


о (у, у, ... и) ах= 


< 
| 


1 
[20 О У зд. ® бу, 69, я 6у) | 4х = 
0 


1 


ть 
а о я а 
=0 (0,0, ... , 0) 5 2 ды ® ($, ИН) 
1 
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где О <Е<1 и под у подразумеваем попрежнему 2’. Оказывается, 


что возможно, так как действительно 


1 
п 
оо 


к д 
+ Уи ду ® (бу, бу, ..., бу,)] аз.@т, „.. ати = 
я 72 


= (0,0, аи = У (Е +... а) = 
ь 
= о (0, 0, ..., 0-51 У [2-е ‚9+ 
$ == 
Е о. 
7=1 ба. 
а о (9;— В ®у, 
1 5} 


где все б и 1 заключаются в интервале (0, 1). 


Остается вайти остаточный член искомой формулы. Непосредственное 
интегрирование и формула (6) дают 


$ $ 5 
ры, 5, = - (5 И 2) (= | _ | —) | 
ИЕ. Г 5 - $ 5 + $ = | 
бас СЕ Е — А 


— 4 в 
т о: = и а ке м к 


ынанг №: А 
в) о 1 Узз| оЛа — Уз |Уза| Га — Уза | Тат] оТа Л |Льв| ол — Уз 

50 ® = 1.000007 1 —= 1 — 1 — 1 а 
И И Че, г. мы Я 

5 з = 0,33333 | —| - 0, 33333 | 1| — 0, 66667 = — жы = 
1 Л Я 

а =: = 0, 200001 —| - 0, 20000 11| — 0, 80000 ие 0,13333 ЭЯи = 0,05926 
Л || й 

Ой э =0, 1114111 —| - 0, 11444 | 1| — 0, 88889 2 — 0, 22229 27| — 0, 14815 
1 1 41 

93 = 0, 14236 |—-| --0, 14286 |1| — 0, 85714 5 — 0, 19048 162 — 0,11023 
Л Л 41 

ал 15 = 0,06667|—| -+ 0,06667 |1 — 0, 93333 ая 0, 26667 И 0, 18642 
1 : 1 41 

бла |57= 0,03704 | —| + 0,0370% |1 | —0,96296 |; | —0,29630 |155 —0,21605 
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Таким образом имеем окончательно следующую формулу: 
та 1 1 }\ 
\ и. о \ оу. и) 9-Я, | 
96 . () 
) 


= —& > Фу. 

Чтобы сопоставить между собою основные из предлагаемых в этом 
параграфе формул, составим сравнительную таблицу их коэффициен- 
тов (см. стр. 440—441 внизу). По этой таблице в каждом отдельном 
случае вычисления можно провести предварительную оценку того, 
какой из формул или каким их сочетанием выгодно воспользоваться 
в условиях данной функции. 


$ 7 


Для случая, когда уэ=2, формулы (5) и (22) дают 


® (> У» гы У») = м Ел Е 1 Е КА ен пн (Аль о а Е -..) 
т == © (9, 65 =. 56) Юо(а @ Ею (ара ар 
С 
— к в ©) 5 
А, —  (а;; 6, 6, С 6.) = 5. а | (= | =: ) 
Система (25) оказывается для этого случая следующей: 
ЕЕ ЕЮ | 
а, )., а,^, На, (7 7.) Св 1^, = 5 2 | 
ь Е (25,) 
а. а, а? (-^,) + Ст), = = | 


ТГ. Желая уменьшить число слагаемых и число различных между 
собою коардинат в окончательной формуле, примем а, =а,=6, = а,, 
что приводит к новой системе: 


Л о 1 — Чо зо оЙ 1 — Узо Ув оЙ 1 — Ув Ул 071 — Узл Ут Ла — Уз? 
й — 1 —- 1 — 1 — Л — 

1 Л 1 1 Л 

Е © 55. © Е -: ЗИ ых гы > 

Л 2 1 Н 1 

г -+ 0, 03333 < — 0, 02222 т) | 0, 08889 РЕ — то — 

Л 2 Л й И 

р — 0, 05556 = 0, 11111 © к ве — 0, 038389 Е: — 0, 08889 
й 4 з 1 ГЫ 1 

тр -{ 0, 05952 9 | == 0, 00529 57 - 0, 10582 135 -- 0, 01693 т -- 

ь 0, 016 Е. р -- 0, 02963 и — 0, 05926 =. — 0, 07619 
15 | —0,01667 | 55| —0,08148 57| +-0,02963 155 ‚ 05 г ‚076 
2 0, 04630 и 0,11111 Е. — Ри — 0, 08889 Е — 0, 10532 
о а ВА. 27 135 Аи и . 
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ее) + =Ь | 
г ЗЕЕ Се „^.) На, (^, +^,) = 0 


3 
а ес фа Ею) = — 
4 


о О Е ны 


1 (п — 2) 16 
—= ре о (а, а,, -*-› @,) Е дБ ® (ата аа 
с - 
4 > о Г (38) 
5 3) №9(45 4,4... ,а,) |, 
аз Л 
т 1 3 
= о О=а, =: или с=а, = 1 
@з 3 


`- 


Разберем несколько частных случаев: 


3 
А) Примем а, =0; тогда а, =;5, и предыдущая формула примет вид 


г ее 


1 
181 


[5 5 (13 —4п) ® (=, — м 5) 16% (0, 0, ..., 0) 


к Аа ЗА 39) 
ею ( ) 


Для случая, когда п=1, эта формула переходит в соответствую» 
щую формулу Гаусса. 


В) Примем, наоборот, а, =0 и а, =; из формулы (38) получим 


1 5 ОЕ о э 
= 4 (14 —5п) в (0,0, ..., 0) 25% (555-25) + 
С» 


х о 10 
+20 Хо (5;0,0,...,0)}. (40) 


При п=1 эта формула опять таки переходит в формулу Гаусса, 
а при п=2 формулы (39) и (40) оказываются одинаковыми, так как 
роль заполнителя перестает тогда сказываться. 

С) Обе предыдущие формулы— (39) при п =4и (40) при п > 3— 
будут обладать одним отрицательным коэффициентом. Для того чтобы 
избежать этого для возможно большего значения числа и, нужно 


3 р г 
выбрать число а, так, чтобы обратить в формуле (38) выражение (а, Е 


1 
в максимум, т. е. надо принять а, =1. Тогда а, =;, и формула (38) 
дает 
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45 в (41) 


р) В формуле (38) можно уничтожить еще одно слагаемое, если 


принять 
1\° 4(п— 2) 
(а, ра о 


т. е. взяв 


Это возможно при 3 = п=< 7, так как иначе рассматриваемые точки 
оказываются вне куба 0 = х, < 1. Итак, 


сй 


и имони о Увианчь ов} 


П. Желая упростить в смысле Котеса расположение точек внутри 
единичного куба, рассмотрим следующие случаи значений чисел а; и 6 
в системе (25,). 


(42) 


3 


а й 
А) Положим а, =6, =0, &=( +) а .@,=1. Система прини- 


мает вид: 


а потому получаем формулу 


и = [2(5— 29) (0, би: ‚б)- 32° (+, а +) + 
Ст 
Зо (6, а Ха о (43) 


что при п=1 действительно соответствует формуле Котеса. 
1 
В) Полагая а, =6,=1, а, =--, а, = 0, мы получили бы аналогичную 
формулу, но при ином заполнителе: 


пе [25 (0 0, 0,...,0) +32 | 
Си 


т О р (44) 


ГАА А. Б. ТИЦ 


Иной выбор а, и заполнителя 6, ускорял бы получение отрицательных 
коэффициентов, так как увеличивал бы абсолютную величину коэффи- 


циента /\,. 

С) Полагая =(5) =в=Ь; =) =, а. =1, получим 
снова обобщение формулы Котеса, но уже для четного числа точек; 
иной выбор заполнителя (в, =, =) привел бы к получению отри- 
цательных коэффициентов: 


1 1 1 1 э о 9 
611 = 1556 {25 (23 — 5%) (5, ОЖ _ +675 % (35,35) ... г — 


+46 (1,4,..., 14125 Хо (5,5, (45) 


ПТ. Желая упростить в смысле Чебышева коэффициенты, положим 
в системе (25,): 
А) Для случая четного числа точек 


а, =а, =, + а,, \ 
> а 
М-Н № - Сиам а М=-, } 


что приводит к условиям 


ира =-, ‹ 
я А 
(а, —а,) =. | 


Таким образом найдем, что 


‹ ЗУ5 | 

= 4 

Е 3) 
3—п 

=, 


а потому получим следующую, весьма изящную по своим коэффициентам, 
формулу: 


ол=- | З—п) (а, а, © (в в. Е | 
0% 
+», (ааа. а: : (46) 
ИУ ы ее 
из (1-уз), = (41+) 
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что приводит к условиям 


5 с г = 
4—8 = › @> на=>, а =к. 
Формула принимает весьма громоздкий вид: 
ола = д [160 (®—1) УМ + (625 — 756) 0,0. 0- ] 
+ 98 в (а, а,,... ‚ а,) + (160/11 — 478) в (а а»... а.) + 
ы ) (47) 


а ‚0, 


5-ум 5+Уи 
о а Е 


Сопоставление между собою формул, выведенных в этом параграфе, 
проведем опять-таки с помощью таблицы их коэффициентов. Эта срав- 
нительная таблица, на основании высказанных ранее соображений, даст 
возможность составить выражения остаточных. членов этих формул 
и судить о желательности использования тех или других формул для 
каждого отдельного случая вычисления (см. стр. 446—447). 

Произведя надлежащие вычисления, получим следующие основные 
формулы, соответствующие случаю, когда у=2, в их окончательном 
виде: 


-3 з 
„= [5 (13—4п) о 55) 16% (0, О | 
Ся 
А | 
+20 Уь (0; м: у +, (39) 
о о 
в ду (ба, 5% от) -Е 
146 «л 03 
И › т); 
3 8 
ле 14 (44—51) (0,..., 025% (1,...,5)+ | 
(611 
+20 У (5; О, Оу, (40,) 
= 555 2498 —В5 2 | 
й 1 
61 5(7=п)® (5, ‚5-1 о) 
{7 
ь ии 1 (41,) 
+5 УХ (1; 5:5) А, 1 
—8 > В а 
1575 20 9; } 


7 Известия АН, Серия математическая. № 4—5 
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5 ол Уз о 1 А Тзэ о ол аа Ло Таз ол = Ла Лаз 1 > Лаз 
5 | 4=1,00000 |1 = 1 = 1 | а а = 
4 1 1 1) 1 
5; | 3=0,33333 |5 = з | Е > 
й 1 1 а | 1 
5, | 5 =0,20000 |5 те = Ге = ==: < 
| 
1 1 1 1 1 
5 | 5=0,11141 |9 из э -а г сы < 25 
1 Е Е 13 1 
* Ре Я ре *: 0% " 5. ВЕ == к 9“ 
5, | =0,14286 |55| + 0.02286 |5 + 0,02286 |5= —0,03048 |5 0,02381 
1 1 1 1) 7 
5 | 5=0,06667 15 =: т ое г == 55| — 650441 | 
1 1 1 11 7 
Я р а ы Е Е А О ее Е р 
ба | 57 = 0,0370% |55| +0,02370 |1 0.02963 |5) — 6501185 |6 0, 04074 
1 
п во (а, ) а,) Е Я 
с 
и 
а ь- ас... а.) Е, 
(п — 3) 
6 — 
= (2 а — У 5 (42) 
8 м 
= 0:5 
ЗУБА 9 
1 2 1 ее 
= ее ое. Е 209% 
г (1 УЕ)“ Ч бы ы а >) ) 
Е = 
4: 1 й ] 
О 2 : с 85 
ал 8126 п) (0, ... ‚ 0) 32 (4 м .) и 
С 
+35 (4,..., 0-4 Хо 0,... ро че В. (43,) 
1 т 
В= 5 Хи ат й) 55% Фи › 
1 1 
„Аа $120 (0, ‚0)-+ 32° (+, —_ ] 
Сь 
и (44) 
1 ие <“... 13 « .. 
В — 3 о фа И Нд И) 
4 9 
о {25 (03 —5)о (%, в) 1678 (5-58) 


| 
446% (4,... ‚425 Хо (1; Е к) +, ‚ (45,) 
8 У 8 и к Ва. | 
В= 39375 и в жа, — 46875. Фев у } 
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44 9/1 — Ча Ла о71 — 145 Ле о] 1 — Ув Лаз о а Лат 
Е КЕ Я ЕН Ир 
1 — Л = 1 Е 1 ре. 
и а 1 1 1 
3 5. мы г > `8. г: 
1 $ О 1 й 
5 = 5 ре 5 г 
1 не ей 1 й 
9 9 в 5 ра 9 ча 
ть 293 1 29 
в | — 0,02384 |555 | —0,01344 в. + 0, 01693 Е + 0,00860 
7 359 1 105—8И м 
Е) ее Ь р э 11 
=. 01111 | своё | + 0,00284 т ти 0,00599 
—1 - | 443 й 8 105—8 Им 
2 | + 0, 04845 || — р Ее 
96| + 004815 | 575 0,02323 88(5+ т 0,02650 и 0,03562 
И 
0 и —п) о (а,, ‚ а.) 
О ] 
о (45... › 6) + Хо (а; а... а) ЕЕ, И 
И (46,) 
5835 24° — 135у5 =, 
1 2 1 2 
и 
Я ав 
ол 5 {160 "ИМ (625—576) (0,. 2,0% | 
а. 1. а) —(160У М — 21 вое Е 
с% 
32 48-БИ М) Хоа; 0)... ‚0)} В. (47) 
13 Ну Ш ИИ я 
Я = 5072 о РЕ Хо, 1080 и. 
1 = 1 яя 
а.=5(8—И 14), а=в(5 УМ). ) 
Все эти формулы абсолютно точны в случае, когда функция 
1(7,, т,, ..., 42») является полиномом степени не выше пятой; в про- 


тивном случае погрешность определяется посредством указанных оста- 


точных членов. 

Формула (42,) при п=3 совпадает с формулой (46,). 

Из формул с такой же точностью, т. е. аналогичных приведенным, 
необходимо указать еще на один тип формул. В тех случаях, когда 
вычисление последовательных производных функции ® не представляет 
затруднений, выгодно использовать эти производные сперва для уточ- 
нения получаемого результата, а затем уже для оценки погрешности. 


иж 
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Так, воспользовавшись, как основой, формулой (26), получаем, согласно 
формулам (15) и (17): 


„.=5. ++ (+91) +(% + И 
Ни 


—{ 
1 1 А и м: 
| ан и=- х 


27 
те 54а я 5 = 552 РЕ 1 Ня би | 
81 | 


„7.9 (3 и 5, + (19 5 В. г) 


56 
К (а-я — ба 5095 055 ) + а 
Разлагая же функцию ®(У,, У,, ..., У») в ряд Маклорена, найдем, что 


1 д д (1) 
О О ме б-ат (мнаи-- Е --- ди)  (0,..., 0) - 
1 д О 
т (1+ --- Ед) И ее 
Л д а\6-и 
очи (Ави +. Ни)”, ..., 0+ 


1 д д () , 
-- (узы а Чьи.) в (бу)... , 0»), (5,) 


Отсюда следует, что 
й 1 их 
УХ (4, ... .у=2-1- 5 Хы .+(3- 2. ов 


2 
+2.1. т Ув, ) + [4.3. И У +3.2. ее. 


211 32; 
у? ту у? ту 
ох а» 2.1. Аа! Учен |+...) 


| 0 
а 9..4) 


^ Хо (а,...,а)=2, + (6)а5,-- 2%а5,,) 
+ (12^а°5, -- 6\а*5,, - 4№а*5„„- 2^а*5.,)+. 


й 1 
Поэтому, полагая А и а=-, получим 


Г 1 4 

„7. (3, Я: 5) то (+ Но 5 р. 
В 

—- и а бу за 55 а пб ии 


- 8.388 (3,...) :)- 55. (= 5,- 355 ) + 


8 4 8 4 
( Е ба 405 за 405 5, + 5 


16 16 16 
Изв + (в 5. Е 5535 Эва 5 и она 
=0,01693 5, -- 0,03954 5, -- 0,00564 5, -0,00790 5, ... 
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Таким образом формула т примет теперь следующий вид: 
} 
мт 
о], =® 93 > Я. ° (3, | о. | (48) 
о ту 
(ют уу). | 


$8 
Для случая, когда у=3, формулы (5) и (22) дают 
® (1, У2, -.. › Уи) = Ао- [Азо...о1-- ...]-- [(Аж.. до... 
- (Ашо... оу» ...)] - [(Азо... 0 - ...) + 
..) 


+ (Аз... оу ...)- (Азшо... оу ...)]; 
о, = (аа... а] ГА (а, а, ... а) [2 (ана 
те 
+^, У(а,; Ба В,) | + [аа за) 
(6 08 


А. Уо( В) р де 


анна 


Система (25) принимает соответственно следующий вид: 


М № (эм) бам С) + | 
Са С Си в 4, 
а1 1 -—- а №з | аз (Аз -- Ал) -- аа (Аа-- Лэ- СиаАз) 
== Се АЕ И = 2 
а | аз\а | аз (а Аа) - а (4-Е т 
ЧЕ ИС а + С Вь-- С =, 


я | аз\ а (73 НА!) р ба (74 ра ЕО АЕ 
== И 6 Са Ева 1Аз = 


(25,) 


Л ; 
(ав) Ач (и + (4 — Св, 
(аз Ьл) (аз — в) (ав 65) (4 — 6) 
ть 8 
+ (а + 6з) (&4— 6) Са Ав =, 
Ь: (аа — В.) ЖЕ В (44 — 6) ЛЕ 
- 63 (а, — а (аа — 6: №= 5 : 


МЫ д 
— 


1. Желая уменьшить в смысле Гаусса число участвующих в фор- 
муле точек и главное уменьшить и упростить группы симметричных 
точек, возьмем все заполнители 6,,6,, 6, равными числу а, и кроме 
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того положим а, =а, и а, =а.. При этих условиях система (25,) пере- 


пишется в таком виде: 


( ше щ =, 

| аа На, =, 

| ыы т, 

\ ира ра = : 

| (а, › 

(«.-а,) (а. —а,)* в, = 5 : 
| @т (аа—а,) в, 2 (а, —а,) = = 


где для сокращения записи положено 
[ ш= 0%) + 01-1 ба № + С ь, 
О А ое 
но, №) "бла 


Решая систему, получим 


___ 48+ И30 18 —У30 49 
и —= че Ва — 36 , ОЕ 
т. — 49 (18 —У 30). 

р 7776 ь 
145—230 15+ 2730 
О . 


Координаты рассматриваемых точек М, и М, являются, таким 
образом, действительно квадратами корней полинома Лежандра первого 
рода, соответствующей степени. Формула в этом случае имеет весьма 
громоздкий вид: 


1 : : 
„7, = зв | [48 (726 — 343 п 49и?) + 


| (334 - 147 — 49?) / 30] ® (а, ... ›а,) + 
4-2 (1242 — 167 За, 2-93 ИЕ 
а 
- (®— 2) У 36] УХо(а,; а, -.- о @,)- 
-- 98 (18 — / 30) о их ‚а,)}, (49) 
о 


П. В качестве более удобной для вычислений формулы, точной 
опять таки для полиномов } степени не выше седьмой, приведем, нз- 
пример, такую. Полагая ради упрощения координат точек 


82 1 Е 4 
=), „= (+) РЕ „=(+) =-, Я = 
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и беря все заполнители равными нулю: 


Для случая, когда э=4, формулы (5) и 
в (У, У», 


1] о Я ‚< 
Е - | 5 (56и7 — 855 + 2023) ® (0,0,... ,0)+ 


41945 а Бань ео 
съ 
%| 4 
+ 37 в (1, 1) +2187 Ув (+; о, ...,0)+ 
с» 
16 (148 — 351) \о(1; 0,...,0)+ 
и 


+560 Хо (1,1; 0,... ТА, 


1 м м ту 
В = и ы т 
- 243 13 [У ие 
1219 ТУ 4 «ТУ 
— 2800 2 2 -Е а | ал — Ум от | 


= —0,0002743 Ув + 0,0000754 У ®лу 
— 0,0047946 У ед» - 0,0023546 У ов, — 
— 0,0051734 Увы. 


Проводя сопоставленме коэффициентов, получим: 


Б, =6,=6,=0, найдем, 


что 


] 


— (50) 
) 


и (22) дают 
и И „Е [СА 20. ах 
РИА о. ры уу, -+.. 

+ [А.Е ...) (Ав... У. 


Е (А лоно а У 9-Е...) (А ладонь Уг Иа У Уа-Е --.)]} 


а Ре 
СА 6 У: У. Е че 
во а уз-+.. 


И о тд о И 
1 = 1,00000 1 = д = я ее — 0,00658 
- = 0, 33333 з ме О ие = 0, 04762 т -| 0, 00045 
- — 0,20000 = ба == = 0,04000 м. —= 0.00747 
9 = 0,1114 у О {5 = 0,0222 т -- 0,00470 
_ = 0, 14286 - и ы = 0,01235 Е — 0,00547 
- = 0,06667 г те 
1 —0,03704 = 
нА 27 
59 


5ДЕ- 
Е 


в (а) Е (а, 8 


с 
+ [№ ® (а ...› 45) Е А, Жо (а; В,» ..-,6,)] + 
ба Св 
+. о (а, ..., а.) Е ^, Хо (5 6,, ..-, 6.) Е ^, Хо (а а,; В, ..., 6,)] Е 
с8 с* ° 
+ © (а,, 4) +^, У (а. т ь,) + ^, Хо(а,; бо, БЫ 
© с* 


+ № Хо (а, а; Я ь,) + ^, Хо (а, Я. бо, В) |= 
= +35, ( Е 5-Е т 5. ) + (5 5-5 Зы) = 


1 1 1 1 1 
+(5 54 - 91 Эа РБ Эаа Набоз: Риодиы 


Отсюда и получились бы снова системы (25:) и (25). 


Г. Желая уменьшить число точек и упростить группы точек, доста- 
точно опять взять 


с тем, чтобы система (25.) привелась, как и при ранее рассмотренных 
показателях степени у, к тому виду, который соответствует случаю 
плоского решения в смысле Гаусса. 


Полагая для сокращения записи 


ры = (0, + ^,) Е 4. (У -Е А) + С --С м 6 МСА, 
№, = (^,- ^.) | № -ЕА \) НС, 1 ЕС» м 

|, НА. НА, С, ЕС. , 

[ в (Е) С, 

| и; =^, - Си. а С 

( щ=А, С.А, 


запишем системы в таком простом виде: 


и + в=Ь 
аз, Ра, №, = 
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о а (аа, 5, ео 
а, а ак =105° 
ее 
аз. аз р -- (45-5 а,а,- аз) (а, —а,)* №, ==, [3 
аа рав, аз-Е2а,а, Е 28) (аа, = 5, 

аз, - аз рь- (а5--2а, а, +2а.) (1, —а.)* ^, аз Х,-разь, ==, 

али аз (а --2а,а, 309) (а, — а.) К, аз уаз а д, = 


В силу симметричности построения системы (254) относительно 
неизвестных р, и р, мы скажем, что а, и а, удобно считать корнями 
одного и того же уравнения 


ру’ 4у-+т=0, 


а потому решение этой системы (а также и систем, соответствующих 
более высоким показателям степеней) можно вести таким путем: 


а 
ар, а; р =: т: 
И 
ар На ь = |-9|-г 
Е з 3 1 
аз, РБ = 5 55 9) 
а 
аз, + 45, = `Р 
и ира 
Е А 
У ВЕ 
5 Нуэ9=0; 
откуда находим, что 
р И 54 г 
ви а м) 
ЗБ УВ г 
а 1 аа 1108 
57 э 5 [7 Э 
или окончательно 
р 
о” 


Поэтому уравнение, определяющее величины а; и а,, будет 
63" — 70у- 15 =0. 
Координаты рассматриваемых точек являются действительно квадра- 
тами корней соответствующего полинома Лежандра первого рода. 


Итак, 
35—-2И70 352170 
И ГИ о ВСЕ ЗЫ 
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Решая теперь системы (25:) и (254), получим 


64 
Е 295 › 
322 + 13 И 70 322 — 13/70 
= 900 зы. 900 ? 
А 79 О. 
_ 7(17486 — 1847 У 70) 
ие 455625 : У 


После этого можно найти и все необходимые коэффициенты № и ^,- 
Выбор 6, =а, вытекает из требования системы (25), что 6, = 6.. 


П. В целях упрощения координат, участвующих в вычислении 
точек, достаточно было бы положить, разбирая, например, случай не- 


четного числа точек: 
1? 1 1? Л эт 9 1 
а о 
1 
о 


1 2 


Ь 


о ГА ; 
ит. д. 

Таким образом видим, что путем надлежащего выбора неизвестных 
в системе (25), представляющей собою общее решение поставленной 


задачи, можно обобщить формулы Гаусса, Котеса и Чебышева на слу- 
чай п-кратного интеграла. 


$ 10 


Ради облегчения вычислений при нахождении приближенного зна- 


чения интеграла ‚/, по формуле (22) целесообразно иметь возможно 
большее количество заполнителей 6; равными нулю, а затем едини- 


це. Поскольку же числовые значения заполнителей 6; выгодно выби- 
рать среди чисел а:, как это уже указывалось ранее, то следовательно 
возникает необходимость ввести 0 и 1 в число значений этих величин. 
С другой стороны, с точки зрения плоской задачи значения абсцисс 
О и 1 обеспечивают участие средней и крайних ординат при выбранных 
пределах интегрирования —4, + 1. 

Таким образом, получение формул, удобных для вычислений при- 
ближенных значений и-кратных интегралов, требует предварительного 
решения плоской задачи о вычислении определенного интеграла с -уча- 
стием средней и крайних ординат. Эта задача состоит в том, чтобы 
удовлетворить условию 


+ т-ы 


аз = Ума) += (51) 


—1 


где все т--2 коэффициента \; подлежат определению, а из т- 2 зна- 
чений абсцисс х; известны всего два значения: %=0, хи: = 1; осталь- 
ные же 7% искомых координат удовлетворяют неравенству 


Пе (52) 
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Наличие 2т--2 неизвестных дает возможность сказать, что фор- 


мула (51) будет точна в тех случаях, когда функция ] (51) — многочлен 
степени не выше 4т-- 3, т. е. при 


1(2) =а, а, ха, +... @ат-- ХАТЕ? | ата ТЗ, 
Введем новую функцию 


Е (2) = 1 (2) +} (—=) =2 [а, На, 2 --... + дате 2АТ+] , (53} 
Формула (54) приведется теперь к виду 

+1 1 

= =: о ИЕ а @4 @4т = 
} о еде [, а Е 

т-1 

== 2 > № [ара -Рая-... ата пт], 
=0 


и следовательно вся задача сведется к известной уже нам системе 


о ] 
п] 
^, 91 а, вс А Ух НЕА | 
1 
^, у ны ^, у НГ Ам ы Ни го р (54) 
5 т+ - :2т+ 2+ В | 
А Ел АУ неа, } 
где уу=127 (7=1,2,....т) и О<у;<1, согласно условию (52). 
Составим по корням у,,у,,....У„, 4 уравнение 
Ро АН... р Ур, =0 (55) 


и используем его следующим образом. Умножим второе уравнение 
системы (54) на свободный член р,, третье уравнение на коэффициент р, 
четвертое на р,,..., (т--3)-ье на р„,, и сложим. Поступим аналогично, 
но начиная с 3-го, а не со 2-го уравнения; затем, начиная с 4-го, ..., 
(т-- 1)-го. Это даст нам т однородных уравнений, к которым добавим 
еще одно условие, что 1 есть корень составленного уравнения (55): 


Ро Ра Ртьзл 
3 Я 5 3 бт 8 == 0; ] 
Ро Рл Вт +1 | 
5. 7 7 а Я —_ \ 
(56) 
Ро | ОЕ Рт+1 ==) 
те ПП ааЕу ИААЮ И АТС : 


р г о. 


Отличие последнего (добавленного) уравнения от остальных уравне- 
ний системы (56) приводит к тому, что решение этой системы сведется 
уже к полиномам не Лежандра, а к иным. Действительно, для полу- 
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чения многочлена, удовлетворяющего требованиям задачи, достаточно 
рассмотреть полином 
т т-1 
= И 1) 2 
имеющий следующие корни: 5 = 0 — корень кратности 2т-- 1, их = + 1— 
корни кратности т--1. При этих условиях полином г будет иметь 


С 
значение х=0 корнем (2т — 1)-ой кратности, а -- 1 корнями т-ой крат- 
ности, и сверх того простые вещественные корни - ,%,, удовлетворяю- 
щие условию 0 <, < 1. Рассуждая аналогично, мы скажем, что поли- 


ном будет обладать корнем х=0 кратности 2т—3, корнями 


423 
4? 
<= -1 кратности т—1 и, кроме них, простыми вещественными кор- 
нями |, и + ,0,: Ох <, <, < 1. Ит. д. Наконец, о поли- 


т- 
5 


у"? который обозначим через $ (т): 


номе 


1 

а” т. т-1 г 

9) =дту "(9-е у=т, о 

мы уже скажем, что он будет обладать лишь 2т-Р 3 простыми веще- 

ственными корнями: 0, -- и, , -Е пб, ..., 1 ибт, + 1, удовлетворяющими 
Урловию 0 о. ча, < 1. 

Таким образом, найденные значения „а; можно будет принять за 
искомые значения абсцисс х, как только мы убедимся в том, что 
система (56) ими удовлетворяется. Для этого рассмотрим такие инте- 
гралы: 


1 
Вы о ах, тде в =1, 2% 


Пользуясь условием (57), сразу убеждаемся в том, чте все они равны 
нулю. Записав же функцию $(5) в виде 


$ (1) = 9. 2+ 4,2° а а (58) 


найдем, что эти же интегралы дают требуемые системой (56) суммы 


т 


Л | [Чоае-- а, а... фиат] дд = 


90 91 Ч тьл Е 
а и ор атво 1 По, 


Кроме того, непосредственно убеждаемся и в том, что $(1)=0. 
Таким образом видим, что коэффициенты полинома $ (2) удовлетворяют 
всем требованиям системы (56), а потому искомые коэффициенты р 
уравнения (55) достаточно взять равными коэффициентам 4; поли- 
нома (53). Следовательно они определяются из условия 


1 
а” те 
и "(у— 1)" 


= (рЕр: УЕ ... ри и" -Е Риз уе) Уу, где Иа (59) 
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Найдя же из уравнения (59) © (2) =0 значения абсцисс д;, требуе- 
мых формулой (51), мы найдем с помощью системы (54) и значения 
коэффициентов \;, так что для случая, когда функция ] (5; — многочлен 
степени не выше 4т-- 3, формула (51) будет действительно удовлетво- 
рена тождественно. 

Для случая произвольной функции 1 (2), допускающей разложение 
ее в ряд Маклорена, получим согласно формуле (53), сохраняя найден- 
ные значения абсцисс и коэффициентов: 

1 1 т--1 
| 1 (2) ат = \ Е()аз= Ум Ра) В, (54,) 
0 1=0 


или 
1 
0 Е ват) 0 Е(ат-?2) 0. 
Фа... + а 
0 


Е” (0) 12 рат) (0) а ЕСат-Е?) (6,) 
И ВГ = (&т)! р (ат Е 2)! 


ат+ | В; 


откуда, на основании системы (54) и формулы (36), 


Виа" (1) — Р4т+ (ду) = 


= те 1 (1, — 9 (т, ИН (1) — т (—,)]} = 


Нез (ыы) И (д = 
тез (№ -— 15) (6) 


ее 0. 
Убедившись таким образом в том, что остаточный член формулы (51,) 
выражается через производную (4т -- 4)-го порядка, найдем ее коэффи- 
циент, оставшийся в предыдущем выражении неопределенным. Из той же 


формулы (51,) имеем 


} и (0 1 Дате 2) (0) 1 
2| #0) КР. В (4т 2)! а 
ВЕ т ЗУ» | о 
(4т Е 4)! т + 5 р — . 2! 2 
т-1 
И (0 дате ем А -- В 
@т Е |] + (ат Е 4)! > 57 
так что окончательно Е 
т-| 
оат-4) (0) Л и) ГИ 
В= (4т 4)! (5 Е ИА 
или следовательно не 
2 1 У) ата ) Кат-а) 5. (60) 
В= ыы 
(4т т 5 — 


ео а) 
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+ 


Уравнение (55) дает возможность подсчитать полученный коэффи- 
циент выражения (60). Действительно 


(ра УЕ ри У „.. р, У, Е Ро) =0 


или 


т? — — 
е Рт+л 


а и а 
так что, пользуясь системой (54), найдем 


т--1 
1 


1 
27 2. — | 
5 ми" пи (Ричи Е | 


1 Ей. Рт-1 Рт Й Е 
ат ВС = 


Для вычисления последней суммы рассмотрим равный ей по значе- 
нию интеграл 


1 1 
1 а” т--— 


1 
нее = уталяту бу) 
0 0 


Сыне, 


Выражение остаточного члена (60) перепишется теперь следующим 
образом: 


т! (т 1 Дон ( 


Вна (т+ 5) (+5). . (т И ты В 


где остается еще заменить коэффициент ри: его значением, которое 
найдем из формулы (59) 


) 
р» (60) 


47-3 ат ть 


(т -- 3)! ризы = знака $ (2) = трат 9 (у 1)” = 


= (2т+5) (2т+3).. (т-+-5 ) (2т +3) (2т-2)...2.4 


и которое следовательно оказывается равным 


Рик (т+-) (т+>) а (2т-+т) ; 


Внося это выражение в ОЕ. (60, я получим наконец, что 
ре (т Ел 


С-О[е-ОС-о-С@+ ТСР 


и Е 
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Чтобы иметь возможность провести сравнение полученного выра- 
жения остаточного члена А с остаточным членом формулы Гаусса, 
выполним дальнейшие преобразования выражения (60,): 


а [(2т + 2)! И 
— та тб [т 3) (2т 4)... т (ти 


Убеждаемся в том, что остаточный член формулы (54,) отличается 
от остаточного члена формулы Гаусса единственно за счет наличия 
2т - 3 
эт - 2? 
Это говорит о том, что вычисления, выполняемые по этим двум фор- 
мулам (при п=2т--2), давая отклонения разных знаков, в то же 
время мало отличаются друг от друга по величине, что имеет свои 
удобства. Кроме того надо отметить тот факт, что формула (51,) час- 
тично обладает рациональными координатами и коэффициентами, что 
всегда заметно облегчает вычисления. 


сомножителя — если принять в формуле Гаусса п=2т- 2. 


Разбирая отдельные числовые ` значения т, получим при т=о0 
известную формулу Симпсона; при т=4 найдем формулу (?) 


я х =: Е 
уда {32 049 [1(-и СИ У] + 
в. (61) 
в. РГ 000000036 ии 
2205 8! 2 
АЕ) 


При т=2 формула (51,) принимает вид 
т 


т УЕ (124-715) о 
ыы И") +324—тУ15)[у(— И + 


] 


— ‚(6 
=! ( НИ: НИ 5) ] +50/(-9-+/(+0} +В, 
256 и хн ( 
ИО = п = 0,000 000 000 0018 7 
ЕЕ) 


и 


Переходя от плоской задачи к пространственной, мы скажем, что 
случаю, когда т=0, соответствует значение показателя у=1, а это 
приведет нас снова к формуле (27,). Значению т=1 будет соответот- 
вовать значение у=3; выполняя надлежащие вычисления, мы придем 
к формуле 
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1 ь в. 3 
Т.Б {4 (30 — 478-116) в (0,0, ...,0)-+343® (7:7, .„7)+] 
Сы 
+36 (1,1, ...,1)-+98 Уь (530,0, ‚0)+ 
Ст С* 
6 (47—41) Хо(1;0,0,...,0)--24 \о(1,1;0,0,..., 0) +В, 
2 1 2 16 и 
о - (63) 
= — 0,0003023 У ету 
че 0,0019048 У ту, И 
В 0,0021164 У ву, : 
Е 0,0056437 У, ету. ) 


Формула (63) абсолютно точна для случая, когда функция } 
является полиномом степени не выше седьмой. 

Использование формулы (62) для задачи п-мерного пространства 
привело бы к довольно громоздкой формуле, практическая ценность 
которой вследствие этого ниже, чем формулы (63). Зато интересно 
придать формуле (62) тот вид, который требуется пространственной 
задачей: 

1 И 2 

Е {2 а (194 Е 15 —2У 15 д 

\ (2) 42 = пд 256 (0) 3 (124 Е 7у’15) о ( РИ) + 


0 


ь‚— 15. 9 15 | 
+3 (124 —7и 15) ( н ) Е50е (1) } + В, ‚ (62,) 
128 5УТ (2) ь 
В= — “= —0,000 000 597 98 ®\1 (Е) 


и 


с иной целью, а именно для того, чтобы показать практическую цен- 
ность новой редакции ее остаточного члена, где порядок производной 
вдвое меньше, да и интервал значений & будет (0, | 1), ане (—1, + 1), 
что очень важно. 


зи 


Таким образом, мы видим, что задача приближенного вычисления 
п-кратного интеграла „Лв с произвольной областью интегрирования 
сводится с помощью формул (1) —(3) к интегралу „/,, распространен- 
ному на область единичного куба. Этот же интеграл в свою очередь 
заменяется соответствующей суммой (22), слагаемыми которой являются 
значения подинтегральной функции, вычисленные в тех или других 
точках указанного куба. Выведенные примеры формул решают постав- 
ленную задачу различно: 
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1° как обобщение плоской задачи в смысле Гаусса — формулы (26) 
и (26,), (39) и (39,), (40) и (40,), (49); 

2° в смысле Котеса — формулы (27) и (27,), (28) и (28,), (43) и (43,), 
(44) и (44,), (45) и (45,), (50); 

3° в смысле Чебышева — формулы (29) и (29,), (30) и (30,), (31) и 
(31,), (46) и (46,), (47) и (47,); 

40 с использованием фиксированных координат 0 и 1— формулы 
(27) и (27,), (51) и (51,), (60,), (61), (62) и (62,), (63); 

5° путем приведения п-кратного интеграла к однократному — фор- 
мула (37); 


бо путем использования производных сперва для уточнения резуль- 
тата вычисления и лишь затем для оценки его погрешности — фор- 


мула (48); 
7° при различных условиях — формулы (33), (34), (38), (41) и (41.), 


(42) и (42). 
$1 


Приведем несколько примеров практического применения рассмо- 
тренных выше положений и формул. 


Пример 1. 


а. 
ый \ \ с05 2, Хх, 4х, 4х,. 
оо 


В данном случае (у, У) = 08 У у, у,, а потому по формуле (26,} 
найдем, что 


Л=60з + В=0,9450-- В, 


где 


2 й 2 пи У: 2 | 918 
В УЕ. 12 (1 10 1 280 т 


О<В< 0.0067. 


так что 


Вычисляя же этот интеграл по формуле (40,), получим 
5 (0,0) ——1,00000|. 46 
3 СЕ 
к °(5,5) = 0,82 534 25 
о (5, 0) Чо (о, 5) — 2,00 000 |. 20 


Л=ы : 16,6335-- В=0,94609-+ В, 


у 2 У 1 918 | 418 
В= = 525 120 (1 и: 
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862 о 5 ВИН 


так что 
—0,00006 < В < 0,00000. 


Точное значение этого интеграла $11 
981 4 20,940. 


Пример 2. 


Л= Цит ат, ах, ах. 
0 0 


0 
-: 


Пользуясь формулой (37), получаем 


2 


= ИТЕ За в=1+- УЕ ш (2+ У 3)-+ В=1,3802 + В, 
0 
где 
ее. т Е . 
м 6 ить  Бафитв+и)" 
так что 
0,0083 < А < 0,0667. 
Применяя же формулу (50), найдем 
( о (0,0, 0) =1,0000000 | .— 190 
(+ 1 р 
о туз ) =1,154 7005 1245 
о (+, 9» } = 1,527 5252 7533 
о (1, 1, 1) =2,000 0000 7 
+ \ < 
Уо ( :0, 0) — 3,605 5543 2187 
С} 
УХ (1;0, 0) = 4,242 6407 688 
С 
| УХ (1, 1; 0)=5,196 1524 560 


1 


7= 18900 


гле 


— 0,0057 < А, < 0,0070. 


- 26507,934 + А, =1,4025-- В,, 


Если же воспользоваться формулой (48), то окажется, что 


]=1,4142 — 0,0118 -- А, = 1,4024 А,, 


где 


— 0,0055 < В. < + 0,0080, 


что дает результат даже несколько лучший, чем формула (50). 
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Пример 3. Вычислим п2 по формуле (62,) 


41 1 
аа 2с е- 
\ сх — \ я— 97 =, у 
—1 9 
где 
2 
® (у) 5 ны * 
При с=3 получаем 
262 883 -. 
№2= 379 560 + А = 0,693 147 181 35 + В, 
где 
— 0,000 000 004 23 < А <— 0,000 000 000 54, 
а потому 


0,693 147 180 12 < ш2 < 0,693 147 180 84. 
Между тем, пользуясь формулой Гаусса при 7 ординатах, получим 
1 
для интеграла \ а: =ш2 худшее значение остаточного члена А: 
—1 
0,000 000000 017 < В < + 0,000 000 566, 
не дающее возможности ручаться за столько же десятичных знаков, 
как в предыдущем случае. 
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Посвящается памяти 
В. И. Гливенко 


А. А. ЛЯПУНОВ 
О ВПОЛНЕ АДДИТИВНЫХ ВЕКТОР-ФУНКЦИЯХ 


(Представлено академиком А. Н. Колмогововым) 


Изучается множество значений вполне аддитивной функции, прини- 
мающей значения из п-мерного векторного пространства. Доказано, что 
это множество замкнуто, а в случае, когда функция лишена скачков, 
то оно выпукло. Кроме того в этом последнем случае изучено поведе- 
ние функции, когда ее значения принадлежат границе указанного 
множества. 


Известно, что вполне аддитивная функция множеств, определенная 
для всех В-множеств отрезка и принимающая действительные значения, 
имеет в качестве множества значений замкнутое множество, а в случае, 
когда она лишена скачков, —замкнутый сегмент. Кроме того относи- 
тельно такой функции естественным образом определяется понятие 
метрического типа множества; оказывается, что в случае функции, 
лишенной скачков, в концы сегмента отображается в точности по одному 
метрическому типу. Очевидно, наконец, что всякий замкнутый сегмент, 
содержащий начало координат, является множеством значений некото- 
рой вполне аддитивной функции. 

Настоящая работа посвящена выяснению вопроса о том, в каком 
смысле эти свойства сохраняются для вполне аддитивных функций, 
значения которых суть векторы п-мерного линейного пространства. 

Пользуюсь случаем выразить глубокую благодарность А. Н. Колмо- 
горову, давшему мне при редактировании этой работы ряд чрезвычайно 
ценных указаний, которыми я воспользовался, особенно при доказа- 
тельстве теоремы П. 


И 


Мы будем рассматривать некоторую систему подмножеств {Е} неко- 
торого абстрактного множества Х, инвариантную относительно сложе- 
ний с конечным или счетным числом слагаемых и взятия дополнений, 
а также п-мерное эвклидово пространство А”. Во всем дальнейшем 
буквами Е, ©, В, В с различными индексами обозначаются множества 


системы {ЕЁ}; буквой хс различными индексами— элементы множества Х 
(мы будем называть их точками множества Х), а буквами а, 6, е— 


векторы (или точки) пространства А”. 
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Определение 1. Ряд векторов назовем абсолютно сходящимся, 
всяи сходится ряд из их длин. 

Очевидно, последовательность частных сумм такого ряда имеет пре- 
дел, т. е. ряд сходится. 

Определение 2. Функцию $(Ё), определенную на всех множе- 
ствах системы {Ё} и принимающую значения из В”, назовем вполне 
аддитивной вектор-функцией, если, какова бы ни была система попарно 
непересекающихся множеств Ё,, ЁЕ,,..., Ви,..., ряд 


Ф(Е,) + Ф(Е,) +... + Ф(Е)-+ ... 


абсолютно сходится и 


Ф(Х Е„) = У з(Е»). 


Определение 3. Мы будем говорить, что функция $Ф(ЁЕ) тожде- 
ственно обращается в нуль, $(Е)==0, на множестве Е, если она равна 
нулю на всех его подмножествах, входящих в {Ё}. 

Определение 4. Метрическим типом множества Е мы будем 
называть совокупность всех множеств ЕЁ’, таких, что 

Ф(Е^—Е)=х(Е — Е’) =0. 

Метрический тип множества Е будем обозначать Е”. Наряду с функ- 

цией Ф(Е) мы будем рассматривать функцию ©(Е“), определенную так: 


Ф(Е") =+(Е). 


Определение 5. Если множество ЕЁ таково, что Ф(ЁЕ) = 0, и для 
всякого Ё, СЕ имеет место одно из двух: 


либо Ф*(Е,) =0, либо Ф*(Е,) =$(Е), 


то мы будем говорить, что на множестве Е функция $(Е) имеет скачок. 

Определение 6. Если существует система попарно непересекаю- 
щихся множеств Ё,, Ё,,..., В»... такая, что УЁЕ„=Х, и на каждом 
из них функция $Ф(Ё) имеет скачок, то мы будем говорить, что $Ф(ЁЕ) 
есть функция скачков. 

ЛЕММА 1. Какова бы ни была вполне аддитавная вектор-функ- 
ция Ф(Е), существуют два взаимно дополнительных множества Е’ ип Е” 
таких, что $Ф(Е’. Е) лиена скачков, а $(Е’’.Е) является функцией 
скачков. 

Доказательство. Пусть {Е*} есть совокупность всех метрических 
типов множеств, на которых $(Е) имеет скачок. Покажем, что их не 
больше, чем счетное число. 

Пусть Ф(Е) имеет скачки на Е, ина Е, и Е! + Е,. Тогда х(Е, . Е,) =0. 

Так как $(Е) имеет скачок на ЁЕ,, то есть только две возможности: 
либо Ф(Е, - Е,) =+(Е,‚), либо (В, -Е,) =0. В первом случае также 
Ф(Е, - Е,) =‹(Е,). Но тогда 

+(Е,- В,- Е) = (Е, В, - Е,) = 0, 


т. е. Е, =ЁЕ,, что неверно. Таким образом $ (ЕЁ, : Е,) =0, и следовательно 


$(Е, —Е, - Е,) =$(Е,), т. е. метрические типы Е! и Е: имеют непере- 
секающиеся представители (Е, — Е... Е, и Е,). 
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_ Допустим теперь, что скачков несчетно много. Опираясь на то, что 
пересечение счетного числа представителей некоторого метрического 
типа есть представитель того же метрического типа, можно построить 
трансфинитную последовательность попарно непересекающихся предста- 
вителей различных метрических типов, мощности Ж,, на каждом из 
которых ф(Е) имеет скачок. Однако это противоречит полной аддитив- 


ности. Тем самым счетность семейства {ЕЁ доказана. Выберем для 
каждого из них по представителю. Сумму их обозначим через Е’, 
а дополнение к ней через ЕЁ”. Легко видеть, что эти множества удовле- 
творяют всем требованиям леммы. 

Определение 7. Если вполне аддитивные вектор-функции ф, (Е) 
и $, (Е) определены на одном и том же семействе множеств {Ё} и соот- 
ношение ф, (Е) =0 влечет за собой $,(Е) =0, то функция $,(Е) абсо- 
лютно непрерывна относительно ф, (Е). 

Замечание 1. Если функции $, (Е) и $,(Е) определены на одном 
и том же семействе множеств {Ё}, то существуют два взаимно допол- 
нительных множества Ё, и Е, таких, что ф, (Е) =0 и $,(ЁЕ-ЁЕ,) абсо- 
лютно непрерывны относительно ф, (Ё - Е,). 

Замечание 2. Точно так же, если вполне аддитивные вектор- 
функции $, (Е), А: › Ф$„(Е) определены на одном и том же семействе 
множеств {Е} и лишены скачков, то существует конечная система 
попарно непересекающихся множеств 


Е 
И 
11 
такая, что для всякого < можно подобрать такое расположение 
функций 
9л (Е), 9» (Е), --.› Фо (Е), 


при котором $;„..(0(Ё) абсолютно непрерывна относительно Ф,, (1 (Е), 
каково бы ни было т < ^. 

ЛЕММА П. Пусть в ().) — действительная абсолютно непрерывная 
функция, определенная на сегменте [0, 1] и р (0) =0. Тогда существует 
измеримая В-функцил * (\), имеющая следующие свойства: 

То) = 

оо лев [9] = (00 

Зо \ имо. ь (1) 


[= <] 
Доказательство. Функция т(7) вполне определяется множе- 


ствами 


В [< <“ ], 


Они 


* Символ [ ] обозначает множество всех точек х, в которых выполнено усло- 
вие, стоящее в скобках. 


1* 
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Множества @„, мы будем строить по индукции 


бь= [0 = =(\) = | =[0, 1]. 


Очевидно 
тез @и=1, \ = ь (1). 
оо 
Допустим, что множество @„, построено так, что 

1 ) 

пез О | 
1) 

к 


Покажем, как строить множества о и и ж:1" Обозначим через 
(Н)=* часть множества Н, попавшую в интервал [х.з Нусть» 8) 
есть наименьшее из чисел, имеющих свойство 
р ау 
пез (40 „;)х ==. 
Мы будем считать, что (5) определена, лишь если х<х,, где т, 


таково, что 


Очевидно, для всех таких х, &(%) определена. Рассмотрим функцию 
= и’ а». 
‘бт 


Ф (т 


Очевидно % (2) непрерывна и 


(0) о (2) = \ и =АИ. 


бл 
Тогда существует такое число х,, что 
в (1) 
© (2,) == 9+1 " 
В (0 в (1) 0: 
самом деле, если ®( =, то мы положим »„,=0; в противном 


в (1) 


случае одно из чисел © (0) и ®(1) больше, а другое меньше, чем Би 


Тогда в силу непрерывности функции о (2) найдется требуемое число х, 


такое, что 0 < х, < х,. Положим 


Е), 
ль а = (о и 


И ЗАТ = =©„— Го ву 


Е( 1 
тез а эк — пез (Ок) = о. 


НО 


бил 2 


Тогда 


1 
пе5 ть 1 — — пез О тез ое, эк — эта › 


\;иа= \ вы’ а\— \ „4-Е. 


п+1, 2+1 Ка $15 эк 
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Легко усмотреть, что множества @,„,, построенные таким процессом, 
состоят из конечного числа интервалов и отдельных точек, являю- 
щихся концами некоторых из этих интервалов. 

Отсюда следует, что функция * ()) измерима В, так как всякое мно- 
жество [“(^) < *| есть сумма счетного числа попарно непересекающихся 
множеств 0,„,. Из этого и из (1) следует для всякого т (0 <= 1): 


тез | (К) рт, 


№’ 4 =тр (1), 
50)<1 
что и требовалось доказать. 
Определение 8. Функция Ф (5), определенная на элементах неко- 
торого множества В, является спрямляющей функцией для Е(Е) на В, 
если выполнены следующие условия: 


1 0=—®Ф[) =. когда ВСВ, 
2 [Ф(х) < МЕ{Е}, 
3° Р([Ф(2) <])=^ Е(В), ели 0-1. 
Замечание 3. Справедливы следующие соотношения: 
1%° Р([, =Ф(2)<\^,])=(0,-—№)-Р(В), когда О<л =) <4; 
2% р. <Ф( = м) =Р(р, <Ф® <) = 
=Р([», = Ф(=) < *,]) = Р([), < Ф(1) = *,)). 


Замечание 4. Если ЕР(Е) есть вполне аддитивная действительная 
функция множеств, лишенная скачков, то каково бы ни было множество 
В, существует функция Ф (5), являющаяся спрямляющей функцией для 
Е(Е) на В. 

Замечание 5. Если ЕЁ, и Ё, не пересекаются и Ф, (5) и Ф, (х) 
суть соответственно спрямляющие функции для ЁР(Е) на Е, и ЁЕ,, то 
ое [2,6 "СР 
\Ф, (2), т СВ, 

ЛЕММА Ш. Если Ф(х) есть спрямляющая функция для Е(Е) на 
Нс {Е} и АС [0,1] есть В-множество, то 


ЕР([Ф (х)Е 4]) =Е(Н). тез А. (2) 


есть спрямляющая для ЁР(Е) на Е, - Е.,. 


Доказательство. Если А— интервал, то утверждение очевидно. 
Оно верно в случае, когда А есть сумма интервалов, вследствие того 
что Р(Е) вполне аддитивна. Далее, оно верно для замкнутых множеств 
в силу соотношения Ё(Е)-- Е (СЕ) =Е(Х). 

Повторяя это рассуждение трансфинитно, легко видеть, что формула 
(2) верна, если А есть произвольное В-множество. 

ЛЕММА ТУ; Нусть 

Ел (Е), Е» (Е),..., Е» (Е) (3) 
— конечная система вполне аддитивных действительных функций таких, 
что Р.41(Е) абсолютно непрерывна относительно Е: (Е) (1=1,2,... 

., ип—4) и существует спрямляющая функция Ф (т) для Р, (Е) на Н. 
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Тогда существует функция Ф" (7), одновременно являющаяся спрямляю- 
щей функцией для всех функций системы (3) на Н. 
Доказательство. Проведем индукцию по п. Для п=4 лемма 
верна, так как Ф (5) есть спрямляющая функция для А, (Е) на Н. 
Пусть лемма верна для числа и — 1. Покажем, что она верна для числа п. 
Пусть Ф(5) есть спрямляющая функция для всех функций Р, (Е), 
Е,(Е),..., Е,_1(Е) на НЯ. Тогда функция 


№ (^) = Е» ([© (+) <) (4) 
абсолютно непрерывна, так как А„(ЁЕ) абсолютно непрерывна относи- 
тельно ЁР,„_1(Ё). 

Формула (4) определяет в (\) для всех ^ < 1. Очевидно р (0) =0. 
Для функции в(Х) построим функцию *(^), удовлетворяющую 
условиям леммы 1. Покажем, что 
| <(Ф(2)) = $" (+) (5) 
является спрямляющей функцией для всех функций сислемы (3). 
В самом деле, [< (7.) < *| измеримо В. Согласно лемме 1 
тоев [< (< ч|==< (031) 
Согласно лемме И, так как Ф (2) есть спрямляющая функция для функ- 
ций АР, (Е),..., Р,_1(Е) на НЯ, то 
Е, ([Ф (2) 6 [<(.) < 1) = шез [< (4) < : ЕН) = 
НО а (25, 25 воеыь (6) 
Однако 
[Ф (2) Е [20.) < ]=[(Ф()) <]. (7) 
Из (5), (6) и (7) следует 
(< =>, п ти 
Это доказывает, что Ф"(х) есть спрямляющая функция для ЕЁ; (Е) 
оп на 


Покажем теперь, что Ф” (т) есть такяе спрямляющая функция для 
Е, (Е) на Н. Очевидно 


Е. (а < $ (2) <) =ь (6) -ь(@). 
Далее, если множество А есть сумма счетного числа интервалов, то 
Е, (Фед) = \ а. (8) 
А 


Так же, как в лемме И, на основании того, что Ё„(Е) вполне адди- 
тивна, можно показать, что формула (8) верна, если А есть В-множество. 
Вследствие того что *(\) измерима В, 


РФ (а) [< <= \ в 9 = ше [< 0) <] .в() ==. Е,(Н). (©) 
[5(%) <=] 
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Из (5), (7) и (9) получаем : 
Е» ([Ф` (т) <=) = Е,(Н), 


т.е. Ф' (5) есть спрямляющая функция для РЁ, (Е) на Н. 

Следствие 1. Из замечаний 2, 4 и Б и доказанной леммы выте- 
кает, что если функции Е, (Е),...,Е,(Е) действительны и лилмены 
скачков, то каково бы ни было множество В, существует функция 
Ф (2), одновременно являющаяся спрямляющей функцией для всех функций 
РВ). 

В таком случае, если мы положим 

(Е) = У ЯРКЕ), 
где 7; —единичные векторы из А”, то очевидно получим 
$((Ф (2) <) =^Ф(В). 

Мы будем говорить, что Ф (5) есть спрямляющая функция для Ф(Ё) на В. 

Так как из того, что вектор-функция вполне аддитивна и лишена 
скачков, следует, что ее компоненты также вполне аддитивны и лишены 
скачков, то доказанное положение можно сформулировать так: 

Если Ф(Е) вполне аддитивна и лишена скачков, то на любом мно- 


ожестве В существует спрямляющая функция для Ф(Е) на В. 
ТЕОРЕМА 1. Множество значений вполне аддитивной вектор-функ- 


ции, лишенной скачков, всегда выпукло *. 
Доказательство. Обозначим множество значений функции 


= 


Ф(Ё), когда Е пробегает семейство {Е}, через #. Пусть 
и ЕН, 
тогда найдется множество НЕ{ЁЕ} такое, что 
ф(Н)=и. 

Пусть Ф (5) есть спрямляющая функция для Ф(Е) на Н. Существо- 

вание ее обеспечено. Тогда 
ф([Ф (5) < ^]) =^и ел 

Следовательно все точки, лежащие на луче, соединяющем и с началом 


координат, входят в #. 
Пусть теперь и, ЕЯ и и,ЕЯ. Тогда найдутся множества Н, и Н, 


такие, что 
Ф(Н,) =и, ) Ф(Н.) = и, . 


Обозначим 
ИГ ИРИ о 


Пусть 
=$Ф(Н), “, =$Ф(Н, —Н,); и. =$(Н,—Н,). 


Все эти векторы определены в силу свойств семейства {Е}. Очевидно 
множества Н,—Н, и Н,—Н, между собой не пересекаются. 


* Это предложение перестает быть верным для вектор-функций, принимающих 
значения из бесконечно-мерных пространств. Пример печатается в Трудах педаго- 
гического института им. Либкнехта (Москва). 
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Пусть Ф, (2) есть спрямляющая функция для +Ф(Е) на Н,—Н,, 

а Ф, (2) — спрямляющая функция для $(Ё) на Н,—Н,. Покажем, что 
лФ(Н,)-+ (1—^)+(Н,)Ен, если 0<^=<1. 
В самом деле, | 
$ ([Ф, (2) < ^]) =^+(Н,—Н,) = №, , 
$ ([Ф, (1) < 1—\*]) =(1—^)+(Н,—Н,) = (1—^),. 
Следовательно 
$ ([Ф, (2) < --[, (2) <1-М-+Н)= №, + 4а—№,ь, 

так как все множества, стоящие в скобках, попарно не пересекаются. 
Однако 
№, - (1 ^) “, 2= А (№, ИЕ) (и, + о) =^3х(Н,) - (1 —^)+х(Н,), 
откуда следует сделанное утверждение. 


Следствие 2. Если Р,(Е),..., Е, (Е) суть вполне аддитивные 
функции множеств, лилиенные скачков и такие, что 
Ви (В) == (24), (В.В. (10) 
где 8(Н,...,{_1) есть какая угодно функция от п—1 переменных, 
то существуют такие числа у, %,..., %_1, что 
ЕР, (Е) = Ел (Е) +... +1 ,-1(Е). (11) 


Доказательство. Согласно теореме | множество Е выпукло. 
В силу соотношения (10), всякая параллель к оси ОУ, пересекает Е 
не более, чем в одной точке. Это означает, что & лежит в некотором 
линейном многообразии размерности #—1, не параллельном ОУ». Из 
этого следует справедливость формулы (11). 

Следующий пример показывает, что отсутствие скачков здесь сущест- 
венно. Построим две вполне аддитивных функции множеств Ё, (Е) 
и Р,(Е) такие, что каждая из них абсолютно непрерывна относительно 
другой, и что 

Е, (Е) =$(Ё, (Е)), (12) 
однако зависимость (12) не линейна. 

Пусть Х есть множество всех целых положительных чисел, {Е}—. 
система всех его подмножеств. Рассмотрим два ряда 


И а 
Очевидно не существует такого 2, что 
НВ. 
Пусть 
= 2 ин, (Е) = Хе 


Легко проверить, что так определяемые функции абсолютно непрерывны 
одна относительно другой. Очевидно 
п > р о, > о О . 
т>п 


п’>п 
„Из этого следует, что 


Е, (Е) + Е, (Е,) и Е, (Е) = Е, (Е,), (13) 
если ЕЁ, + Е.. 
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Пусть О есть множество всех значений функции Е, (Е). Образуем 
функцию $(2), определенную на элементах множества О следующим 
образом: если 5 =Р, (Е), то $ (2) =Р, (Е). Из соотношений (13) следует, 
что функция $(2) определена единственным образом. Однако эта зави- 
симость не может быть линейной, так как она не линейна уже для мно- 
зкеств, состоящих из одного целого числа. 


Следствие 3. Пусть р (5),..., /м (1) — система суммируемых 
функций, определенных на измеримом множестве Х. Положим 


Р;(Е)= \ } (2) ах, 
Е 
где интеграл понимается в смысле Лебега. Тогда мноожество всех точек 
п-мерного пространства М (у: ‚ У»,..., У»), где у: =Е; (Е), выпукло. 


$2 


ТЕОРЕМА П. Множество значений любой вполне аддитивной. век- 
тор-функции всегда замкнуто. 

Прежде чем излагать доказательство теоремы, мы должны ввести 
некоторые определения и доказать некоторые вспомогательные леммы. 

Если #,, #›,..., 8, суть множества, лежащие в А", то множество 


п 
= всех точек а, представимых в виде а = 3, а, где сумма понимается 
Е 


= 


в векторном смысле и а; ЕЯ, носит название суммы в смысле Шнирель- 


— 


мана множеств #;,..., #8). 
Введем обозначение 
он 


0 0 
$ > + 


[23 


1 2 


и. 
Замечание 6. Если все слагаемые замкнуты, выпуклы или цен- 
трально симметричны, то сумма их в смысле Шнирельмана также 
замкнута, выпукла или центрально симметрична. 
Замечание 7. Если $(Е)— аддитивная вектор-функция, Ё!, 
Е›,..., Еш— система попарно непересекающихся множеств, #:, Я, ... 
., Я, — соответственно множества значений функции $(ЁЕ) на всех 
подмножествах каждого из этих множеств, а Н— то же для ЕЁ, то 


ум 
еп. 


Замечание 8. Если Н есть множество значений вполне аддитив- 
ной функции, то # центрально симметрично и центр симметрии есть 


5 Ф(Х). 
В самом деле 
Ф(Е) + +(Х—Е) =+(Х), 
следовательно 


Ф(Е)— (Хх) = %(Х)-9(Х-Е). 


: 1 
Но это означает, что $ (Е) их(Х — Е) симметричны относительно $ (Х). 
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ЛЕММА У. Пусть +х(Е) определена на системе множеств {Е}, 
вполне аддитивна и лишена скачков и В есть множество значений $(Е). 
Тогда существует система множеств {Е}' С {Е}, являющаяся борелевым 
телом над некоторой счетной системой множеств и такая, что функ- 
ция $(Е), рассмотренная на системе {Е}’, вполне аддитивна и лилиена 
скачков, а множество ее значений всюду плотно на 8. 

Доказательство. Систему множеств {Е}’ мы будем строить 

ледующим образом. Пусть Г, есть счетное множество, всюду плотное 


м 


ча #, и 


Л (14) 


есть счетное семейство множеств системы {Е} таких, что множество 
всех векторов Ф(ЁЕ„) есть Г. 

Пусть {Е}” есть наименьшая система множеств, содержащих все 
множества системы (14) и инвариантная относительно конечных сумм 
и взятия дополнений. Для каждого из множеств НС {ЁЕ}* построим 
спрямляющую функцию для Ф(Е) на Н и рассмотрим совокупность 
всех множеств вида 


[Ф (2) <*|, 


где Ф(х) — некоторая из этих спрямляющих функций, а г— некоторое 
рациональное число 0 =г= 1. Очевидно всех таких множеств счетное 
число. Пусть это будет 

В о 


Множество значений функции $(Е) на всех этих множествах всюду 
плотно на &, так как оно содержит Г. 

‚За {Е}’ можно выбрать совокупность всех множеств, получаемых 
из множеств ЕЁ» при помощи борелевых’ операций. Тогда для всякого 
множества РЕ{Е}’ значение Ф(Н) можно вычислить, отправляясь от 
значений ©(Е`). Очевидно $(Е) на семействе {Ё}’ лишена скачков, 
и множество ее значений всюду плотно на &, что и требовалось доказать. 

Замечание 9. Из доказанной леммы следует, что для вполне 
эддитивных функций, лишенных скачков, определение абсолютной 
непрерывности эквивалентно обычному: для всякого з>> 0 найдется 
такое 5 >> 0, что неравенство |Р, (Е)| < 6 влечет за собой | Е, (Е)| < :, 
потому что для случая, когда {Е} есть борелево тело на счетной 
системе множеств, эти определения эквивалентны. 

ЛЕММА УГ. Во всякой опорной плоскости У №л:=е множества в 
значений вполне аддитивной функции $ (т) = У, 7.Е; (2), лишенной скачков, 
лежит по крайней мере одна точка этого множества. 

Доказательство. Рассмотрим вполне аддитивную функцию 


Е(Е) = У№ Е, (Е). 


Либо максимум, либо минимум этой функции есть с. Но тогда сущест- 
вует такое Е, что Р(Е)=с. Следовательно точка $(Е) лежит в пло- 
скости Ул =с. 
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ЛЕММА УП. Если в опорной плоскости 
Ул =е (15) 


находится более чем одна точка множества &, то существуют такие 
два взаимно дополнительных множества Е’ и Е", что множество зна- 
чений функции $(Е -Е”") лежит в плоскости У:=0, а множество 
значений функции Ф(Е Е’) имеет в точности одну точку в опорной 
плоскости, параллельной (15). 

Доказательство. Рассмотрим функцию Ё (Е) = У ^.Ё; (Е) и обра- 
зуем множество Е; такое, что ЁР;(Е -Е;) абсолютно непрерывна отно- 
сительно ^(Е.ЁЕ;) и Е(Е—Е;) =0. Рассмотрим множества 


ВЕ и 
== 


Очевидно У! ^.Р, (Е. Е”) ==ЕР(Е. Е") = 0, но это означает, что множество 
значений функции Ф(Ё.-Е”)`лежит в плоскости У^\л:=0. В то же 
время в опорной плоскости У )\5;:=с к множеству значений функции 
Ф?(Е-Е’) не могут лежать две различных точки этого множества, так 
как если бы для двух множеств различных метрических типов ©, и ©, 
и заключенных в Ё” это имело место, то 


Е (©) =Е(©.)=с,, 


Е (©. —6:)=ЕР(©.—©,)=0. 

Кроме того $(6,) =$Ф(6.) и следовательно либо Ф(©, —6.) =0, 
либо Ф(©, —©,) =0, но это противоречит тому, что все Ё;(Е) абоо- 
лютно непрерывны относительно Ё (Е). 

ЛЕММА УПГ. Пусть # есть множество значений вполне адди тивной 
вектор-функции, У и=с его опорная гиперплоскость и а — единст- 
венная точка множества ®, лежащая в этой плоскости и входящая в н. 
Тогда ни одна точка указанной плоскости, кроме точки а, не может 


т 


быть предельной для множества #. 

Доказательство. Справедливость этой леммы немедленно выте- 
кает из того, что в условиях леммы все функции Ё;(Е) абсолютно 
непрерывны относительно УЕ, (Е), и из эквивалентности принятого 
здесь определения абсолютной непрерывности обычному (замечание 9). 

Доказательство теоремы П. Рассмотрим сперва случай 
функций, лишенных скачков. Мы проведем индукцию по числу изме- 
рений: При п=1 теорема верна. Предположим, что она верна для всех 
чисел < п, и допустим, что # есть множество значений п-мерной вполне 
аддитивной вектор-функции Ф(Е), лишенной скачков, однако ® не 
замкнуто. Пусть а есть предельная точка множества &, не входящая 
в Е и У^\л:=е- уравнение опорной гиперплоскости, проходящей 
через а. Согласно лемме УП существуют два взаимно дополнительных 
множества Е, и Е, таких, что на подмножествах множества Е, функция 
Ф(Е) принимает значения, лежащие в (п —1)-мерном пространстве, 
следовательно по предположению множество Я, значений Ф(Е,—Е) 
замкнуто, в то время как множество Е’ значений функции Ф(Е, : Е) 
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имеет в плоскости У \х:=с в точности одну точку. Согласно лемме 

УПТ, в этой плоскости Я’ не имеет других предельных точек. Однако 
ее 

Таким образом в плоскости У \ли=с, Я не может иметь предельных 

точек, не входящих в него. 

Рассмотрим теперь случай функции скачков. Пусть 0 есть множество 
ее значений и 4,,..., А„,... суть множества, на которых она имеет 
скачки. Функцию обозначим $ (Е). 

Ясно, что 0 состоит из всех точек, являющихся суммами подпосле- 
довательностей ряда 


о 


Длины всех этих векторов отличны от нуля. Рассмотрим ряд 


ее ыы 


Множество всевозможных сумм его подпоследовательностей есть канто- 
1 п 
рово совершенное множество С. Поставим число 9. (+) в соотеетст- 


вие вектору $(А„) и расцространим это соответствие на суммы 
подпоследовательностей аддитивно. Тогда мы получим непрерывное 
отображение множества С на 0. Таким образом 0 замкнуто. 

Множество значений произвольной вполне аддитивной вектор-функ- 
ции есть сумма в смысле Шнирельмана множеств значений функции. 
скачков и функции, лишенной скачков. Таким образом оно замкнуто. 

Перечислим ›‚ условия, необходимые для того, чтобы некоторое 
п-мерное множество явилось множеством значений вполне аддитивной 
вектор-функции, лишенной скачков: 

1) оно выпукло (теорема 1), 

2) замкнуто (теорема П), 

-3) центрально симметрично (замечание 8), 

4) содержит начало координат (очевидно), 

5) все его грани «п измерений также центрально симметричны 
(лемма УП). 

Можно показать, что при п=2 условий 1—4 уже достаточно. 
однако в случае п=3 даже условий 1—5 недостаточно. 


$53 
Определение 9. Точка и множества & — обыкновенная, если она 
лежит внутри прямолинейного отрезка, входящего в Н. В противном 
случае и — точка необыкновенная. 
Определение 10. Если в системе {Е”} найдется лишь один метри- 


ческий тип Е” такой, что ф(Е*) =и, то точка и есть точка единствен- 
ности. Если таких типов континуум, то точка й является точкой конти- 
нуальности. 


ТЕОРЕМА 11. Если функция (Е) лишена скачков, то обыкновенные 


точки являются точками континуальности , а необыкновенные — точками 
единственности. 
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Доказательство. Пусть [а,6] есть отрезок, заключенный в ©, 
и серединой его является и. Пусть х(Е,) =а, $(Е,) = и Ф, (х) — спрям- 
ляющая функция для ф(Е) на Е, —Е,, а Ф, (1) — спрямляющая функция 
для ф(Е) на Е, —Е,. Тогда 


Составим множества 
Н=Е 

Н, = | $, (2) < | + [$, (2) < - 

н,= [© (> |+ [$,(2)>: 


Очевидно Н,.Н,=Н- НЫ. =. Н,—0. Тогда 
Л 1 
Ф(Н,) = +(Е, — Е,) вн Ф (№, =) 


ыы 
кл 


ОН А Е. 


) 
?(Н,ЕН)=Ф(Н, + Н)=з (В) Ф(Е, НЕ в) | (16) 


ых [2(Е, - Е) -® (Е — Е) + 5 [9(Е, Е) + 
++(Е, Е] = "а Ув =и. ) 
Таким образом найдутся два множества, принадлежащих различным 
метрическим типам Н -- Н, и Н--Н, и удовлетворяющих равенству (16). 
Пусть Ф’ (5) и Ф” (5) спрямляющие функции для Ф(Е) на Н, и на Н,, 
каково бы ни было число и, О<и=< 1. Имеем 
$ ([Ф' (2) < +[Ф” (2) < 1-Ш-+8)= 
= ([Ф' (2) < в]) + Ф([Ф” (2) < 1—в]) + +(Н) = 
=рФ(Н,) - (1—в)+(Н,) +з+(Н) = 
= ($(Н,) 5$ (И) ) + (1—ь) ($(Н,) + +(Н))= 
=рФ(Н, ЕН) - (1 —в)+>(Н, ЕН) =ви + (1 —в)и=и. 
Следовательно различных метрических типов Е" таких, что Фф(Е*) =и, 
будет континуум, так как разным числам (, соответствуют разные метри- 
ческие типы множеств [Ф’ (5) < в] | [Ф” (2) < 1-—в] + Н. 
Этим доказана первая часть теоремы: точки обыкновенные суть 


точки континуальности. 

Пусть теперь 

Ф (01) =Ф(0:) =и, И1=0.. 
Покажем, что в таком случае точка и — обыкновенная. Очевидно 
$(0, тон 0,)=+(0,—0,), (17) 

потому что каждый из этих векторов, прибавленный к Ф(0, - 0,), 
дает и. Возможны два случая: 

1) (0, —0,)=0. Тогда либо $(0,—0И,) =0, либо $(И,—0,) = 0, 
так как иначе было бы И!=05, что неверно. 

Пусть, например, 

Ф(0, —0,)=90, ЕСИ, —0, и Ф(Е) +0. 


Тогда 


Ф( (И, —0,)-Е) = —э(Е), +(0,-0,)= 
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днако 
Ф(0, - О, НЕ) =и-з(Е), 
+(0, - 0, + (0, —-И,) -Е =и-((0, 0,) Е) =и -Ф(Е). 

Таким образом точки и-+-Ф(Е) ии—$(ЁЕ) входят вх, но и есть сере- 
дина отрезка, их ссединяющего, т. е. и есть точка обыкновенная: 

2) $(0,—0,) +0. Тогда 

+(0, + [9,—-0])=+(И,)+$(0,—9,) =и-+ (0, —0,), 

ГО 0,])=$(0,)—$Ф(0,— 0,) =и—$(0,—0,) =в—$(0,— 0,). 

Следовательно точки и—$(0,—0,) и и-+ $(0,—0,) входят в &. 
Однако и есть середина отрезка, их соединяющего, т. е. и есть обыкно- 
венная точка. Следовательно, если и есть точка необыкновенная, то 
в нее может отображаться не больше, чем один метрический тип ЕЁ”. 
Однако в силу замкнутости множества & по крайней мере один метри- 
ческий тип в нее отображается, т. е. и есть точка единственности. 


Математический институт им. В. А. Стеклова Поступило 
Академии Наук СССР 8. ПП. 1940 


А. ЗЛАРОС МОРЕ. ЗОВ ТЕЗ ЕОМСТГОМ$-УЕСТЕОКУ СОМРЕЁТЕМЕМТ 
АООПТУЕ$ 


ВЕЗОМЕ 

№15 61а 410пз 1ез [опсйопз-уесетз $(Е) Ч6Й тез заг 4ез зузетез {Е} 
4’епзетаБ]ез арз\га11з, 1пуаг1ап{з раг гаррогё аах орбгамотз ЪогеПеппез 
(У, С) 4опь 1ез умеигз аррагйеппепф & Г’езрасе епс еп & и-4тепзтопв. 

Опе Гопсйоп-уесбеаг Ф(ЁЕ) ез6 Аце сотр\етлепь адауе з1 фае] але 
501 1е зузеше 4’епзет ез 413]0114з Ё,, Ё,, ..., Е», ... аррагепат® & 
{Е}, 1ез 1опечелт8 Чез уесбейгз Ф(Е„) Гогтеп6 ппе з6ме сопуегоеще е! 

и (0 Ез) == № Ф(Е»). 
Ф(Е) за ип зааё зат ЕЁ, 31 дае| фае зо 1’епзеш Ле Е’С- Е арраше- 
пап а {Е} оп а $(Е’) =0 ой еп %$(Е’) =з(Е)=0. Оп а\ чае $(Ё) 
е5ь 1Чепйаиететь паПе х(Е’) =0 заг Е” 31 $<(Е’. Е") =0 чае! диае зо 
|’епзет ]е ЕЁ” арращепаиь а {Е}. 

Ге фуре шби1аие 4е Е, геамуетеюь & х(ЁЕ) езё а гбаплоп Че {0м5 
1ез епзет Мез ЕЁ, 1е1з дие $(Е, —-Е,) =о(Е,—Е,) ==0. Мойз 4651опоп$ 
1е пуре тёйчаае ае Е раг Е" её пойз$ сопз1@6гопз 1а гопомоп $ (Е") =Ф(Е). 

Мои; аетоп\тготз 1ез \В6огётаез злиуап(. 

ТНЕОВЁМЕ 1. Г/’епзет,е 4ез ощеигз а’ипе юпеиоп-сесаеиг сот рЁе- 
{етет аа4иИтое её 46 роитоие 4е заий$, езё 1оитоитз сопоехе. 

ТНЕОВЕМЕ П. Г’епзетЫе 4ез ощеигз Че 1още юпсноп-оесйеиг сот- 
р’@етепё а44йлое езё Фоиуоитз регтё. 

ТНЕОВЁМЕ 11. 50 (Е) ипе уопейоп-ьесвеиг сот ёёетепа адайтее 
её Аёроитоие Че заиз @ а—ип оечеит ПНхе арратепата а Гепзет Ще я 
Чез са!еит$ 4е $(Е). А1отз Гёдиаиоп х(Е") =а аате ип епзет Ме ауапе 
а ридззаптсе 4и сопипи 4 зд ийопз агоетзез 4апз [е саз ой а езё гтаётеиг 


@ ип зевтетё тесцйвте сотепи 4апз Я. ЕЦе аатеё ипе зошоп ипёдие 
4ап$ [е саз соттате. 


ИЗВЕСТИЯ АКАДЕМИИ НАУК СССР 
ВОТ.ЕТ!М ОЕ 1ГАСАРЕМТЕ РЕЗ 5СТЕМСЕЗ ОЕ 1/0 85$ 


Серия математическая 4 (1940), 479—500 Земе таШеёта{аие 


Посвящается памятиь 
В. И. Гливенко 


3. И. КОЗЛОВА 
О НЕКОТОРЫХ ПЛОСКИХ А- и В-МНОЖЕСТВАХ 


(Представлено академиком А. Н. Колмогоровым) 


В работе приводятся некоторые уточнения теорем о накрытии пло- 
ских А-множеств и теорем о расщеплении плоских В-множеств для 
случаев, когда данное плоское множество пересекается всякой парал- 
лелью к оси ординат по множествам некоторой специальной природы. 


Эти множества могут быть вполне упорядочены, приводимы, рассеяны и, 
наконец, компактны. 


Глава 1 


Пусть @ есть А-множество (© С [хи или Уху)* и все множества ©: Р;, 
(Р., есть множество точек, лежащих на прямой 1 =.) имеют некоторое 
свойство К. Спрашивается, существует ли В-множество Н такое, что 
@СН и все множества Н -Рх, имеют свойство К? 

Первый результат в этом направлении был получен покойным 
В. И. Гливенко. В дальнейшем ряд вопросов такого характера был 
рассмотрен Н. Н. Лузиным, П. С. Новиковым и другими. 

Теорема 1. Униформное А-множество всегда накрывается таким же 
В-множеством [Гливенко (*›*)]. 

Теорема 2. Счетно-формное А-множество всегда накрывается 
тэким же В-множеством [Лузин (*), стр. 247]. 

Теорема 3. Ограниченно-формное А-множество всегда накрывается 
таким же В-множеством [Новиков (*)]. 

Теорема 4. Конечно-формное А-множество можно накрыть таким же 
В-множеством [Ляпунов (*)]. 

Теорема 5. Всякое плоское А-множество <, для которого все мно- 
жества @-Р, вполне упорядочены вверх, можно накрыть таким же 
В-множеством [Ляпунов (*) ]. 
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Пусть @ С Лии есть такое множество, что все Р.Ф вполне упоря- 
дочены вверх. Назовем индексом множества в точке х, порядковый 
тип множества © - Р»,; обозначим его через 9х. 


* Гс индексами обозначает эвклидово пространство, Ве индексами—множество 
точек, все координаты которых иррациональны. 
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Наименьшее из трансфинитных чисел а таких, что все индексы ах 
множеств Р,: © меньше &, назовем порядком множества ©. 

Из теоремы Лузина [(*), стр. 183] о том, что всякое А-решето С 
ограничено на каждом А-множестве 09, которое не имеет общих точек 
с множеством Е, просеянным посредством решета С, следует, что для 
каждого плоского А-множества ©, для которого все множества ©: Рх 
вполне упорядочены вверх, существует число а такое, что 


м 0 


Пусть © = @° есть плоское А-множество, для которого все мно- 
жества © -Р. вполне упорядочены вверх. Обозначим через 58 (В < ®) 
множество, получающееся из @°, если из каждого множества Р..- ©° 
выбросить В нижних точек. Из теоремы Мазуркевича [(*), стр. 282] 
вытекает, что если @° есть А-множество, то множество ФВ есть А-мно- 
жество. 

Плоское множество ©, для которого все множества @ -Р. вполне 


упорядочены вверх и замкнуты, мы будем называть плоским множе- 
ством 1-го вида. 


ЛЕММА 1. Если Е ОЕ... А, ©... еть система А-мно- 
+50 
жсеств ий П Е, =0, то существует система В-множеств Ва, В.,.... 
п=1 
вая сетакиях что ВОВ ОЛеаиСтЬЕ) ВВ Ныне: 


Доказательство. Пусть 


В, Обь. (1) 


есть система А-множеств и 
со 
Пе, =0. 
МЕЕЁ 


Так как для А-множеств выполнена аксиома * |, [по классификации 
в моей работе (*)], то существует система В-множеств 


НН не (2) 


таких, что 
со 
Яо: и Пя, = ) 
П=1 


Можно предположить, что Н„ Ни: (пП=1,2, ...), так как выполнено 
соотношение (1). В противном случае за Н„ можно взять пересечение 
всех В-множеств Н; последовательности (2), для которых Е < п. 


со 
* Если Е,, Е.,...,Е,, ... суть А-множества и П Е, = 0, то существуют такие 
п=1 
со 
В-множества Н.,,Н,, ...,Нь, ..., что Н„ Е и п Н = 0. 


п=1 
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Рассмотрим семейство В-множеств: 
Е 
ВН. ОН, 
ВЫ ОН, 
Эти множества — попарно без общих точек. Кроме того 
Ви. Вы: = 0, 
что и требовалось доказать. 
ТЕОРЕМА Т. Всякое плоское А-множество 1-го вида порядка © можно 
накрытьытаким же В-мноэжеством. 
Доказательство. Пусть @ С У., есть плоское А-множество 
1-го вида порядка 9. 
Применим метод трансфинитной индукции. Если «=2, то теорема 
верна (это следует из теоремы 4 Гливенко). Пусть «= п, п> 1, 


и для всех а’ < о теорема верна. Образуем систему А-множеств 


0 1 о’ &—1 [1 
фоне осо 

Множество 4°-! униформно. Согласно теореме 1 Гливенко, его можно 
накрыть униформным В-множеством И". 

Множество О=ф-СН" будет А-множеством, для которого все 
множества И.Р. вполне упорядочены вверх, порядка «—1. Замыка- 
ние 0 вдоль оси ОУ, 0®, будет плоским А-множеством * 1-го вида 
того же порядка «—1. По предположению множество 0“ можно на- 
крыть таким же В-множеством Н. 

Множество Н =Н"-ЕН накроет множество © и будет В-множеством 
1-го вида порядка а. 

Пусть % второго рода и для всех а’ < х теорема верна. Пусть 

С бро < бро 

Обозначим 

|2 
ПО 
Очевидно 


ВОИ Е ОЕ, 


И=1 
если т>п. На основании леммы 1 можно построить систему В-мно- 
э;кеств таких, что В;: В; =0и В, Е: =0. Пусть 


ЕВА ЧА 


Множество И„==ф -О»„ будет плоским А-множеством 1-го вида по- 


* П. С. Новиков (°) доказал следующую лемму: если 6 есть ‘илоское В-мно- 


1, 
‘цество, то замыкание @ вдоль оси ОТ, @®, есть А-множество. 
Аналогично доказывается предложение: если $ есть плоское А-множество, 


то ©“) есть также А-множество. 
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рядка „+1. По предположению И„ можно накрыть таким же В-мно- 
жеством Н»С- Он. 


Очевидно множество 


удовлетворяет всем поставленным требованиям. 
Пусть «=о®т--1 и для всех &’ < я теорема верна. 


—1 
Множество 0” униформно. По теореме 1 Гливенко его можно 
накрыть униформным В-множеством БН”. 


Пусть У есть часть множества @, лежащая выше множества Н". 
Множество И’ =П).У будет А-множеством, причем 


Е". И’ =0, 
где 
Вет" = Я 


Так как для А-множеств выполнена аксиома * 1, (*), то существует 
В-множество М такое, что 


пиком, 
Множество 


ее 
Пусть 
ЕП Я, 
Порядок множества И = @ (СЕХУ,) не превосходит «—1=от, По 


предположению, существует В-множество А того же порядка, что и 0, 
такое, что 


В ва 
Перейдем к накрытию множества 
М=е-0=еЕхл. 


>. -: 1 
Пусть И» есть результат сдвига множества Н на -— вниз. Пусть 


7” есть часть У/х,, лежащая в замкнутой полосе, ограниченной Н» 

и Н,+1. Порядок множества М„=/” - @ не превосходит ®т. По пред- 

положению, существует В-множество Й„ того же порядка, что и М», 

такое, что /" —й„ — М». 
Множество 


= Ув -+НСЕХУ, 
П=1 


накрывает множество М и является В-множеством 1-го вида порядка 
а—=о"-- 1, так как индексы всех множеств Р,.-1 не превосходят ®т. 


* Если Е, и Е, суть А-множества и Е, Е, =0, то существуют такие В-мно- 
зкества Я, и Нь, что Н, ОЕ,, НЫЕ, и Н: - Н. =0. 
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Таким образом множество Н =АВ-- 1 удовлетворяет всем поставлен- 
ным требованиям. 

Пусть, наконец, а=В--®т--1, В> т, и для всех а’ < а теорема 
верна. Множество о имеет порядок ®'-|-1. По предположению, су- 
ществует В-множество Н, порядка «т--1 такое, что Н, > 6. 

Множество М =Ф.СН, будет А-множеством, для которого все мно- 
жества Р.- М вполне упорядочены вверх, порядка В-- 1. Его замыка- 
ние вдоль оси ОУ, М®, будет А-множеством 1-го вида порядка В+ 4. 
По предположению, существует В-множество Н, 1-го вида порядка 
В+ 1 такое, что Н, М. 

Множество Н=Н,--Н, накроет все множество ©@ и будет В-мно- 
жеством 1-го вида порядка ©, что и требовалось доказать. 
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Множество точек Е, у которого одно из последовательных произ- 
водных множеств Е’, Е”’,..., Е®, ... пусто, называется приво- 
димым множеством. Такое множество не более, чем счетно. 

Наибольшее из трансфинитных чисел я, для которого Е® = 0, на- 
зовем индексом приводимого множества. 

Плоское множес®во @, для которого все множества © -Р». приво- 
димы, назовем множеством 2-го вида. 

Наименьшее из трансфинитных чисел « таких, что все индексы 
множеств @-Р. меньше «а, назовем порядком множества ©. 

Пусть @® есть замыкание множества @ вдоль оси ОУ. Обозначим 
через те. множество, образованное всеми точками множеств (©. ®, 
когда х пробегает Л». 

ЛЕММА 2. Если @ есть А-множество, то и @® есть А-множг- 
ство при всех ч. 

Доказательство. Пусть @С_Ухи есть А-множество. Замыкание 
множества @ вдоль оси ОУ, @&“®, есть также А-множество. Предполо- 
жим, что все множества @®, являющиеся А-множествами, для Ва 
построены. Пусть а есть трансфинитное число 1-го рода. Обозначим через 


—1 
Уьа множество всех точек /ху, для которых о у <. Пусть 


п 
О 


(а Я 
Обозначим через @“° часть множества @°7), пересекаемую лю- 
бой параллелью оси ОУ не менее, чем в двух точках, вместе с частью 


1) 


©“-9, лежащей на прямых 


т. УИ 7 
ПГ т и о 


Это будет А-множество. Пусть 


— % — 
= № О 


а=1 
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Множество 


(а} -- 0-й 
© НЯ [1 6» 5. 


пй= 
-2(а-1  р(а-1) Ч > ы (а.—1) 
где фо = ‚ состоит из всех предельных точек множества © 
вдоль параллелей оси ОУ и является А-множеством. 
Пусть а есть число 2-го рода. Множество 


в®= П и 


В<а 
будет также А-множеством. 


Замечание. Если Н есть В-множество 2-го вида, то и Н® есть 
В-множество при всех «. Это следует из Того, что проекция на ось ОХ 
В-множества 2-го вида, как счетно-формного В-множества, есть В-мно- 
жество. 

ТЕОРЕМА П. Всякое А-множество 2-го вида порядка & можно 
накрыть таким же В-множеством. 

Доказательство. Достаточно показать, что всякое замкнуто- 
формное А-множество 4 2-го вида порядка а можно накрыть 
таким же В-множеством Н. Действительно, если @ есть не замкнуто- 
формное А-множество 2-го вида порядка а, то его замыкание вдоль 


оси ОУ, и будет замкнуто-формным А-множеством 2-го вида по- 


рядка а. Если множество ©“ можно накрыть таким же В-множе- 
ством Н, то оно накроет и множество < и будет удовлетворять тре- 
буемым условиям. 

Итак, пусть @ С У», есть замкнуто-формное А-множество 2-го вида 
порядка я. 

Мы применим метод трансфинитной индукции. 

Если &«=1, то теорема верна. Это следует из теоремы 4, доказан- 
ной А. А. Ляпуновым (*). 

Пусть «=а’- 1 и для всех а’ < а теорема верна. Множество о 
будет конечно-формным А-множеством. Согласно теореме 4 его можно 
накрыть таким же В-множеством Н”. Конечно-формное В-множество 
Н* можно расщепить на счетное множество униформных В-кривых 


РТ О У р 
лежащих соответственно на униформных В-кривых 
у=ф, (2), у= $» (2), о фи (2), ао 


определенных всюду в области /Л,, таких, что у=Ф, (1) лежит всегда 
выше кривой у=фи. (2), когда п’ < п. 
Рассмотрим В-кривую Г». Построим вспомогательные В-кривые 
ли», уравнения которых соответственно 


9 = Фи (2) -- Фит и Фи (=) 5 


ул т А, 
где и =0. 


ПЛОСКИЕ А- И В-МНОЖЕСТВА 485. 


Обозначим через О„ часть 7, лежащую в замкнутой полосе, огра- 
х { ИА 
ниченной кривыми Ул и У!. Множество 


И, =©-0О, 
будет замкнуто-формным А-множеством 2-го вида порядка &, причем 


&«—1 
точки множества (у ) будут принадлежать лишь [Гщ. 
В множестве О„ построим систему В-кривых 


2 3 ь 
И И К 


имеющих соответственно уравнения 


Е. 
= Фп (#)-+ У» Е у 


у =» (2) + У» Е (2) у 


и приближающихся к Ё„ сверху, и систему В-кривых 


Я кт В 
Ул, т. ) Уз ) 
имеющих соответственно уравнения 
о $» (2) — У} 
Уп = Фи (7) Ве 


Ув = п ре, 


и приближающихся к Г снизу. 

Часть множества И„, лежащая в замкнутой полосе, ограниченной 
Е1 
у? 


в в ть 
кривыми Г, и Г (соответственно кривыми Ух и У^\'), которую 


в р 7тЬ 
мы обозначим через И» (соответственно через 0»), есть замкнуто-фор- 
мное А-множество 2-го вида порядка, не превосходящего «—1. По 
р. 
предположению, его можно накрыть таким же В-множеством №» (соот- 


ветственно ПА лежащим в той же замкнутой полосе. 
Множество 


содержит А-множество И„ и является замкнуто-формным В-множе- 
—1 
ством 2-го вида порядка %, причем точки множества 1@-Ъ могут лежать 


лишь на Г». Действительно, любая конечная сумма 
А К 
3 й, или уз И (3) 
ВЕ =1 


имеет порядок, равный наибольшему из порядков слагаемых множеств, 
так как сумма конечного числа приводимых множеств различных ин- 
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дексов есть приводимое множество индекса, равного наибольшему из 
индексов слагаемых множеств. Последнее утверждение следует из того, 
что производное множество конечной суммы множеств совпадает с сум- 
мой производных множеств слагаемых множеств. Наибольший же из 
порядков конечных сумм (3) не превосходит «—1. Бесконечные же 
суммы 


со со Е 
и бо. 
1 


ка 
тр ть 
имеют для Р. - о „м ДР; р /»„ еще предельные точки на кривой 
Ка 1 


1, С й„. Следовательно порядок й»„ равен я. 
т! 


со со 
Множество Н= У й„ накроет А-множество @= У 0, и будет 
п=1 


замкнуто-формным В-множеством 2-го вида порядка а. 


> 1 
Действительно, точки множества Н@ ) могут принадлежать лишь 


со 
множеству Н*СН, так как Н*"= У Г», а множество Н* конечно- 
= 


формно. 
Пусть а второго рода и для всех а’ < а теорема верна. Пусть 
А чае с < о оса = 
Обозначим 
ео" 
Очевидно 
(©) 


Е ==0 и РЁ, 
1 


. 


если т > п. Тогда в силу леммы 1, существует система В-множеств 
таких, чо В.В. =9и В, ло Пу 


Оле В: х Уь. 
Множество И, = @-0О,„ будет замкнуто-формным А-множеством 


2-го вида порядка &„1. По предположению, его можно накрыть та- 
ким же В-множеством Н„С О». Очевидно, В-множество 


пи= 


НН. 


и=1 


удовлетворяет всем поставленным требованиям, что и требовалось 
доказать. 


$3 


Рассеянным (с1а1гзетё) множеством называется всякое множе- 
ство точек, не имеющее подмножества, плотного в себе. Такое множе- 
ство счетно (?). 
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Пусть Е==Е" есть линейное множество. Если а—а *--1, то обоз- 
начим через Е"! множество вссх неизолированных точек множества 


ЕП; если &«— вто 
: — второго рода, то положим 


Е П в 


а’ <а 


Если множество Е рассеянное, то найдется такое В, что 
И а О 


Наименьшее число В, обладающее этим свойством, назовем индексом 
множества Е. 

ЛЕММА 3. Сумма двух рассеянных множеств есть рассеянное мно- 
2жество, индекс которого не превосходит натуральной суммы * индек- 
сов слагаемых. 

Доказательство. Пусть Р и О— два рассеянные множества, 
принадлежащие /., соответственно порядков % и В и пусть 

Н=Р- 0; 
Н есть рассеянное множество (°). 

Мы оценим индекс / множества Н при помощи трансфинитной индук- 
ции. Достаточно показать, что лемма верна для произвольного индекса 
а и В=1 и для произвольного индекса &х и В=от, так как в случае, 
если В=В"- 1 или В=х- от, где хот, множество Р--О можно пред- 
ставить соответственно в виде 

Р-+0=(Р+- 0-С08-1) - 08-1, 

Р--0=(Р+ 0-09) + ом. 
По трансфинитной индукции лемма будет верна в обоих случаях. Итак, 
пусть а есть произвольный индекс В=1. 

Если точка 


рЕРЁ1 — р, 


то мы будем говорить, что р имеет в Р ранг а’. Если точка 4 имеет в 0 
ранг 0, то в Р-О ранг 4 не превосходит а, так как существует интер- 
вал 2, такой, что 8, -О =4 и внутри д, ранг точек множества Р’_ меньше «.. 


Следовательно, если «=1 и В=1, то 1 < 2. 


* Всякое трансфинитное число а можно записать в виде полинома, расположен- 


. 


ного по убывающим степеням ©, 


где =—трансфинитные числа, не превосходящие числа и, а коэффициенты 1 явля- 


ются конечными неотрицательными числами. 
Натуральной суммой двух трансфинитных чисел 


т 
В) И 


И 


где и.о, называется о (а, В) = У ве (1. + =) [см. (7)]. 
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Пусть, далее, В=1, а «— произвольное число и для всех &а’<х 
и В=1 имеем у <а’-- 4. Пусть ранг точки рЕР есть у, где у 1 <а. 
Рассмотрим последовательность интервалов 6,, 6, ,..., би,...› СТягива- 
ющихся к точке р и не содержащих точек РМ, отличных от р. Тогда, 
по предположению, ранг всех точек множеств (Р- О) (5, —6„- 1) не выше у. 
Следовательно, ранг точки р не выше у-- 1. Отсюда следует, что индекс 
всего множества Н =Р--О не выше, чем «-Е 1 = о (х, 1). 

Пусть, наконец, & есть произвольный индекс, В =! и для всех индек- 
сов чи В’ < В имеем 1] < о (а, В’). Если точка 4Е0, то она имеет ранг 1, 
где ч-- 1 < В. Существует интервал 6, такой, что 8,. О =а. Индекс мно- 
жества Р.5, не превосходит а. Тогда, по предположению, индекс мно- 
жества (Р-О).5, не превосходит 5(а, 1-1). Это означает, что ранг 
точки 4 не превосходит с (я, 1). Следовательно, если «= и В =", то 
= «*.2. 

Пусть В=о", а «— произвольное число, большее В, и для всех я’ < 
и В =" лемма верна. 

Если точка рЕР, то она имеет ранг у, где у 1 <. Рассмотрим 
последовательность интервалов 0,,0,,...,0и,..., стягивающихся к 
точке р и не содержащих точек РМ, отличных от р. Индекс множества 
О (6, —6,-+1) не превосходит В. Тогда, по предположению, индекс мно- 
жества (Р-- О) (5, —56„+1) не превосходит с (у, В). Отсюда следует, что 
ранг точки 4 не может превзойти с (у, В). 

Таким образом индекс всего множества Н 


что и требовалось доказать. 

Плоское множество @, для которого все множества Е.Р. суть рас- 
сеянные множества, назовем плоским множеством 3-го вида. 

Наименьшее из трансфинитных чисел я таких, что все индексы мно- 
жеств @.Рх меньше а, назовем порядком множества 3-го вида. 

Пусть Е == Е]. Обозначим через ©! множество, образованное всеми 
точками, входящими в множества (@-Р..)1, когда х пробегает /.. 

ЛЕММА 4. Если © есть А-множество, то и © при всех < 9 
есть А-мноэжество. 

Доказательство. Как известно, если из плоского А-мно- 
жества выкинуть его точки единстеенности, останется А-множество. 
Поэтому, если из А-множества выкинуть точки, являющиеся его точ- 
ками единственности относительно некоторой полосы, параллельной оси 
абсцисс, то останется А-множество. Из этого и из того, что пересече- 
ние счетного числа А-множеств есть А-множество, следует справедли- 
вость леммы. 

Замечание. Если © есть счетно-формное В-множество, то Ф 
есть также В-множество. 

ТЕОРЕМА ПГ. Всякое плоское А-множество 3-го вида порядка х 
моэкно накрыть таким эке В-множеством. 
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Доказательство. `Пусть* @ С [ху есть А-множество 3-го вида 
порядка «. Назовем полосой Бора п-го ранга Г;...„ множество всех 
точек области [х.,, ординаты которых принадлежат интервалу Бэра 
п-го ранга м. 


Применим метод трансфинитной индукции. Достаточно показать, что 
теорема верна для 
О и.о 
я О О 
3) «— число 2-го рода, 
4) а=о“--1, где а’ — число 2-го рода. 
Пусть «=2. Каждое множество @.Р. состоит из изолированных 
точек. Тогда @Ш=0. Однако 


со 


е=Печ=9, 


п=0 

где ©! = ©, а ©® получается из 01, путем выбрасывания его точек 
единственности в каждой полосе Бэра (п —1)-го ранга. Множества © 
есть А-множества, причем ©1091 —) 0191, если т > п. 

На основании леммы 1 можно построить систему В-множеств таких, 
что В;-В;=0и В, 691 =0. 

Множество М„=6.В»„ будет А-множеством, униформным в каждой 
полосе Бэра (п—1)-го ранга. 

Рассмотрим А-множество М,. Пусть 


ЕП. М> 
РИ (6. Ув») ему 


Это будут А-множества, для которых Е,-Е, =0. 
Так как для А-множеств выполнена аксиома Г, (*), то существуют 
В-множества ЛМ, и М, такие, что 
№; Е», ео 


М, -М, =0. 
Множество 
09, =М№, х и —М.. 
Множество М, униформно. По теореме 1 Гливенко его можно накрыть 
таким же В-множеством Н, С О,. 
Рассмотрим А-множество М». Множество 


м ная 
униформно. Пусть 
Ее и-0 = М--^"-0, 


8-0 1, (6: У Вь- 1. ) = Пь[(6 -— М) ть. 


В=п-1 


* Легко доказать, что теорема будет верна и для Е С Лу. 
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Это будут А-множества, для которых 
роО О ож ре 0 
у 5 т = “ 
Так как для А-множеств выполнена аксиома 1, (°), то существуют 


В-множества 9" ``) и 944 "-0 такие, что 


ут -0 Я) д даа и-0 ВЕ Е т-0, 
у 1-0 | р-н т 
Пусть 
М1 и-0 т. (А ЕО р -- Мо) о, 
М1. Чи) = @ (№ мо = С и брег 
1 ... т. — “ т, . 
Это также будут В-множества такие, что 


а а О ба 
Ма п 1) — р И? о, МС я ) — ЕС! 1 о. 
ео 
А, е: М. 2 =.0: 
Множество 
ОАО О о 
п я у. иг СН! ь *% 
По теореме 4 Гливенко множество М!” можно накрыть унифор- 
мным В-множеством ее Множество 
и 
у =. р и я—1) 
Оса 
накроет множество М» и будет униформным в каждой полосе Г; 
Множество 


‚т ” 


НЫ, 


й=1 


со 
накроет А-множество фе Ми причем каждое из множеств Н.Р. 


ТЕ 
будет состоять из изолированных точек. 
Действительно, если точка 46ЕН-Р,, то 4 принадлежит хотя бы 
одному Н» и только одному, так как Н„.Ни=0 при п-т. Но мно- 


жество Н»„ униформно в каждой полосе Г. ,„., причем Ни) — 
Отиы которое никаких других точек множества Н кроме Н@! 0 
не содержит. Следовательно точка 4 на прямой Р, будет заключена 
в интервал Бэра 8:..1„., который никаких других точек множества Н 
не содержит, т. е. точка д будет изолированной точкой. 

Таким образом теорема верна для “=2. 

Пусть а=я- п, пъз1, и для а’ «о теорема верна. Множество 
@6“-Н=0; А-множество ©-? таково, что все множества Р.- @И-11 6ос- 
тоят из изолированных точек. Так как теорема верна для «=2, то его 
можно накрыть таким же В-множеством Н*. 

Множество 0 = @-СН” будет плоским А-множеством 3-го вида по- 
рядка «—41. По предположению, его можно накрыть таким же В-мно- 
жеством Н. 
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Множество Н=И"+Н накроет множество © и будет рассеянно- 
формным В-множеством порядка &, так как, в силу леммы 3, сумма 
двух рассеянных множеств Р..Н*и Р.Н соответственно индекса 1 


и индекса, не превышающего &—1, будет рассеянным множеством 
индекса, не превышающего & — 1. 


Пусть & второго рода и для всех а’ а теорема верна. Пусть 
и ео. 
Обозначим 
= И ©. 
Очевидно 


со 


П И — Фи Е, Ён, 
Ш 


если тп. 
Сотласно лемме 1’можно построить систему В-множеств таких, что 
В.В, =0, Б.В: =0. Пусть 
О, = В» х Па 


Множество ПИ, =©: будет плоским А-множеством 3-го вида 
п п д 
порядка &„., 1 <“. Шо предположению, его можно накрыть таким же 
В-множеством Н, СО». 

Очевидно множество 


Н=УН, 


ПЕ 


удовлетворяет всем поставленным требованиям. 
Пусть «=оа”- 1, где а” есть трансфинитное число второго рода, и 
для всех а’ < х теорема верна. Имеем 


о (4) 


и —о* 


Пусть 
ПТ, ©, м — П Е“. 


Обозначим 
0, = (М, Хх 1,) - ©. 


Рассмотрим полосу Бэра (п— 1)-го ранга /н...„.. Пусть 


’ 


Е и. р а 
№1. и-1) = П Е й 
2—1 


а * 
Обозначим 
вы Из-т) = 1—1) ХТ и к <: 
Пусть О = У (1-0, 
ПОЙ 
Рассмотрим систему плоских А-множеств 


И. (5) 
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Докажем, что 


По, =0 
п=0 
Действительно, если точка 
4 (2, у) Е [ТО 
п=о0 


то это означает, что, каково бы ни было п, интервал Бэра ранга п 
на прямой Р.,, содержащий точку 4, содержит также точки всех мно- 


со 
жеств ©], где я’ < а’. Но так как По, сб, то это означает, что 
п=0 


4Е©!"1, что противоречит равенству (4). 
На основании леммы 1 существуют В-множества такие, что В+. В;,=0 
и В,-0О,=0. Образуем А-множества 


К„= В» - ©. 
Каждое из них является плоским А-множеством 3-го вида порядка, 
не превосходящего «. Рассмотрим множество К,. Пусть 
9 
И В ь 
Ясно, что 
р 
Так как для А-множеств выполняется аксиома Т, (*), то существует 
В-множество Г, такое, что 
ВИ о И 
Пусть 
ИР 
Множество 
М, = © : и, == К, 
и является плоским А-множеством 3-го вида порядка, не превосходя- 


щего а”. По предположению, его можно накрыть таким же В-множе- 
ством Н.С У’,. 


Если построены все плоские А-множества 3-го вида М, для А=п—1, 
то рассмотрим А-множество 
Е ъ-—1 
К„=К,.СУМ,. 
В—1 
Пусть 
0 (К Еее) 
п Е п 11... Чи ° 
Ясно, что 
аа А 
ТО- МС » О 


Так как для А-множеств выполняется аксиома Т, (°), то существует 
В-множество Л(1---0 такое, что 
Л. 4и-) — 7-0, а. 
Пусть 
Айти — С Ее в Аа : А@1-и-0, 


я—1 
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Ясно, что 
ТА и-о ны мини. И Ма и-0 
ый я 
Пусть 
7(1 ыв- м. О д — 
И И 
Множество 


М@- 1-0 == @ р 1: и-0 — К и-0) 


и является плоским А-множеством 3-го вида порядка, не превосходя- 
щего я’. По предположению, его можно накрыть таким же В-множе- 


ством Ни! И *-0, В-множество Н„= У Н\#""-9 накроет 
11... би—1 
А-множество М„= ХУ М9! и будет плоским А-множеством 3-го 
а 


вида порядка, не превосходящего в = "+ 1. 


со со 
Множество Н= У, Н, накроет А-множество @ = У! М, и будет пло- 
1 


= п®= 
ским В-множеством 3-го вида порядка, не превосходящего «= 1, 
так как 
Н = ь Нити) 
Пия О 


где 
Нк. и-0 СЯ И’ 1-10, ИИ: 1и-0 1 ИИС ий О 


при в т или хотя при одном 1, Ей, что и требовалось доказать. 


54 
ТЕОРЕМА ГУ. Всякое компактно-формное А-множество © С 1 
можно накрыть таким же В-множеством Е А: 
Доказательство. Пусть © С Г, есть компактно-формное А-мно- 
жество. Обозначим 


хи 


Фи... = [@ Е Та. ли 
Ен... я, = Пу а И 


Так как © является компактно-формным А-множеством, то 


Е а: 


т, 


И я—1 1 


На основании выполнения аксиомы * Гу (*) для А-множеств суще-- 
ствует система В-множеств 
Е 1, Ах 7 в Ве ... 
‘такая, что 
Мары О Ави И т ЕО. 


1 
Множество 


Пе Сны, ОИ 


* То же, что Гщ, только вместо ИЕ и ИМ стоит Ит Е» и И" Н.. 
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и является В-множеством. Множество 
п З Ё 
ПЕНИ 9 
71›--. м 


и пересекается любой параллелью оси ОУ по конечному числу интер- 
валов Бора п-го ранга в каждом интервале Бэра (п— 1)-го ранга. 
Множество 


и является компактно-формным В-множеством. Действительно прямая 
Р,‚, пересекая Н, пересекает и Н', Н*,..., И",..., частью которых 
является Н. Следовательно множество Н.Р, содержится в конечном 
числе интервалов Бэра п-го ранга в каждом интервале (п — 1)-го ранга, 


где п=1,2,..., и является замкнуто-формным В-множеством, что и 
требовалось доказать. 


Глава П 


Пусть Н есть В-множество (НС [,, или У„,) и все множества 
Н-Р, имеют некоторое свойство К. Спрашивается, возможно ли рас- 
щепить В-множество Н на непересекающиеся В-кривые так, чтобы 
семейство кривых обладало некоторым свойством, тесно связанным с К? 

В этом направлении Н. Н. Лузиным была доказана следующая 
теорема [(*), стр. 244]: всякое счетно-формное В-множество Н расще- 
пляется на счетное множество униформных В-кривых таких, что из двух 
кривых этого семейства всегда одна лежит под другой. 

Для случая конечно-формных В-множеств эта теорема была уточнена 
А. А. Ляпуновым следующим образом (*“): всякое конечно-формное 


В-множество Н расщепляется на счетное семейство униформных 
В-кривых 


У: (5), У=Ф. (х), ...› У= Фи (5), 95< 


таких, что кривая у=ф,(т) всегда лежит выше кривой у=о,, (1), 
когда п’< п; проекция кривой у=ф, (5) на ось ОХ содержится в проек- 
ции кривой у=ф,, (2) на ту же ось. 


$1 


Семейство И униформных кривых вполне упорядочено вверх, 
если во всяком его подмножестве найдется кривая, лежащая строго 
ниже всех остальных и такая, что ее проекция на Л, содержит проек- 
ции всех остальных кривых. 

Пусть 0 = 0° есть вполне упорядоченноз вверх семейстго В-кривых. 
Обозначим через 08 множество кривых, получающееся из 0° путем 
выбрасывания из него В нижних кривых. 

Наименьшее из трансфинитных чисел а таких, что (*=0, назовем 
порядком вполне упорядоченного вверх семейства кривых. 
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ТЕОРЕМА У. Всякое плоское В-множество Н 1-го вида порядка & 
расщепляется на вполне упорядоченное вверх семейство В-кривых того 
же порядка. 

Доказательство. Пусть НУ есть В-множество 1-го вида 
порядка %. Из теоремы Мазуркевича [(*), стр. 282] следует, что мно- 
;жество всех нижних точек счетно-формного В-множества есть также 
В-множество. Пусть 

ВЕ! 
Определим В-кривую у=фФ, (2) на множестве Г, как совокупность ниж - 
них точек множества Н. Обозначим ее. через Л,. 
Если определены все В-кривые Лу» для В’ < В, где В есть любое 
трансфинитное число, то пусть 
Н8=Н— У Дь. 
В’ <В 
Множество НВ также будет В-множеством 1-го вида. Пусть 


18 =П, НВ. 


Определим. В-кривую у=:(1) на множестве [8 как совокупность 
всех нижних точек множества НМ}. Обозначим ее через Дв. 
Совокупность В-кривых 


В 


исчерпает все В-множество Н и образует вполне упорядоченное вверх 
семейство В-кривых порядка а, что и требовалось доказать. 


$2 


Кривую у=Ф„ (5) назовем изолированной кривой семейства 
униформных кривых И = {9,(2)}, если можно построить две кривые 
у’ (х) и у" (1) [у (2) <9„(2) < У" (1) при всяком 2] такие, что в.полосе, 
заключенной между ними, нет точек других кривых этого семейства. 

Пусть 061 ==0 есть счетное семейство униформных кривых таких, 
что из двух кривых этого семейства одна всегда лежит ниже другой 
в общей области их определения, (ПВ+Н есть множество всех неизоли- 


рованных кривых семейства 0181, и (В Ию если В есть транс- 
ме 
финитное число 2-го рода. 

Семейство ПИ рассеяно, если существует такое число а, что 
04 = 0. 

Наименьшее из трансфинитных чисел а таких, что 0 -=0, назовем 
порядком рассеянного семейства кривых 0. 

ТЕОРЕМА УТ. Всякое плоское В-множество 3-го вида порядка я 
расщепляется на рассеяиное семейство В-кривых того же порядка. 
если & есть трансфинитное число 2-го рода, и порядка & —1, если &— 
число 1-го рода. 
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Доказательство*. Пусть НС-Г,, есть В-множество 3-го вида 
порядка %. 

Применим метод трансфинитной индукции. Пусть &«=2. Каждое 
множество Н -Р, состоит из изолированных точек. Так как множество 
Н счетно-формно, то на основании теоремы Лузина оно расщепляется 
‘на счетное множество униформных В-кривых 

У Ув 
определенных соответственно уравнениями 
у=ф, (1), у=Ф, (2), ..., У=ф» (2), ..., 
причем из двух кривых этого семейства всегда одна лежит ниже другой. 
Это множество кривых образует рассеянное семейство кривых порядка 
а= 1. 

Действительно, каждая кривая Г, является изолированной кривой, 
так как нижняя грань всех В-кривых [:, лежащих выше [Г,„, есть 
униформная В-кривая У». Аналогично верхняя грань всех В-кривых, 
лежащих ниже Г[„, есть В-кривая ИУ». Кривые Ти Г» не пересекаются 
с Г„. Пусть их уравнения соотеетственно суть у=ф, (2) и у=о, (7). 
"Гогда полоса, заключенная между кривыми 

ее), ур) Я 
содержит кривую Г, и не содержит точек других кривых //; для = п. 

Пусть я=а’- п, п>1, и для всех о’< ох теорема верна. Множе- 
ство Н-? является В-множеством 3-го вида порядка 2. Следовательно 
оно расщепляется на рассеянное семейство униформных В-кривых 
Г, Г»... Тиз .... Лежащих соответственно на кривых у=Ф, (х), 
у=ф, (1), ..., У=Ф, (2), ..., определенных всюду в области [, порядка 1 

Рассмотрим В-кривую Г„. Обозначим через /^ нижнюю грань всех 
В-кривых Г,, расположенных выше кривой у=о, (1). Это будет уни- 
формная В-кривая. Существует униформная В-кривая у=о, (5), всюду 
определенная в области Г, и расположенная выше кривой у=Ф, (2), 
которая содержит в себе кривую [. 

Аналогично обозначим через Г» верхнюю грань всех В-кривых Г, 
расположенных ниже кривой у=ф, (1). Это также будет униформная 
В-кривая. Существует В-кривая у=Ф„ (5), определенная всюду в обла- 
сти [, и расположенная ниже кривой у=Ф, (7), которая содержит 
в себе кривую [м. 

Определим В-кривые И и ТУ», имеющие соответственно уравнения 


9 (2) — Фи (2) —_ № (®) — $ (7) 


=, (2) о, (2) Е 


Обозначим через О„ часть /„,, ограниченную В-кривыми Их и 1%, 
включая и кривую Г,. Множество 


М,=Н.- 0, 


будет В-множеством 3-го вида порядка , причем точки множества 


* Теорема легко может быть доказана и для ео 
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М!” составляют кривую Г, и только ее. Пусть 


Е, =П, Г. 
К=(СЕ, ХТ) М, 
М =(Е„—Г,) - М. — Г... 


т 


Обозначим через К? часть множества М „, лежащую выше кривой Г, 


и через К? — часть М„, лежащую ниже кривой Г„. Каждое из мно- 
жеств Ки (т=1,2,3) есть В-множество 3-го вида порядка <&«— 1. 
По предположению, они расщенляются на рассеянные множества уни- 
формных В-кривых порядка, не превосходящего «—2. 

Если произведем расщепление множеств К}! (т =1,2, 3) для каждого п, 
то полученные В-кривые и кривые [.,, взятые вместе, дадут требуемое 
расщепление множества Н. 

Пусть & второго рода и для всех а’ < я теорема верна. Пусть 


О о < А аво 9% 
Множество 
в. = П.Н 
будет В-множеством, как проекция счетно-формного В-множества. 
Очевидно 


сэ 


Е, =0 и Е 
1 


п-— 


если т > п. В-множества 


В, =Е, г СЕ,, 
ВЕ. СЕ. 
В, =Ея ; СЕ 


будут попарно без общих точек, причем 
В 0, 
Множество 
М, =Н (В, хТ,) 


будет В-множеством 3-го ‘вида порядка а„.,--1. По предположению, 
ЕВ 7 
его можно расщепить на рассеянное семейство В-кривых {Г} погядка 


ил 
1 
М, = №2 Тм 
- 
Следовательно множество 
со 
Н=У М, 
2—1. 
расщепляется на рассеянное семейство В-кривых порядка %,, 
9. 
Н=У/ 1. 


ьп 
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Пусть «=а’--1, где а’— число второго рода и для всех а’<а 
теорема верна. Множество 


Н!а*] — П Н“1—=0. {6) 


д’ <а* 
Пусть 
Е“ = П.Н, М, = [| Е=. 


а’ <а* 
Это будут В-множества. Пусть 
9. =М, Х 1, 


Рассмотрим полосу Бэра п-го ранга Г.....„. Пусть 


й 


На 
М п а" 
а’<а* 
Множество 
о-в усе х ера 


будет В-множеством. Пусть 


о. ОО: 
11»... 


Получаем, таким образом, ряд плоских В-множеств О,,О,,..., Он,...› 
каждое из которых содержится в предыдущем. В-множество 


=По. 


обладает тем свойством, что для любой точки ЕО на прямой Р,, 
проходящей через эту точку, в любой окрестности точки 4 содержатся 
точки любого из множеств НЕ”, где а’ < а. 

Докажем, что 


НО=0. (7) 


Действительно, если точка 49(7,,9,)Е НО, то это означает, что, 
каково бы ни было п, интервал Бэра ранга п на прямой Р.., содер- 
жащей точку 4, содержит также точки всех множеств НГ], где а’ < а". 
Но так как 9Е6Н, то это означает, что 9ЕНГ"1, что противоречит 
равенству (6). 

Применим к множеству Н следующий процесс. Рассмотрим В-мно- 
жество у 
У оО 

Множество 
М. =Н- И, 


будет В-множеством 3-го вида порядка, не превосходящего а". По пред- 
положению, его можно расщепить на рассеянное множество В-кривых 
также порядка, не прекосходящего а": 


М, = У А 
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Рассмотрим полосу Г: и в ней В-множество 


в 


ИА @1-- 4) — о О, оО т-1). сот. 


9—1 


Множество 
М1) — Н ь уе.) 


будет В-множеством 3-го вида порядка, не превосходящего а”. По пред- 
положению, его можно расщепить на рассеянное семейство В-кривых 
также порядка, не На С 


М в р бы). 


Следовательно В-множество М, = У М” расщепляется на рас- 
21... 
сеянное семейство В-кривых порядка, не превосходящего о”: 


М» = У А 


ВВ 


так как каждое из слагаемых семейств В-кривых при п фиксированном 
отделяется одно от другого частями полос Бэра п-го ранга И»). 
Этим процессом мы исчерпаем все В-множество Н, так как в силу 


равенства (7) 


` И= Уи, ЕВСО Е 


п=0 
где 
у — У И’ (1%) 


п : - 
11»... 155 


Следовательно В-множество Н= У М„ расщепляется на счетное 
п=0 


множество униформных В-кривых Н= \З 1%, которые обра- 


Е, 11». бэ т 
зуют рассеянное семейство В-кривых порядка «--1=9”, так как каж- 
дое из слагаемых семейств В-кривых {(14'”"”)} при фиксированном п 
отделяется одно от другого частью полосы Бэра п-го ранга И’ „(@-- 1»), 
что и требовалось доказать. 
Случай расщепления В-множества Н второго вида порядка 4 особого 


рассмотрения не требует, так как является частным случаем теоремы У1. 
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7. КОЗГОУА. ЗОВ РЕЗ ЕМЗЕМВЕЕ$ РГАМ АМАГУТТОСЕХ 
00 МЕЗОВАВГЕЬ Б 


ВЕЗОМЕ 


Те раб 4а ргбзепь агме]е езё6 4е ргёслзег деих Фбвогётез де Газт 
зиг 1ез епзет ]ез апа!умааез р1апз еф Че обпёгаЙзег аце]даез Шбогётез 
о {епиз раг У. СПуепКо, ашз1 дае раг Р. МоущоЙ еф А. ТШларочпо!!. 

№ из Чдетоп(топз 1ез В6огётез элиуапиз. 

ТНЕОВЁМЕ 1. бой Е ип епзет ве апйуйдие ап диё езё сои ре 
раг спадие рагаёе & Гахе ОУ зилоатЁ 4ез епзет ]ез еп от4опптё$ 4е 
Нуре <. А1ю!з Гепзет Ме Е решё @те епрегтё аап$ ип епзет йе тези- 
габ!е В тоигззат1 4е 1а тёте ргортеёе. 

Оп оБйепь 1ез \Шбогётез П её ПТ еп гешр]асап гезресмуетели 
]ез 1106$ «реп от4оппёз» раг 1ез поз: «гедасмЫез» её «с]алгзетлёз», её 1е 
ёогёте ТУ еп гетшр]афапф 1ез п10{4з «Блеп ог4оппёз 4е фуре <» раг 
]ез 01063 «раг!а\$ поп Аепзез». 

ТНЕОВЁМЕ У. Ип епзет Бе тезига е В рап диё е5ё соирё раг 
стадие ратаЙ@е а Гахе ОУ зшоат 4ез епзет йе; лет от4оппёз 4е вуре 
< реиф @те 4ёсотрозё еп ипе зийе Беп ог4оппёе аи 1уре < а 4’епзетЬь- 
41ез тезита 4 ез В ит ]огтез её ЧЕз]оётаз. 

Оп оъйеп® 1]е \6вогёше УГ еп гетр]асапь дапз 1’6попсё ди Шбогеше У 
]ез поз «Реп ог4оппё» раг 1е плоф «гёдасиЫе». 


ИЗВЕСТИЯ АКАДЕМИИ НАУК СССР 
ВОБЬЕТИМ ОЕ 1'АСАОЕМПЕ ОЕ$ ЗСЕМСЕ$ БЕ 1/08$$ 
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М. НИКОЛЬСКиИйЙ 


ОБ АСИМПТОТИЧЕСКОМ ПОВЕДЕНИИ ОСТАТКА ПРИ ПРИБЛИ- 
ЖЕНИИ ФУНКЦИЙ, УДОВЛЕТВОРЯЮЩИХ УСЛОВИЮ ЛИПШИЦА, 
СУММАМИ ФЕЙЕРА 


(Представлено академиком А. Н. Конмогоровым) 


В работе дается асимптотическое выражение верхней грани откло- 
нений функций периода 2^ от их сумм Фейера по всем функциям, 
удовлетворяющим условию Липшица степени а (0 <9=—1) с данной 
константой. Подобные результаты даются также в случае интерполи- 
рования тригонометрическими полиномами с равноотстоящими узлами. 


$1 
Пусть Н©@) есть класс функций } (5) периода 2, удовлетворяющих 
х‹ловию Липшица 
г) "ЕК 
Обозначим через Си верхнюю грань по всем значениям хи всем 
7 (^) из Н®) уклонений 


И и.(ь 2) |= |1 (2) — с, (1,2) | 


функции }(5) от суммы Фейера п-го порядка 


ое пы. С о" ии. и) 
а \ СИ) ——- а у ( ) 


В $2 этой работы доказывается 
ТЕОРЕМА 1. При О<а<1 


С® = КС®п-“ ро (п-=), (2) 
206 
6) = 21 (2) : от 
а п (1 — с) =: ЕЯ 
а при д ==.1 
СО", "НО (и. (2) 


Аналогичные результаты получены в $3 для тригонометрических 
интерполяций с равноотстоящими узлами интернслирования ('). В этом 
случае, полагая 
ОЕ 
эт - (2—2) \2 


от (2) 


1—0 Чи —— 


= 1 
34 (157) + е+И 


ту з 
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ое А-В 


и определяя С° как верхнюю грань 


[В (1, =) |= |1 @) 5,2) 


по всем хи ](5) из Н®, имеем такую теорему: 
ТЕОРЕМА П. При 0 < «<1 


С = КСби—-о(п-=), (4) 
где 
аа 5 = ЭК 
$11 УИ 


КТ | и — ЭтЁ = . 
=—< 


а при «=1 


Доказательство теоремы Т. Если принять во внимание, что 
функция, стоящая под знаком интеграла в (1), периода 2к и что этот 
интеграл равен единице для } (1) =1, то для любой функции } из Н@®) 
будем, очевидно, иметь неравенство 


о ‚ПА > 
: 1 мех | ие Н 
о выраи У ИФА — го 91< 
хп у 9 
х-+® с 1 о - 
ть = Ее ом =, $) (5) 
т А Е 0 Е у 
х—® - 


С другой стороны, это неравенство обращается в равейбтво дл 
функции }, (1) периода 2*, равной 


№ ()=Ки-Ь| 


в интервале |х—{|<т и рринадлежащей очевидно к Н®. Отсюда 
следует, что 


вир |, (1, 2) |= Е, (2). (6) 
=н(®) 


В силу того что функция 
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ограничена для |х—#{| < т, справедливо равенство 


т хе ви (2—1) 
Е ео 


хх 


равномерно относительно х. В дальнейшем, и это не будет оговари- 
ваться 06060, все входящие в рассмотрение функции вида О (п?) и (при 
неограниченном возрастании п) 0(п?) будут вести себя так равно- 
мерно относительно х. 

Далее простые подстановки дают 


а и 
2 
э. К $102 & к 
\ а. 42-0 (и. (1) 


Пусть теперь 0 < я < 1, тогда (6) и (7) влекут за собой равенство 


4ё-Но (п *). 


со 

91а к 2; 

С® Е 5ир В» (1) = ы и эп 
х тп 5 


Интегрируя по частям последний интеграл, получим 


со 


со 
Ни Е Г . 

№ — о Е \ оз ТО, то , 

5 СЕЛА —@ 


так как последний интеграл является мнимой частью интеграла (*) 


ати 


—\ ед ее "Г ($ С: 
о 


Этим равенство (2) доказано. 
Если же х=41, то из (6) и (7) следует 


(п 1) и тп 

т 

р Е (1 > и. К п—1 7 ок 
4 % 5102 и ее: р т о 7 
=“ \ ди НО (и, У +0 и = т 0. 
в=1 А В=1 
2 
$3 


Доказательство теоремы П. В силу периодичности с пе- 


риодом 2х функции, стоящей под знаком суммы в (3), и того, что эта 
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сумма равна единице для / (1) =1, для любой функции } из Н©®) будет 
очевидно иметь место неравенство 


В | : \, | о Е: р 
Ан 1 < ие +1 и 
хп ох $1 = й 
2 
К х и вт" Не 2") г 
ДЕ.” ЗЕЕ. ВЕЕТ : 1 (п) Ве а ее ЕР Е 8 
= Би) Зы ть 2] та) в (2) (8) 
хх") хх п ря: 


С другой стороны, это неравенство обращается в равенство для 
ранее определенной функции 7,(), принадлежащей к Н©); поэтому 


зир | Я, (2) |= Е, (2). (9) 
га Н(@) 


Легко видеть, что справедливо равенство 


доп с Эта и 
зе р зе РА Ри сое з 
г 
== = - А-В, (10) 
310? — 810° — 
10152 
где 
. 2-1 
[м эт 3 
у п 
А= и ) | А < - при «=1Т ии! < т, 
2 зп — ы 
2 
2п Л НО 
[и [® 2 их т? 
В = три, О окей о в 
$1? — 


Если представить правую часть (8) соответственно разложению (10) 
в виде трех слагаемых, то последнее из них (соответствующее В) 
будет порядка О (п). Докажем, что это же имеет место для слагае- 
мого, соответствующего А. Если «=1, то А ограничено, что и вле- 
чет за собою наше утверждение. Если 9 < 1, то 


| а Ва) 


1 \ 
1 кл в) р 
(16) |3 
2п + 1 № т . ОИ — 
и. += т = 
| р 
2 
| Вы (2”) — 2) 
о о 
РЕЯ [< (®) дп ® ко 


а О 
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Последнее равенство справедливо потому, что мы пренебрегли 
конечным числом слагаемых, каждое из которых по абсолютной вели- 


2п +1 


чине не превышает —-— л“. Далее, сумма, стоящая в правой части, 


не превышает 
1 а 
р 


| < 


= 91), 


< 


и так как в нашем распоряжении имеется еще множитель (п-{+ 1) 
то утверждение справедливо. Таким образом можно написать 


р’ К 1 и а 
ЕЕ м | 


ха хп 


(п) 
и. —х 
2 а. ( (") — 2) соз 1 : 
= —= 
хх ®) {О (п ") 
2 х 
$10? 5 
$102 —— : (2) — х) 


4К 
а 1) (+1) р: а * 
х—п<х(") ху 


тои (0) 


Первый член правой части (14) равен, если пренебречь величиной 
О (п *), сумме 


ом -— 9 
$ — 


АК У 4 
К —_ (12) 
ь _ 4\а—1 тя №, „12—а 2? 
(в 1) (21-1) = [и — 2 | 


где и = (21-1) х. Полученное выражение представляет собою функцию 
от и периода 2 и поэтому достаточно ограничиться рассмотрением 
изменения и в интервале О < и < 2м. 

Пусть теперь & < 1, тогда сумма, фигурирующая в (12), при неогра- 
ниченном возрастании п равномерно относительно и стремится к 


откуда следует 


Е. : ар Е. ко 


пЖ-1 


Если принять во внимание, что 
(=) _ Й, 
о а 


то доказано (4). 
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Рассмотрим теперь влучай а =1. Тогда сумма, фигурирующая в (12), 
неограниченно вместе с п возрастает, и нам предстоит установить ее 
асимптотическое поведение. Пренебрегая конечным числом членов, 
дающих порядок О (1), ее можно представить как 


2в<| ит | <(2т-п 


А + У» +0 (4)=У3 +3104. (43) 
Этом < (тк пои) п 
Оценим сумму У. Пусть т и [=т--:— натуральные числа соот- 


ветственно наименьшее и наибольшее, для которых выполняются 
неравенства 


2 < жтры-и, Жж1—в < (21-1) т. 


Очевидно 
5=0 (п). (14) 
Пусть далее 
2жт —и=2т-Ро, где 0 < ож, 
тогда 
&-1 а 
У. = У 910? и т .- (2-Е ®)—1 = 
м с 
ИЕ (д -0 6. (15) 


при К четном, 


при А нечетном, 


1 1 
а также то обстоятельство, что сумма членов ряда а 


щих на четных (нечетных) местах, номер которых не превышает $ + 1, 
равна в силу (14) 


1 
Из (15) в таком случае следует 
с и 1 и 1 
= 1” 5, 80-Е; 608 1. 16 п --О (1) =. 8 п -РО (1). (16) 
Для Уп, рассуждая аналогично, получим ту же оценку 


У вт-О (1). (17) 
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Теперь, в силу того что (12) отличается от (11) на величину О (п), 
а также вследствие (13), (16) и (17) будем иметь при «=1 


2К 1°п 
Вх и Ом, 
что приводит к равенству (4`). 
Поступило 
Днепропетровский гос. университет 7.УП.1940 
ЛИТЕРАТУРА 


* Магс1п К1е\м1си Т., Биг Рицегро!а оп (Г), За Матешм., УГ (1936), 1—17. 
* Зигмунд А', Тригонометрические ряды, ГОНТИ. 19939, стр. 229. 


$. МКОГУКГ. ЗОВ Г’?АГГОВЕ АЗУМРТОТТООЕ РО ВЕЗТЕ БАМ Г’АРРВО- 
ХГМАТТОМ АО МОУЕМ ОЕ$ $0ОММЕ$ ШЕ ЕЕУЕВ ОЕ$ ЕОМСТГОМ$ УЕВТЕГАМТ 
ГА СОМОТТТОМ ОЕ ПРУСНИТИ 


ВЕЗОМЕ 


501 Н@) 1а саззе 4ез Ёопсмопз /(5%) 4е рег1оде Жж убёмНапи ]а 
<опа1 оп де Глрзевие 
[Я (2) — (2”) |= К] — 2” [. 
О6з12попз раг С‘) а Богпе зирёеиге раг гаррогё & 10из 1ез х е* 
Фо{ез 1ез / (5) аррагбепап а Н@ 4ез 1 6гепсез 
17 (2) —„ (1, 2) | 
епге 1а Гопсмоп } (5) её 1а зошше 4е Ее]ег 4’огдге п 


: ЕЙ 
т 91 т 


е-и\ 
в, (1, СЕ \ 1 (8) А 
0 


А1огз 1е +В 6огёте зилуао$ а Пей. 
ТНЕОВЁМЕ |. 510 < «< 1 опа 


С@ = КС®п—-Но (п *), 
ЭГ (а) от 


(ЕЕ - 
С п (1 —а) р. 


е 5 «= опа 
2К п 
бо Е 
ба ВО (=) 


Оп оБмепь 4ез гёзиМа{з апа]!ориез Чапз |е саз 4ез имегроаНопз 
ропот е г аиез. Оапз се саз еп розап& 
Е") а 


2% 
Ре 1 (т) 
ба (1, 2) ип (в 1) 2 7 (2 ) и (т) ) 


2 — 21 О 20), 
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её еп а6Ни1ззапф С“@) сошше 1а Богпе зарётеиге 4е 


|1 (2) — в, (1, 2) 


ропг $003 1е5 х её фощез 1ез }(1) аррагепать а Н<®) оп а 1е \Меотёте 


зи1уатф. 
ТНЕОВЁМЕ ИП. Роиг 0 < «< 1 опа 


Се) = КС®п—@--о (п), 


ой 


и ВЕ | и -— МК 


её роиг «=1 опа 


ИЗВЕСТИЯ АКАДЕМИИ НАУК СССР 
ВОГГЕТ!М ОЕ ГАСАРЕМ!Е ОЕЗ 5СТЕМСЕЗ РЕ 1.0853 


Серия математическая 4 (1930), 509—530 Земе та{иётаНаие 


С. М. НИБОЛЬСКИЯЙ 


О НЕКОТОРЫХ МЕТОДАХ ПРИБЛИЖЕНИЯ 
ТРИГОВОМЕТРИЧЕСКИМИ СУММАМИ 


{Представлено академиком А. Н. Волмогоровым) 


В работе исследуется новый метод приближения функций тригоно- 
метрическими полиномами, являющийся обобщением метода суммирова- 
ния Фейера. 


1. Пусть /#(х) непрерывная функция периода 2я и 


со 

а ь^ , . 

=: —- р (а% со Л -Е Вы за К) 
В=1 


ее ряд Фурье. Положим 


у 
9—5, (1.9) — о —- — (ак с0з Ах -|- В зат Ах), 
В=1 


За: бр но вые 5 
(т, р) = (и, р, 1.2) = Евы (И) 


где ресть целое число, удовлетворяющее неравенству 0 = р = п. Суммы 
вида с(п, р) представляют собою обобщение некоторых известных мето- 
дов приближения тригонометрическими полиномами: с (п, 0) есть сумма 
первых п членов ряда Фурье, а с(п, п) сумма Фейера. Вследствие 


равеиств 


ре Беби вые Е р1) 
с (п, р) =—°—— Е РЕ , (2) 

| ет 5 

1 ет Гар и (#—1 \ 
9-8... Е \ (И | — НОЯ + (3) 

0 эй 5) 
легко видеть, что 
и" вай т -Р ( зе РЕ (+—1 
б (? = р я ——— р (4) 
ре тьни ^ Е 
() = э 


Идея рассмотрения сумм подобного вида принадлежит Л. Н. Колмо- 
горову, который обратил внимание на семинаре по приближениям фун- 
кций в Днепропетровском университете на известный интерес изуче- 
ния их. 

В связи с этим участник семинара Л. Вербицкий, пользуясь полу- 
ченной им формулой (4), показал (*") следующее. 
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Если р=р(п)— функция п, для которой О<= р=<п, то для того 
чтобы 3(п, р, /, 2) при п-—> © равномерно стремилась к ](5), какова 
бы ни была непрерывная функция } (5), необходимо и достаточно условие 

Ни ии 29 -> 0. (5) 
п>со "И 

Если рассматривать с (п, р, |, х) как линейный оператор от } (или 
при фиксированном х как линейный функционал), определенный в про- 
странстве С непрерывных функций, где за норму } принимается. 
зар |/(#)|, то норма этого оператора (функционала) равна 
7 = 
ны Раз я р 


- - | 44. (6} 


25 


$11 
1 


п(Р- 1) 


мо 
РАДЕ ей 
2 9112 — 


При р=0 М“) обращается в известную константу Лебега. 
В $2 этой работы изучается асимптотическое поведение м”, 
именно доказываются следующие теоремы. 


ТЕОРЕМА Г[. Если О<рэ=п, то 
п А = 
МР = г в г-+0(, (7) 
где О (1) обозначает функцию от п в р, равномерно ограняченную отно- 
сительно этих переменных. 
ТЕОРЕМА П. Если р=р(п) есть функция от п, удовлетворяющая 


неравенству 0 = р<=п, и Им а > 0, то существует предел 
Ша М = р (а), (8). 


выражаемый формулой (18). 
Если принять во внимание, что для всякого тригонометрического 
полинома Т„-› (2) степени п—р. 
Вр, Пао ов 
то на основании неравенства Бернштейна (*) имеет место соотношение 


|2(п, р» /, *) — / (2) | < (1 МЗ) Е,-» (7), (9) 
где Е„_р(/) обозначает максимальное уклонение от } наилучшего при- 
ближающего ее тригонометрического полинома (п— р)-ой степени. Фор- 
мулы (7) и (9) дают возможность в ряде случаев получить хорошие 
оценки разности 

с (п, р, Г, 2) — 1 (<). (10) 
Если, например, выполняется условие (5), то порядок убывания этой 
разности равен порядку Е„_ь (7). 

Из этих формул также вытекает, если сделать небольшое добавление, 
упомянутое предложение Л. Вербицкого. В самом деле, если справед- 
ливо условие (5), то по (7) числа М“ ограничены, и по (9) при 
п р-> с разность (10) стремится равномерно относительно х к нулю. 
Если же последовательность чисел п— р ограничена, то рассматривае- 
мая разность будет также равномерно стремиться к нулю, что вытекает 
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из (2), если принять во внимание, что сумма Фейера при п—> < рав- 
номерно сходится к ](5), а сумма 5-5... + $и_р_1, как легко 
видеть из (3), ограничена. 

Далее из формулы (7) и известного предложения о последователь- 
ности линейных операторов с неограниченными нормами вытекает также, 


1: Р(п) — 
что если Пт -—^=0, то для любого х найдется такая непрерывная 


п-со 
функция }, что с (п, р, }, х) расходится. 
Этим предложение Л. Вербицкого доказано. При этом в его фор- 
мулировке слово «равномерно» может быть, очевидно, опущено. 
Сопоставляя теоремы Ги 11, легко видеть, что функция р (а), опре- 
деляемая по (8), может быть представлена асимптотически так: 


в (2)=518-+0(1. (11) 


П. В $3 этой работы получены аналогичные приведенным резуль- 
таты в случае интерполяционных тригонометрических полиномов с рав- 
ноотстоящими узлами интерполяции. Пусть 


2 : 
ЕЕ (1=0, 1, +2....; п=1,2, ...), 
2% 
2 
5. (п) (п) 
а У / (265) соз Ехо, 
=0 
2т% 
2 с 
ре ИЕ (т) (п) 
Е У ) зп А2(”, 


1=0 
ап) 


5") = о + У (а с0з Аз - 6) в 2) (о ат), 
А—=1 


т а а О: зоне 
с (п, р) = °(п, р, }, 1) = м т и 


Рассуждая так же как для с (п, р), легко получим, что 
в (п, р, ], 1) = 


у == . Л 
и* ее СР(д — =“) ва Ца) 


21% 5 
- " : . (42 
207.) СХ и 


во т? — 


Норма оператора с (п, р, ], 1) равна 
М” = зар Ир” (2), 
х 


где функция м” (2), которую можно рассматривать как норму функцио- 


нала с (п, р, |, т) от }, когда х фиксировано, определяется равенством 


: НВ а 1 
о ЕЕ (фа) вт (2—2) 


1 


2. +1) (Р+П. х — х(") 
= 810? 


т 


М) = (13) 


п) 
Асимптотическую оценку величины М‘ (1) дает 
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ТЕОРЕМА Г. Если О<р=<п, то 
що ТО) (14) 


Р-+1 
равномерно относительно р, п, х *. 
Имеет также место аналогичная теореме 11 
ТЕОРЕМА ТУ. Если р=р(п) есть функция от п, удовлетворяющая 
. в 
неравенству О < р=жп, и Ит „о =я_›> 0, то существует предел 


пи—>со 
По М9 = (а), (15) 
выраэкаемый формулой (23). 
На основании неравенства С. Н. Бернштейна (*) имеем 


|9 (п, р, /, 2) —/ (2) | = (1 М” (+)) Е,-ь (0. (16) 
Формулы (14) и (16) позволяют достаточно точно оценивать раз- 
ность с (п, р, #, 2) —1(1). Из них вытекает, что приближение функции 


1 (2) суммами э (п, р) обладает свойствами, аналогичными приближе- 
ниям, рассмотренным С. Н. Бернштейном в его работе (°). 

Так как норма оператора с (п, р) по (14) равна 

т ЕО, 
то на основании (16), рассуждая так же, как это делалось в соответ- 
ствующем месте, будем иметь следствие, аналогичное указанному выше 
результату Л. Вербицкого. 

Следствие. Ёсли ый. есть функция от п, удовлетворяю- 
цая неравенству 0 = р<п, то для того чтобы в (пр, |, 2) прип—> << 
равномерно относительно х сходилась к }(1), какова бы ни была непре- 
рывная функция }(х), необходимо и достаточно условие (5). 

В этой формулировке также можно выражение «равномерно относи- 
тельно 2» заменить выражением «для всех 2», так как из формулы (14) 


сле м < С й 2 
‚ледует, что числа ъ (1) для некоторых значений х (не для 


к 
всех), например х=-, образуют в случае, если 


Бла ое 2) 0, (47) 
п 


п со 
неограниченную последовательность. 

Отличие изучаемого здесь метода приближения от рассмотренного 
в п. [ заключается в том, что теперь уже нельзя для всякого задан- 
ного значения д утверждать существование непрерывной функции /, 
для которой э (п, р, }, х) расходится, если выполняется условие (17), 
как показывает следующий пример. 


9—1’ 
Ре чисел пПь, определяемых равенствами 


пк ==Г-Ь К (27--1) (А=Ъд....)}: 


* Под О (1) мы всюду здесь будем подразумевать функцию от переменных х 
(или и), п, р или некоторых из них, равномерно относительно них ограниченную, 
и это обстоятельство не всегда будет особо оговариваться. 


Пусть ях где г— целое число, и Е — подмножество нату- 
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тогда 
шт (п) х. = за (2-1) «= 


ее Р-р ) так: если п = пк СЁ, то р(пь) = 0; если же п Е Е, 
то 1<— т <2. Отсюда выполняется условие (17). 


В силу теоремы 1Ш М (5) ограничено, откуда с(п, р, |, 1) схо- 
дится при п-> > к }{(5) для любой непрерывной функции ]. 


. п 
Однако при условии более сильном, именно Пт 0 для лю- 
пи-со 


бого = 0(2м), существует непрерывная функция [, для которой 
с (п, р, |, 2) расходится. В самом деле, пусть выполняется неравенство 
0 < х< 2м.Р-осмотрим систему сегментов [<А — ‹, «ё-- :] для к =1,2.. 

Легко доказ: ь, что существует для всякого х == 0(2) при достаточно 
малом => бесконечная Е ыы натуральных чисел 


п, п..... таких, что числа ———— ан х не принадлежат ни к одному из 


рассмотренных сегментов. и следует согласно (14) при рь=р(пь) 


и) (у | :и 2808 1 В ПЕ 
Мъь. (х)= т #18 ЕЯ 0 (1) = 


= [вп 18—"*.+0(4) (Е=1,2,...), 


на 


и следовательно при А —> < и = —>0 
ме (1) —> <. 


Теоремы ПГ и ПУ влекут за собой равенство, аналогичное (14), 


Если положить 


то будем иметь 


т 

м1 ГВ: гие ВА ИЕ | 1, 

мот р ти з 
0 $11 > 


Доказательство теоремы Г. В силу того что т >= -ифун- 


кция ограничена для |{| < т, можно очевидно написать 


12 — в 
. 81 8] 


п р зп тг зп ми | ео Но я ий 
МЕЦ! — 4-0 (1) =) 4и +0 (1) = 
0 0 


оз 
2 (С | Зпги зп и | 
=2 \ и и НО (1, 
0 


4 Известия АН, Серия математическая, № 6 
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где О (1) обозначает функцию, равномерно ограниченную относительно 


гит при ОбО=р=во—- 2... 
ти 
Далее, в силу ограниченности функции — 5 


1 
— -; получим 
п 


ме \ и ди. 


к 
0 


Но первый член правой части этого равенства лишь на ограничен- 
ную величину отличается от константы Лебега (4) и поэтому 


п ул 4 
М = авео (= вт (4. 


Доказательство теоремы 11. Пусть р=р(п), О<р=<п и 


с п . д я са: 5 
о — а РО подав = 0 ‚ Пи т = <. Поэтому можно 
пис п-—»со ь п—>со 
написать 
п тт 
(п) 2 (| ча гта ии | и | 310 ги э1п и | 
М =— ы 4-0 (1) =— и Чи-Но(1). 
0 0 
Нам предстоит доказать равенство 
т М — 2 | 510 ри в1п и | 4и 18 
11 Ир =В (&) м а ° ( ) 
И-—со ` 
о 
В самом деле, при жт > М 
) 
со й й тт 
91 рип и ^ | зпги т и 
ыы | Е 
и? и? 
0 0 
[.®) [=] 
эп ри — мпги | | пи яп ли т и 
о Вай АЕ а 
0 пт 
М со № 
— ( | чпри — чпти | | пи |4и ‘Зи _ (| зп $1 ги 3 
< \ и? 7 из — А 4и +. 


> 


0 М 


Зафиксируем М№ так, чтобы второй член правой части был как угодно 
мал, тогда первый ее член также будет как угодно мал, если разность 
[с —г| достаточно мала, что вытекает из .непрерывности относительно х 


и у функции 
- ДИН ЕЕ О. 


й Е 
0] 


0) ие). 


$3 
Доказательство теоремы 11. В силу того что под знаком 
суммы в (12) находится функция периода 2л, эта сумма не изменится, 
если суммирование будет распространено на слагаемые, соответствующие 
индексам & таким, для которых выполняется неравенство —х < х— "= 
<=. Легко видеть также, что каждое слагаемое равномерно ограничено 
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относительно #, р, х иесть таким образом 0 (1). Поэтому из (13) будем иметь 


] 


5) рек , р 
3 в (2—00) о (2— =(")) | 

й 4) 1 % 2 ь >. | 
Мр о (= = А. -. == 

(ЖЕ (Р-И жд о 

хп к Оха А е 
7 р | а | 
в х. $ ея т. (х и т “ (< - )) 
= Е ЕЕ 2 ыы | 
СЕ мы | аб ЕО), 
р 


хх ("| < 


или, вводя обозначения 


= В щыЕ реа 
о ‚и = (и 1) х, 
9 (п) ры : | 5113 (и — 211) мат (и — 294) | 
О ее -0(1). (19) 
м — а 
Заметим, что 
Ех У: [90 В (и — 21) зу (и — 2) | _ 
(м — 211)? > 
ти 
4 1 | ты 
= т ат и о 
1=0 


равномерно относительно р, п, и. Аналогично сумма (слагаемых такого 
же вида) 


’ 6) 
2 сд р р 27 
ыы === №1 


т ы т НТ 
п . =0 ан ЭП 1—0 
| и 


равномерно относительно р, п, и. 
Отсюда следует согласно (19), что 


М“ () == р : |зш8(и- 2%) о — Эт | -0(1). 
тд (и — 21) 
чм -— 27| — 

Далее можем еще написать 

— (п) ‚й. _ | зщ 8 (и — 20 | 

Мь (#)—=2 р и — 2 | | 

м— < 
р г и — 21) | 1 

2 > з1и В (и 5) | (7 (и — 21)? у (и — 24) ) [О (1) 


ш—2 |< 
К 
Каждое из слагаемых второй суммы правой части не превышает по 
абсолютной величине некоторую константу б. количество же их не 
1 Е := 
более чем т. поэтому абсолютная величина второи суммы равно- 


мерно ограничена и таким образом 


М2 У: = (+04). (20) 


[и — 


7 
|и-2п<- 
т 


д* 
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Представим теперь В в виде суммы 
в. — +1-—р 1 р ре р 
р 2 (2% + 1) 5 т в. 
и заметим при этом, что В’ =0 (1). 
Равенство (20) тогда представится так: 
1 : : 1 
т = (м — 2=й) с0з В" (м — 2=й) + с03 — (и— Элё) за В” (и— 2л | 


М) =2 У : | 


[и — 28 | 


с 98 
о 


т (м — 211) соз В” (и — 21) 


м. 
+0()=2 У: т: +0(= 
6-2 <— 
| п (и — 2%) 
ит < 


потому что 


с0$ 5 (и — 2) 5 8” (м — 202)" 


2 м Я ЕЕ ОН =218 | (+ +1) = с0п8$. 


зе 
м-25!<— 
т 


’ 
Отсюда, принимая во внимание, что отдельные члены (21) имеют 


порядок О (1), 
Е 
® 


М) = [51% |2 ро) = тт |8 | = | +0 = 
„20-41 |2 
ее = а а г 


и теорема ПТ доказана. 
Доказательство теоремы ГУ. Пусть р=р(п), О<р(п) < п 


и Шо 2) -а>0. Положим 
т—со 
8 Иер, НИЕ ЛЬ 
п и т" Зи, 
к р 1 
ое И и = (21+ 1)х 


Принимая во внимание, что при неограниченном возрастании п 
неограниченно возрастает р(п) и равномерно относительно х убывает 
каждый член суммы (12), будем из (12) иметь 


я (п) | ЗВ (и — 29) зо (и — 2 
о т 
|ш—2®и <(2п-1 в 


равномерно относительно т. Положим 


Нав, =В, Ишуь=т, Ми, =8=%. 
тс со 


И-оо 
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Тогда, вследствие равномерной ограниченности суммы, входящей в 
правую часть (22), будем иметь 


м” (2) =5 У | 10 В (м — 201) ЭП Ти (и — 21 | о 


[м — 2 [2 


и ЗЕ ЕК 


вет У | 11 В» (м — 2) ту» (м — 201) и о (1) = 


[и — 21: |? 
1{==-©® 
+ со 
РА х |9пВ(и- 21) мат(и — 211) | 
г. р | — 21 [2 р +0 (1). 
1=— © 


Отсюда следует наше утверждение: если >. стремится к «> 0, то 
существует предел М“, равный 


+ со 


И (и) де 8 | за В (м — 2712) чпу (и — 9% | 
Па М5 = р (а) = тах =, 2 . ЕР (23) 
Днепропетровский Поступило 
гос. университет 7. УП. 1940 
ЛИТЕРАТУРА 
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$. МКОТЗКТ. ЗОВ СЕВТАТМЕ$ МЁТНОРЕ О’АРРВОХИМАТТОМ АО МОУЕХ 
ТЕ $0ОММЕЗ ТЕтбОМОМЁТЕ10 ОЕ 


ВЕЗОМЕ 


8$ 1. бок 7(5) чпе Гопсйоп сопипмае 4е рёмо4е 25 её 
У У У (ак соз Ах + биз Ах) 


к 
за з6ме ае Еопмег. Розопз 
п 
а 7 $ 
$п = $и (1, 2) =? © (ак соз Ах -- бк за К), 
В 
За-р Е Зи-раа о. В 


с (п, р) = (п, р, Ь 1) = Р1 › 
О кто А 


Зиррозопз 4ае р=р(п) езё пе !опсеМоп 4е п. Папз ап агс]е де 
\Уегь Ку (*) оп 4топуе дае рог чае с(п, р. |, х) (еп4е ап Иогибётеп& 
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раг гаррог & х уегз /(х) роаг п — со диеЙИе дие з‹ 1а Гопс@оп соп- 
Ипме / (2), И Гай её И за Ни дие Гоп аи 


Иша а ГР > 0. я 
| езё [асе А уст аче 
с (п и) пе К ( 1 (Е) ут” о 1) эт Р > . (#—0 Е 
›Р №1) — реф А Е т. 


$1 Гоп сопз1Аеге с(п, р, /, х) сошше ип орёгацеаг Ипбаше (рог х 
Нхе сошше чпе !опсиоппеЙе Ипбатге) аёйрте Чатз |’езрасе С 4ез Гопс- 
м0опз сопитиез, ой Гоп ртеп@ роиг погше 4е } 1а ужеиг зар |/ (Е) |, 
а]отз 1а погше 1е се{ орёга{еле (ТопслопеЙе) езё 6сайе & 


э- 


| . 2)-1-р 
а 

| 

| 

| 

| 


=. 2 
: а. 
2 


> 
= 
ие 
| 
| 
а, 


Опте вуашайоп азутройаче 4е ]а погюе М ез\ доппёе раг 1е 
Ш богёте 
ТНЕОВЁМЕ 1. 5 О=р=н, опа 


ой О (1) 46епе ипе фюпеноп 4е п еЁ р итрогтётетЕ фоттёе раг тгар- 
рогё а сез сапа 4ез. 
Еп уе 4’ипе ш6оа! 6 соппие 4е 5. Веглзелт (*) оп а 


пр -@ = ая ие (3) 


ой Ё,_ь(Л Чезюте 1е р1аз огап4 6сагь 4е } ди роупбше гхопотет1- 
дие 4е 4еогё пр Чиа! 4оппе ]1а теПепте арргохииайоп Че {. №ез 
Гогпиез (2) е\ (3) регшейеп{ Чапз азелгз саз 4’о\епт’ 4е Боппез 


еуааайопз роиг 1а ЧИЁ6гепсе 
(и, р) —1 (о). 


Еп рагисаПег И гёзаЦе 4е (2) чае 1а сопаилов (1) езё песеззалге 
ропг 1а сопуегоепсе ипИогте (ой поп ип Иогше) 4е о(п, р) уегз } рог 
свадиае Гопсиоп сопИпие }, её И гёзаЦе 4е (2) её (3) чае себе сопа1- 
оп ез6 за1зан(е, 1 и— р стой шабЙлител\. Ше саз оа пр Гогшюе 
ипе зиЦе Богпбе ех1ое дае1диез сопз1 Ч ёга1оп5-сотр\6тепбатез зппр!ез. 

Оп а ацзз1 ]е еогёше зи1уап\. 

ТНЕОВЁМЕ П. 5 р=р(п) езё ипе рюпеноп Че п диё овтйе Гате- 
ваше О р=пе 

Им 


7% — с 


А, 
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а10т$ И еле ипе Птие 
Ни М0 = р (а). 


9 > © 


Еп геипаззап® 1ез богётез Г еб 11 И езё ГасИе орет ’6оаье 


в (= 1 &-+0(1 ). (4) 
8 2. 50% ташцепаив 


у 2т о (а г 
ты Е я О 


2 


а) = т Хе сова т=0, 1,2... )т), 


ый У 1 (2) зш К, 
=0 
а 
Я = ее. р (а соз К -- В зп К), 
_ ы 
= г о + $9) т) 
°(т, р) =3(п, в, /, 2) = а - 
А 


Га погте де Горёгацеиг 5(п, р, |, 2) езё 6оае & 
Му” = тах Мо (ел 
ой 1а Топейоп М“? (2) фи репь ё те сопз1 Я ёг6е сотше погте 4е 1а {опс- 
ИоппеПе с (п, р, |, т) Чаапа х ез& хе, езё деле раг 6оа14е6 


2% 


9 ==. 
Е СР (2—9) ое = а № 


1 
(21 ЕП (Р-1) 


| 


М.” (2) = 


х 5 ) 


—=0 $10? р - 


Опе вуашайоп азупцойдие ае ]а уа]ейг М” (5) езк Гоше раг 1е 


(рбогёте зи1уапц. 
ТНЕОВЁМЕ 11. 51 О рэп, опа 


и (® 2. 2 1 у 
И” (в) = ив 18. -0() (5) 


ип }оттётетё раг таррог а р, п, т. 
Еп уега 9’аое ш6са!166 4е 5. Вегизетт (*) оп а 


| (п, р, /, 2) — } (2) | = (Е + М>” (2)) Еь-ь(. (6) 
Гез 1пёха\%ёз (5) © (6) регшейепь 4’вуааег 4’апе штаплёге аззе2 


ргёс1зе 1а Ч 6тепсе (ру) (#) 

П еп гёзаКе аиае РарргохипаМ оп де 1а Гопсмоп } раг 1ез зошштез 
с(п, р) 10% 4ез ргорг16фёз апа!ориез & сеИез 4ез арргохипа мот; @м- 
416ез раг 5. Вегпзбе1п Фапз з0п агие (*). 
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А1п81 дае дапз ]е саз 4ез зоттез с (п, р) И зи @е (5) её (6): 

Сого]]а1ге. 51 р=р (т) ез% ппе {опс1оп 4е п ропг дае в(пт,р, /, 2) 
\еп4е ип !огт6ётептф (ой поп) уегз (2) ропг п —> < чаеПе диае зоЦ, ]а 
Гопсмоп сопипие }(51), ПИ !ащ% её ИП заНи чае Ла сопа\оп (1) зоц 
гешрИе. 

Ге {В ёогёше зи1уап{ апа]обие ап \В6огёше Ш езь аизз! уга?: 

ТНЕОВЁМЕ ТУ. 5 р=р(п) е5ё ипе юпсиоп ае п овпйат Глтева- 
116 О р<пея 


| елуяе ипе птиде 
им М = (а). 
Оп дедащ Гасетепф дез \Ю6огётез ПГ е ПУ ппе Г!Гогтойе апа- 
1осще а (4) 


вы (-) +04). 


ИЗВЕСТИЯ АКАДЕМИИ НАУК СССР 
ВОТЬЕТ!М РЕ ГАСАРЕМТЕ РЕЗ 5СТЕМСЕЗ РЕ 170855 


Серия математическая 4 (1940), 521—528 Зее татётааие 


В. Т. ПИНКЕВИЧ 


О ПОРЯДКЕ ОСТАТОЧНОГО ЧЛЕНА РЯДА ФУРЬЕ ФУНКЦИЙ, 
ДИФФЕРЕНЦИРУЕМЫХ В СМЫСЛЕ УЕУГя 


(Представлено академиком А. Н. Колмогоровым) 


В работе дается асимптотическое поведение верхней грани откло- 
нений функций от сумм первых п членов их ряда Фурье по всем 
функциям периода 2т. имеющим производную Вейля, абсолютная вели- 
чина которой не превышает данную константу. 


1. Постановка вопроса 


Пусть / (5) есть суммируемая функция ‘периода 2х и 


т р (а с0з Ах -- би зап Ат) (+) 


®=1 
ее ряд Фурье. Пусть далее И® — класс ункций периода 2ж, имею- 
щих о-ую производную, удовлетворяю"ую неравенству 
№” (#) = К, 
где К — данная константа. 
Обозначим через т» (1, <) остаток ряда (*) и положим 
С® = зар |7 (1,2)! = 


тен 
== И 9 @)— Е У (ак сов а - вы за) |. 
ЕН“) = 


А. Н. Колмогоров (") показал, что 


АО — (1) 


—\ 8 
п па 


для любого целого & > 1. 

В этой. работе мы докажем, что эта формула остается справедли- 
вой для всякого «> 0, если в качестве класса Н® рассматривать 
класс функций периода 2т, имеющих ©-ую производную в смысле 
Вейля (\'еу1), ограниченную для всех 2х константой К. 

Говорят, что функция /(5) имеет а-ую производную 7@ (4) =>(=) в 
смысле Вейля (°), если существует суммируемая функция $ (7) такая, что 

2п 


ен в оз [#6 - + | $04, (2) 
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где С„_ комплексные коэффициенты Фурье функции $(1), причем 


2 


ЕО = 


[О 
Заметим, что ряд (2) сходится почти всюду к интегрируемой функции 
и представляет собой ряд Фурье своей суммы (?). Функцию $(5) можно 
рассматривать как обобщение обычной “-сй производной от функции 
1 (2), когда она существует почти всюду и (х —1)-ая производная абсо- 
лютно непрерывна, ибо если & целое число, то при этих условиях ] (т) 


можно представить в виде ряда (2), где $(5) =} (т). 


2. Вепомогательные соотношения 


При любом х > 0 имеем 
1 


2 —-— 


т 5 
Г т ( - т . х- =) ь 
. АИ — 
р я 
‚‘остаточно показать, что 
т г от 
1 | эт и ие =) | р) 
= - ат == шп-РО (4), (4) 


$ В дз 


ибо точно так же доказывается, что оставшаяся часть интеграла в (3) 
будет иметь такую же оценку. Пользуясь ограниченностью выражения 


1 2 1 
5 081 —-=. Оха т, и замечая, что 
Й 
я аи ик\ | 
зал (из = | 
и 42=0(1), 
и 
т 
получаем 
п т 
а т Е ыы | | — 
1 а ( ини Й рой ПТ о. 
[1 = =, . ах- О (1) Е 2 ЕЕ ах--0 (1) = 
Л т 
т п 
(Ес 
п 
7—1 : й | я 
1 У 15 | 72 5 
А а: 
=1 Ат 
т 
с 
п—1 т 
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з 
ны в—1 
ИУ . ат Л Е 
—- и (пе + (У =) 4+0(1). (5) 
т а 
ч п, 
Так как имеем равномерно относительно 8 (о=# ==) 
п—1 п-—1 ы 
1 п 1 |2 
Х—в-+ | Х++0 | =" "+0, 
АА В=1 
5 
- -. | о) 
} эт (пе + т) =>, 
0 
то из (5) вытекает (4). Вводя обозначения 
28 сз (№ ты ЗП (1-5 
2 (а) 2 й 
о. =), 
к 2 2 
К—= п+1 2 51п ео 
као (+ >) @ СОЯ вы т т т 
= Аз” (5), = В» (т) 
2 яп — 2 ве > 2 (6) 
эт — 911 (п -+ 1) х 
ее ды, 
8 ЦЕ 1 


4? (К) =А (К) —А(Е- 1), 
докажем, что для д = 0 (то 2) 


|. Аб (2) @ ут а) 
РР оф А [В (9) + С] 
+ У 4) [ВФ + СР (2). (7) 
В=т-1 
Для доказательства (7) воспользуемся известным преобразованием 
Абеля 
®--у ту 
У ВЕ 2 5в (к — Тк 1) —Эп У льву ТУ ла 
К=п-Е1 К=п--1 
® 
0, 
и—0 : 
Полагая в этом преобразовании Ур, (ь = 008 (№2 +7) и заме- 
к 
чая, что р Ил = А (5) — а@ (2), получим 
ы—=0 
т®-у соз (№ и пу и 
=—^= №4) МР (+9 (| - 
К=п-1 . в=п-1 () 
а а, оО: Ань) а) (2) 


(1 (п (4+1 (ту 1)" р 
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откуда после перехода к пределу при у—> <> и упрощения будем 
иметь при ХЕ 0 (шо 2*) 


А (х т У А (#) А@) (2). (8). 


ша В=п 
—=и--1 
К сумме в формуле (8) применим еще раз преобразование Абеля,,. 
полагая Ук =А (А), Ок= А (2). Получится 


= 


пу 
ХА 4 (2) = -А (п 1) [В (а) + СФ (2) + 
В=п-1 т 
ЧАИ Вос + У а ВР СР 
В=пт-1 
Г 
пбо Улщр@=ВР «С (а. 


ь=0 
Переходя к пределу в последнем соотношении при у-—> © при 
х = 0 (то4 2*), найдем 
т- у 


У А(®) 4® (2) = -А(п+ 1) [В® (2) 0% (2)] 
#—= ты 
п- у 
+ Ум [В (4) +50 (9). (9) 
В—=п-1 


Из (8) и (9) вытекает (7). 
Докажем еще, что при любом а > 0 имеет место 
1 


2 
|110 (2) 4е \ 10% (2) 4=0 (=). (10) 
ей п 
о эт 
Достаточно дохазать, что первый интеграл в (10) есть величина ука- 


занного порядка, ибо для второго интеграла доказательство будег 
совершенно аналогичным. Так как 


[<] [е®) 
оп с03 кт . о эш Ах 
0? (5) = соз < № — ми — № ь 
= За й К° 
В=п-1 Е=п-1 
то, вводя обозначения 
[®.>) со 
с0$ Кх \ ША 
а» (1) = > да › 6, (2) = Ее: 
В=и +1 = п-1 


достаточно Е то 
1 


а» (2)! 2—0 (- Е Гы 42 =0 (-. =) (11 


Применяя дважды преобразование Мате к 4,(2) аналогично тому, 
кан это делалось при выводе соотношения (7), получим 
. 2-1 п-1 

$11 — х г ня со 


р, (1) = ео 


2 
/ > ве с е т 
(п -- 1) 2 231102 — Вата й. 5-5. 


< зн: 


ел 
5 
дл 
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Далее имеем 


А (2) =0О Е, ‚ 41(Ю=0 ( па) у 


} 
| 
е- зе ЕТ, г й Й 
г - 2-08 №2 в=-0 
р 


12 2 
2 яп Г В=т +1 


(12) 


Поэтому 


| а» (5) 4х = 0 (= ‚От 


‚ Первое из соотношений (11) доказано. 
соотношений (11) требует иного подхода. 


в)ош+ ХЗ 0(н)0%-0(;.) 


Доказательство второго из 
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Применяя преобразование Абеля к 6, (т), найдем 
х 7, ря : ЭК -- 1 
л 03 = —с08 т 05 2 — с0з : 2. 
ре еь у Ш. 
(п+ 1) 2 зщ В=п-1 2511 
Заметим, что 
3 ь 
п. ИЕ 21 +4 | И УВ р Л | 
с05 >—605 ии К да пи я 
- Е ат} | -- 4х =0 (1) (14) 
эат > 21 а 
0 Е о О Е. 0 
и займемся м слагаемым соотношения (13). Так как 
9 = 1 кт . . и 
р 5 2" я + п Кхяи 5, 
й т 1 =. 1 
величина 018 > —— ограничена при О х=<_, и в силу (12) 
У А (К) = =0(, а 
Е=п-1 п" 
полузим 
Е 
п 0: 2+1 | 
= 605 >. —560$ = 0% 
ы- | > 4%) | 4@= 
В=п+1 2 ча 5 | 


; 
- | У ош аи! АРА (К) ао (1 .)= 
о 


Е=п 1 | 
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Кх 
Полагая За = и замечая, что 


1 


У аю\ ео (:), 


` п 


к 0 


найдем 
и. 
> я 8 о — ‚)=2 Узи о 
Но С 
Хль»- У тя [ешо (2) = 
К=п-+ 1 В=п-1 ^ 
ВО << +1. 


Поэтому о. и второе из соотношений (14) доказано. 
п 


3. Авимптотическая оценка величины С“ 


Переходим теперь к решению поставленной нами в $1 задачи, т.е. 
к доказательству соотношения (1). Не нарушая общности доказатель- 
ства, мы можем очевидно при постановке вопроса положить А =1. 
Достаточно также все вычисления проделать для х=0, 


так как 
легко видеть, что с® не зависит от х. Поэтому 
бр (ОН 
гс-Н(®) 
со 2 2 
1 1 ап С а 

№ \ воз (ке + 2) (04| = 120) 4. (15) 

ы Е=п-1 `` ы у 


При этом верхняя грань по $ определяется для всех ограниченных 
и измеримых функций, для которых выполняются условия 
21 


| (<) | <1, \ ф(2) 4х =0. (16) 
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Ц 2 . 
я 2т а 
ая Рея р ичтАечНо ( (|1вР + 
о 2®—- . 
м =! 
+1 Г ах Ха | (в очсРоГа= 
К=п-|1 1 
Г 


| а 

О | 

в | о ( ее И — и. вез) 0®- 2) —. 

Поинимая во внимание Е (3) и определение А › (<), дан- 
ное формулой (6), из (17) получим 


21 

вино (1). (18) 

5 т 

Из (18) и (15) следует, что 
=. (19) 
Далее из определения чисел _ следует, что 
25 

а Ре а | 

О ЗО (20) 


где Ф(1) удовлетворяет условиям (16). 

Построим теперь ф„ (2) следующим. образом. Всякое число > 0 
можно представить в виде х—=2р--В, где р целое число, а В удовле- 
творяет неравенству 0 = В < 2. Тогда 


5) З^^ 
и (+5) 


А 
211 — 
Положим 
ее я 
фи (1) =0, когда т ь 
(21 — В) т 2-1 
фи (2 ) = р Пр когда 5 = < т — . В, 8=1,2, ‚28 
ф„ (1) =0, когда В а =. 
Очевидно ф„ (5) удовлетворяет условиям (16). Имеем 
в ЕЕ 
- \ А (+) Фи (#) а |= \ |4 (0 |= ши 0 (4), 
` (2 В) т 
21-1 
что доказывается аналогично (3). Из соотношения (7) теперь получим 
2 п 
= т ра ИО 
т п (1) фи (1 й п (п + р . п" (2) Фи (Е) ы 
0 


25 


+ ЕЕ :), — 
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где 0% (1) обозначает все слагаемые правой части (7) кроме первого и, 
как легко убедиться, интегралы от их абсолютных величин ‚порядка 


м. ‚ когда т Аи Ро ы Ив (21) в силу (20) сле- 
п 


21 +1 21 +1 
дует, что 
с@ > — сы (22) 
Таким образом, в силу (19) и и соотношение (1) доказано. 
< Поступило 
Днепропетровский гос. университет 4.УП.1940. 


ЛИТЕРАТУРА 


1 Ко| мобого{{ А., Аппа!з о{ МаТет., 36, Арг! (1935), 521—526. 
> Зигмунд А., Тригонометрические ряды, ГОНТИ, 1939, стр. 222. 


У. РМКЕУТТСН. ЗОВ Т?ОВОВЕ РО ВЕЗТЕ ОЕ ГА ЗЁВЕ РЕ ЕООВТЕВ 
РЕЗ ЕОМСТГОМ$ РЕВТУАВГЕ$ АО ЗЕМЗ ОЕ УЕУГ 


ВЕЗОМЕ 


со 
бой /(х} ипе Гопсмоп зошта е 4е рёгло4е 2 её У (ак соз Ах -Е 
, #1 
-- бы зат Ах) за з6ёме де Койгзег. 
бой епзиЙе Н® а с1аззе Чез Гопсмопз рёмод1ачез 4е рёофе 2х 
оп 1а Ч6глубе 4’огаге х уёмйе Глпёсайц6 | /Ю (х)| < К, К 6апь ппе 
сопаще. 
_  Оёяшпопз раг С? Па Богие зарёмеиге роиг 101$ 1ез х её рошг фощез 
1ез /(5) арраг{епать А Н® дез 41 6гепсез | / (2) — 5 (1, 2] епуте Ла Гопс- 
Чоп } (2) её а зошше 65» ({, 2) 4ез п ргегллегз (егтез 4е за зёт1е — Еопг1ег. 
ыы ме 


А. №. Ко\порогой (*) а авётотит6 дае С® = роиг 


сВадае & > 1. 

Папз 1е ргёзеп агис1е оп 46бтопше дие сейме {огти]е гезфе угале 
роаг свадие а >> 0, з1 Гоп сопз1Аёге 1а с]аззе Н® де 1ощ\ез 1ез опсйопз 
4е рёго4е 2х 4ошё 1а а6губе 4’огдге а аи зепз 4е \еу! (*) езф Богпёе 
раг ипе сопзбап{е К ропг {04ез 1ез уаеигз 4е х. 

Оп а ай’ипе Гопсмоп }(х) роззё4е ипе Ч6ётуёе Ч’от4ге & ац зепз 


Че У\еу] з’И еже ипе Гопсйоп зотшта е ф (х) 1еПе дие }{ (х в. гам 
(2%) 
К=—с< 
ой 1ез С» зоп\ 1ез сое Шелеп{; сошр]ехез де Еоимег роиг $ (5) её а’аШеигз 
25 


4 
С. == \ ф (Е) 4 =0. 
: о 
А1тз1 1а Топсмоп $(2) реш @те сопз146гбе сотше ипе зёпёга\за оп 
4е ]а аёмуве ог4таше 4’ог4ге а 4е }(5), даап@ сейме Чегпаёге ехще 
ргезаае раг{оиф её ]а Чёгмубе 4’ог4ге (х—4) езф аБзо]атепь сопИпие. 


ИЗВЕСТИЯ АКАДЕМИИ НАУК СССР 
ВОТТЕТ!М ОЕ Г'ГАСАРЕМ1Е РЕЗ ЗСЛЕМСЕЗ ОЕ 1/0 855 


Серия математическая 4 (1940), 529—584 . Зее та ПётаНаие 


П. К. ЩИПАНОВ 
0 НОРМАЛЬНЫХ ДЕЛИТЕЛЯХ ГРУППЫ 


(Представлено академиком 0. Ю. Шмидтом) 


В работе доказывается ряд теорем об отображении системы элемен- 
тов группы на другую систему и устанавливаются некоторые критерии 
непростоты конечных и бесконечных групп. 


В работе автора «О сравнении систем. элементов группы» [Доклады 
Ак. Наук СССР, ХХУ (1939), № 2] было введено понятие о сравнении 
систем элементов, принадлежащих конечной или бесконечной группе 6 
по модулю 9. Введем теперь более общее понятие об отображении 
системы элементов, принадлежащей произвольной группе, на другую 
систему, принадлежащую той же группе. 

Пусть © — некоторая группа, 9 — полугруппа, входядая в группу 
©, © и ©’ — системы элементов, принадлежащие группе ©. 

Будем говорить, что система © отображается на систему ©’ по 
модулю 9, если для любого элемента $ системы © мы можем подобрать 
такой элемент $’ из системы ©’, что 5=Н $’, где Н входит в полу- 
группу 5. 

Отображение системы © на систему ©’ по модулю 9 мы будем сим- 
волически обозначать так: 


© > ©’ (шоа 5). 


Из данного нами определения вытекают непосредственно следующие 
свойства отображений системы © на систему ©’ по модулю 9. 

Г. Из © >С, (под 5), ©, —> ©, (шоа 5) следует © — ©, (то $). 

П. Если 9. и 9, — полугруппы, принадлежащие группе ©, причем 
$9, 2%,, то из © —> ©’ (шод %,) следует © —> ©’ (шо4 5,). 

01. Условимся совокупность элементов, принадлежащих по крайней 


мере одной из систем %, 3,..., 5 обозначать через {--З-... +5. 
Тогда из 
©, —>3, (тоа 5), 
НИ а 
©,-—> 3. (шоа 9) } 


следует 
© +6,- ... + ©, —%. +3, ... + $, (94 5). 


5 Известия АН, Серия математическая, № 6 
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Заметим, что свойство ПТ вехраняет свою силу и в том случае, 
если число сравнений (1) бесконечно. 

ТУ. Пусть %— произвольная система, принадлежащая (как и си- 
стемы © и ©’) группе ©. Тогда из © > 6’ (то4 5) следует © -—> 
—> ©'51 (тод 5). 

Введем определение: некоторую полугруппу ©, содержащуюся 
в группе ©, мы будем называть инвариантной полугруппой 
группы @, если для любого элемента & имеет место равенство 8`'55 =®. 

У. Если модуль сравнения $— инвариантная полугруппа, принадле- 
жащая группе @, то из ©, —>%, (тоа 5), ©, —>%,(тоа 5) следует 
6,6, —> 3.3, (то4 5). 

УГ. Если модуль сравнения © есть инвариантная полугруппа 
группы @, а % есть произвольная система элементов, принадлежащих 
группе @, то из © —> ©’ (по4 5) следует $© —>%Е©’ (од $). 

Докажем одну вспомогательную теорему, используемую далее при 
выводе признаков непростоты группы. 

ТЕОРЕМА 1. Пусть ®— группа, © — система элементов из ®, 9— 
полугруппа, содержащаяся в группе ©. Совокупность % элементов х 
группы @, удовлетворяющих условию 


5х © (шод 5), (2) 


есть полугруппа. Если 56 не совпадает с ©, то $ не совпадает с ®. 
Доказательство. Пуеть т, и х,— элементы группы @,:удовле- 
творяющие условию (2), так что 


Сх, — © (шо4 5), (3) 
Сх, —> © (то4 5). (4) 


Из (3) по свойству ГУ вытекает 


Ст, х, —> ©х, (то4 5); 
далее, по свойству [ заключаем, что 


С; х, —> © (тоа $) 


и элемент 41,2, принадлежит совокупности $; следовательно 5 есть 
полугруппа. 

Наконец, если бы % совпадало с @, то и ©% совпадало бы с @& 
и из 96 26% вытекало бы вопреки условию, что 9© = ©. 

Опираясь на теорему 1, докажем следующее предложение. 

ТЕОРЕМА 2. Пусть © — некоторая группа, 5 — полугруппа, содер- 
эжащаяся в группе @, \{ — инвариантный комплекс элементов группы $, 
3" — инвариантный комплекс элементов, состоящий из элементов, 
обратных элементам комплекса %\, © и ©’— две системы элементов 


из @. Если 


НОРМАЛЬНЫЕ ДЕЛИТЕЛИ ГРУППЫ 531 


©} — ©’ (тоа $), (5) 
©’3С* — © (мод $) (6) 


и 56 не совпадает с ®, то группа ® имеет нормальный делитель. 
Доказательство. Из условия (5) теоремы, по свойству ПУ, 
следует, что 


$9(9[* — ©’9Г' (тоа 5). 
Из условия (6) теоремы получаем, по свойству Т, что 


5519: — © (под $). 


По теореме 1 инвариантный комплекс элементов 99? содержится 
в полугруппе, входящей в группу @ и отличной от ©. 

Рассмотрим подгруппу группы @, порожденную элементами инва- 
риантного комплекса 39‘. Все элементы инвариантного комплекса 
9(9Г` принадлежат вышеупомянутой полугруппе. Легко видеть, что 
и подгруппа, порожденная инвариантным комплексом %9(', принадле- 
жит той же полугруппе. 

В самом деле, существенную роль играет то обстоятельство, что 
каждому элементу комплекса %9(`' соответствует обратный элемент, 
входящий в ТОТ же самый комплекс, а значит и в нашу полу- 
группу. Следовательно при порождении подгруппы элементами компхе- 
кса 9%9`' мы будем получать только такие элементы, которые заведомо 
принадлежат нашей полугруппе. 

С другой стороны, известно, что подгруппа, порожденная элемен- 
тами инвариантного комплекса, является нормальным делителем данной 
группы. 

Нетрудно видеть, что теорема 2 содержит как следствие такое пред- 
ложение, доказанное нами в цитированной выше работе: 

Пусть @ — некоторая группа, Э— ее подгруппа, \{— инвариантный 
комплекс элементов группы ©, би ©’ — две системы элементов из ®. 
Если для любого элемента А инвариантиого комплекса %\ 


СА==С’ (шоа 5) и 9©С 6, 


то группа © имеет нормальный делитель. 
В самом деле, из условия этого предложения следуют немедленно 
предпосылки теоремы 2, так как из 


СА, = 6’ (поа $), | 


СА, = ©’ (тод 5), | (7) 
где А,, А,,... — элементы комплекса %[, вытекает 
©5( == ©’ (шо 5), 


5* 
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т. е. требование более сильное, чем условие (5). 
Точно так же из (7) следует 


© =’ 4:1 (шод $), 
© = ©’А; ' (тод 5), 


В силу известного свойства сравнений систем имеем 


С’А;: = © (то $), 
С’ А; ' = © (тоа 3), 


откуда 


©'3Г` == © (тоа 5}, 


т. е. опять имеем требование более сильное, чем условие (6). 
Полагая в условии теоремы 2 9 =14, приходим к следующему пред- 


ложению. 
ТЕОРЕМА 3. Пусть 6 — некоторая группа, {— инвариантный ком- 


плекс элементов группы ®, Г *— инвариантный комплекс элементов, 
состоящий из элементов, обратных элементам: комплекса \, © и ©’ -—- 
две системы из @. Если ©\с ©’, ©’9С'С © и © не совпадает с ®, 
то группа ® имеет Нормальный делитель. 

Следствием полученного результата является также предложение, 
доказанное автором в цитированной работе. Приводим содержание этого 
предложения. 

Пусть @` некоторая группа, © —ее подгруппа, \— инвариантный 
комплекс элементов группы @®, © и ©’— две системы элементов из @. 
Если для любого элемента А инвариантного комплекса %\ ©А=®©’, 
СС 6, то группа @ имеет нормальный делитель. 

Действительно из 


<: =. ] 
СА, == ©’, | (8) 
где 4,, А,, А,,... элементы комплекса %, следует 
© =’. 
Точно так же из (8) следует 
© =©’А:', 
6=©’А:", 
откуда 
6 =©%". 
Московский торфяной Поступило 


институт 28.11.4940 
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Р. ЗСУРАМОЕЕ. ЗОВ ТЕЗ ОТУЗЕОВ$ МОВМАОХ ОМ 6бВООРЕ 
ВЕЗОМЕ 


Те ргёзепф агас]е сопйепь 1е 46уе!орретепь 4ез гёзаМафз оШепиз 
раг ]’аццег её ехрозё5 4апз за Мое «Зиг а сотрага1зоп 4ез зуз6ётез 
4’6]етеп1з Чип стопре» [С. В. Асад. 5. 985$, ХХУ (1939), 
№ 2]. 

Рапз 1е ргёзетф агис]е оп питодай 1а пойоп 4е гергёзетла в @’ап 
зуз4ете © аррам“епаюф & ип сгопре @, зиг ип зузёше ©’ арращепани, 
аи шёте стопре ©. Еп аиа6 4е шодие 4е 1а гергёзеп{амоп оп ргеп4 
ип сега1п зет1-огопре ®. 

Га аёбиоп змуаще 4е гергёзепцамоп езё Ч4оппёе. 

_ Зо\ © — п семщаш огопре, 9 — ип зеп1-отопрё аррагепапь аи стопре 
©, Се ©’ 4ез зумешез 4’616щеп{з аррагепапф аа ятопре @. Мойз 
Ч1гопз аа’ап зубёте © езё гергёзепиё заг ип зубёше ©’ ямуапь 1е 
тодие 9, 31 роаг сБааае @16тепь $ Чи зузёте © оп реаё 1гоцуег ап 
@]6тепф 5’ 4а зумёше ©’ 1! де :;=Н$’, ой Н арраги6виф- ам зет1- 
топре 9. 

Га гергёзеайоп Ча зузеше © заг 1е зуз1@те ©’ зуапь 1е шодие 
$5 езё а6заепее зутроПалетепь 4е 1а тап1ёге зилуате 


© > ©’ (шоа 5). 


Оп аё4а\ лтте1афететЕе 4е ]1а ЧёНооп ргесёедете папе зёме ае 
ргорг1@ёз 4е ]а гергёзенайон 4а зуёте © заг 1е зуёте ©’ змуащ 


1е подче 9. 

Гез ргорг16ез @аБМез 4ез гергёзецайопз регтейетф 4’оетхг 
ипе зёге 4е ргороз\опз рог ргоцуег диа’ап ртопре езё поп зипре; 
сез ргорозИлопз х6пёгаПзепь 1ез гёзаЦа{з оБМепиз раг Гац{еиг Чапз ]а 


Мое сибе. 

ТНЕОВЁМЕ 1. 501 @ ип втоире; © —ип зуяете а4’616тепаз 4е ©; 
$ — ип зепи-втоире соштепи 4апз [е втоире ©. [епзетЬ!е $ 4ез 616 теп1з х 
Чи етоире @® овтраптё ва соп4оп 


©х —> © (тоа 9) 


езё ип зетё-стоире. 54 5© пе сота4е раз асесе 8, а1отз 5 пе сотеще 
раз аъес @. 

ТНЕОВЁМЕ 2. 50 @ ип сейат втоире; ® — ип зепта-втоире арраг- 
1епаптё а ®; {— ип сотрехе стоапат 4’ тепё$ 4и втоире ©; 92" — 
1е сотшехе тоатат тепла; роттё ае 101$ 1ез 616теп14$ атоетзез аих 
ё!'6 тепа$ 4и сотфехе %; © е ©’ — 4еих зуяетез 4’ тетаз 4е ©. 51 


©5( —> ©’ (тоа 5), ©’%'-—> © (шо4 5), 


её $ 4’а1Шеитз 9© пе сотсе4е раз асес ®, [е втоире © роззв4ае ип айя- 


зеигт погта[. 
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Еп розапф Чапз 1а сопацлоп ди \Ш6огёше 2 9=4 поз оМепопз ]а 
ргорозИлоп зшуан(е. 

ТНЕОВЁМЕ 3. 501 @ ип сотат втоире; %{ — ип сот реже споатпапта 
а’ тет1$ 4и втоире 8; 9" —1е сотфехе 1тоататё 4’616тетё; {оттё ае 
0и5 1е5 @ётепё; атаегзез а сепх 4и сотыехе %; © её ©’ — 4еих зузёетез 
аррайепапр а ©. 5 © С ©’, ©’5С'С © её © пе сота@4е раз аъес $, 
Те втоире © роззе4е ип 4илзеит потта. 
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Серия математическая 4 (1940), 535—551 Зеще та еёта амче 


Г. М. ХЕЙСИН 
КЛАССИФИКАЦИЯ ГРУПП ПОРЯДКА р?д? 


(Представлено академиком И. М. Вивотфадевым) 


В статье дается классификация конечных групп, имеющих порядок 
вида р*4?, где р, 4 — различные простые числа, причем р?4? = 36. 


В настоящей работе дается классификация групп, порядок которых 
имеет вид р*4’, где ри 49— различные простые числа. До сего времени 
полностью классифицированы группы с порядком вида р, р’, р», р’, 
Р°, р4*, Р.Р. -..Р», Где р, 4, р: — различные простые числа. Эти резуль- 
таты содержатся в работах Нб\4ег’а (*›?) и Варпега (°). 

Разрабатываемый в последнее время метод расширения групп, 
введенный ЭсБгеет’ом (*›°), позволил ему самому повторить резуль- 
таты Васпега и, повидимому, дает возможность получить довольно 
значительные результаты в вопросах классификации групп. Об этом 
свидетельствует, например, появившаяся недавно работа С. Тлегтапи’а (°), 
в которой он классифицирует группы с коммутантом порядка р. 

В настоящей работе метод Шрейера используется для доказатель- 
ства того, что определяющие соотношения, которые будут в дальнейшем 
фигурировать, действительно определяют группу порядка р*4’. Затем 
определяющие соотношения, при помощи некоторых замен производящих 
элементов, приводятся к каноническому виду с таким расчетом, чтобы 
неизоморфным группам соответствовал различный канонический вид 
соотношений, а изоморфным — один и тот же. 

Как известно, группа, порядок которой равен квадрату простого 
числа, всегда абелева и либо циклическая, либо является прямым 
произведением двух циклических. Исключим заранее из нашего рас- 
смотрения случай, когда р*4* = 36, и в дальнейшем будем считать р > 4. 
В группе порядка р*4*, которую мы будем в дальнейшем обозначать ©, 
по второй теореме Силова существуют подгруппы порядков р’ и 47°. 
Все подгруппы порядка р’ по той же теореме сопряжены между собой, 
а значит и изоморфны между собой. То же можно сказать и о подгруп- 
пах порядка 94°. В зависимости от структуры подгрупп порядков р*и 4* 
для группы @ могут встретиться четыре случая: 

Случай 1. Группы порядка р* и группы порядка 4’ — циклические. 

Случай 2. Группы порядка р*— циклические, ‚группы порядка 
4* — нециклические. 
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Случай 3. Группы порядка р’— нециклические, группы порядка 
94° — циклические. 

Случай 4. Группы порядка р’ и группы порядка 49* — нецикли- 
ческие. 

В дальнейшем закрепим за этими случаями данные номера. 


$ 1. Чиело подгрупп порядка р’и выбор производящих элементов 


По второй теореме Силова число подгрупп порядка р*, которое мы 
обозначим р, должно быть делителем порядка группы ©, т. е. числа 
р’49*, и должно удовлетворять сравнению р==А (то4 р). В силу этих 
условий р может равняться одному из трех чисел 1,4, 49° (ибо все 
прочие делители р*’4’ сравнимы с нулем по модулю р). При этом необ- 
ходимо, чтобы либо 4==1 (тор), либо 4*==1 (тоар). Но первое 
сравнение. невозможно, ибо 4 хр, а второе влечет одно из двух срав- 
нений: 4=1 (то4 р) или 4==—1 (то4 р), а это возможно только в слу- 
чае 4=2, р=3, который был заранее исключен. Значит, остается 
единственная возможность р=1, т. е. подгруппа порядка р’ только 
одна. Вследствие этого эта подгруппа будет являться нормальным 
делителем группы ©. Будем обозначать ее 3. Группы порядка 4° будем 
обозначать ©. Так как % — нормальный делитель @ (что обозначается 
так: $ @ ©), то произведение 3% есть группа, а так как группы $ 
и 5 имеют общим элементом только единицу, то порядок $ равен 
р'4* и поэтому ЗО = ©. Отсюда ясно, что @®/$В изоморфна 5. 

Шрейер называет группу © расширением группы % посредством 
группы %, если в © имеется такая подгруппа 9,, что 9% изоморфна %(, 
9, & б и 6/31, изоморфна 3%. Следуя этой терминологии, можно сказать, 
что группа 6 порядка р*4° является расширением группы % порядка р* 
посредством группы ® порядка 4*. Мы в дальнейшем будем пользоваться 
теоремой Шрейера (°) о расширении абелевой группы посредством абе- 
левой группы. Для того чтобы использовать эту теорему наивыгоднейшим 
образом, мы выберем производящие элементы группы @ так: за про- 
изводящие элементы @ всегда будем брать производящие элементы 
группы № и производящие элементы какой-нибудь из групи Э. При 
этом производящие берутся в минимальном количестве. В выборе про- 
изводящих элементов имеется некоторый произвол в том смысле, что 
группа Х не указана точно. Но переход от группы © к группе © 
в силу второй теоремы Силова и равенств @ = 5 =’ равносилен 
внутреннему автоморфизму группы @, а как известно, всякий автомор- 
физм не меняет определяющих соотношений. Поэтому для нашей цели — 
приведения определяющих соотношений к каноническому виду — подоб- 
ный произвол не может иметь значения. 

Заметим, что в различных случаях (см. стр. 535—6) мы будем иметь 
дело с различным числом производящих элементов и различными 
определяющими соотношениями. 
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$ 2. Определяющие соотношения 


1: 615 


рта сравнимыми по 
21 922 _ 


Будем называть две матрицы ( г г | 
@21 @25 
модулю р и обозначать это так: 


деи. ГВ В 
( а Зы вы) (по4 р), если а; ==6,,; (тод р). 


@21 аз 


} а @ 
Будем называть матрицу [а вы неособенной по шо4 р, если 
21 22 
@11 ат» 
ата 20 (то4 р). Тогда можно сформулировать следующие четыре 


теоремы, соответствующие четырем различным случаям. 
ТЕОРЕМА 1. Соотношения 


р” = 0" —1, 0-1РО =Р" (1) 


тогда и только тогда оп;леделяют группу порядка р?4?, если 
а = 1 (то р”). 
ТЕОРЕМА 2. Соотношения 
РР" — 01=04=4, 0О:'РО, = Р", 
9,0, = 901, 0: "Ро =Р" 


тогда и только тогда определяют группу порядка р*4*, если 
а == 1 (шо4 р*) и В“ =1 (то4 р”). 
ТЕОРЕМА 3. Соотношения 
Р?= РР=0“=1, О'Р,0= РР, \ 
Р.Р» = Р.Р!, 0 ‘Р.О = РР | 


тогда и только тогда определяют группу порядка р*4’, если 


Вито 
|. $ = ($ г. (то4 р). 
ТЕОРЕМА 4. Соотношения 


Р=Р:=0!=0}=1,  0:Г'Р:0:= РР, 0:'Р:0=РР:, \ 
Р.Р, =Р»Р:, 0,0, =050., О:“Р»0, =Р]Р 0:'Р.0.=РЬРЗ )) 


тогда и только тогда определяют группу порядка р’4’, если 


(1'=(10) шоёр, (+^)°=(1°) (тор). 
И < ОК а) 
Форма соотношений (1), (2), (3), (4) диктуется выбором производящих 


элементов, указанным в $ 1, и тем, что $ является нормальным дели- 
телем ©. 

Все четыре теоремы являются весьма простыми частными случаями 
теоремы Шрейера [(°), теорема 1]. 

В дальнейшем мы будем считать, что условия, налагаемые на посто- 
янные, встречающиеся в определяющих соотношениях, выполнены. 


(2) 


(3) 


(4) 


538 Г. М. ХЕЙСИН 


8 3. Случай 1 
Соотношения в этом случае будут таковы: 
РО" 1, ОРО=Р”. (1) 


Для удовлетворения условиям теоремы 1 требуем, чтобы 51° ==4 (под р*). 
Это сравнение всегда имеет хоть одно решение и =1. 

Если р==1 (п04 4), то имеются еще решения 91, ... , 94-1, которые 
уже в степени 4 сравнимы с единицей по то4 р*. 

Если р==1 (то4 4°), то имеется всего 4’ решений, являющихся 
степенями одного решения, которое мы фиксируем раз навсегда и будем 
в дальнейшем обозначать буквой 2; 69° =1 (то4 р*), но 87 =1 (то4 р”). 
Условимся сразу и о других обозначениях подобного рода. Той же 
буквой & мы будем обозначать и первообразный‘ корень сравнения 


27 ==1 (то4р), а также первообразный корень этого же сравнения, 
принадлежащий полю Галуа порядка р’ в том случае, когда обычный 
первообразный корень отсутствует [для этого необходимо, ‘чтобы 
р=—1 (то4 4°)] *. 

Так как будет встречаться также и сравнение 2” ==41 (то4 р’) или 
1 ==41 (то4 р), то его первообразный корень будем во всех случаях 
обозначать й, независимо от того, является ли йЙ -рациональным числом 
или числом поля Галуа порядка р’. Последнее может случиться тогда 
и только тогда, когда р==— 1 (то4 4). Всякий раз, когда будут появ- 
ляться числа поля Галуа, это будет оговорено во избежание недора- 
зумений. 

Вернемся к рассмотрению случая 1. Легко доказать, что О`^РО* = р 
Действительно, для А=1 это очевидно. 

Пусть ОО ро ро ‚ тогда О-'РО' ле Ор = 
ООО РО р Если заменить производящий 
элемент О на 0" [А -=0 (по4 4)], то постоянная х заменится на в 
Если а«==1 (то4 р’), то и в*==1 (то4 р'). Если «=1 (то р*), но 
и ==41 (то4 р"), то и а = 4 (то р) и (2*)“ = (тод р?). Если о? = 1 
(под р”), но а ==1 (то4 р*), то и (9^)7 Е 1 (шоб р°) и (0*)°° = 1 (под р’). 
Это показывает, что имеются три существенно различных случая: 
а==1 (04 р*); я = 1 (то4 р’), но а“ ==1 (тод р’); а'=1 (то4 р*), но 
4 (тоа р°). Соответствующим подбором числа А можно добиться 
того, что во втором случае а* ==} (то4 р*), а в третьем о^ == (шо4 р°). 

Итак, в случае 1 могут встретиться лишь три вида групп: 


1. РОТА, о и 
П. РР = 0% =1, О ‘РО=Р"; 
Ш. Р'= 0 =1, 0`РО=Р". 


`О полях Галуа см. например Н. Г. Чеботарев, Основы теории Галуа, 
ч. Г, М., 1934, стр. 455—162. 
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Группа | абелева, групна И имеет центр порядка 4 (циклическая 
группа, образованная элементом 07), группа Ш центра не имеет. Это 
показывает, что группы действительно различны. Если р==1 (то4 4°), 
то существуют все три группы; если р = 1 (то4 49°), но р==1 (то4 4), 
то существуют только группы Ги П; если р = 1 (то4 49), то существует 
лишь группа 1. 

Группа 1 разложима в прямое произведение. Коммутант в группах И 
и Ш совпадает с подгруппой Силова порядка р’. Таким образом слу- 
чай 1 исчерпан. 


$ 4. Случай 2 
Соотношения в этом случае будут таковы: 
р? —1 
р? о 1 РО, = Р”", 
Я в 
0:0» = 0201, О; РО=Р”. 
Для удовлетворения условиям теоремы 2 требуем, чтобы а9 == 1 (то р°), 
87 ==4 (то4 р°). 
Можно всегда заменить О, на О, так, что постоянная В, отвечаю- 


| р 
} (2) 


щая 0О,, будет равна единице. В самом деле, либо а=1, В=1, но тогда 
все доказано; либо а = /”^, =. Тогда 05 ЗО РОО —- 
= 0; 9 80: > нь 0, 
можно взять О Если теперь «==1 (то4 р*), то группа абелева, 


в в 
а если ох ==1 (тоа р’), то так как замена О, на Оу меняет а на д’, 
как это уже было показано в $3, можно выбрать К так, что а^==й 
{по р”) и в итоге в этом случае будут иметься две возможности: 


1. Р? = 01= 03 =1, Ог'РО,=Р, 


0:05 = 0501, 0:'РО.=Р; 
1 2 01=01-,  ОГРО,=Р”, 
0:05 = 001, 0;`Р0,=Р. 


Если р==1 (то9 4), то существуют обе группы; если же р ==1 (то4 4), 
то только группа Г. Группа | абелева, в группе П центр порядка 4 
(степени 0,). Коммутант группы ИП — подгруппа Силова порядка р’. 
Обе группы разложимы в прямое произведение: 


8 5. Случай 3 


Соотношения в этом случае будут таковы: 
р? = РР 0—1, 07.0 = РР, 
Р!Р. = Р»Р1, 0 ‘Р.О = РУ} 
Для удовлетворения условиям теоремы 3 требуем, чтобы 


в. о р в: Г. (тоа р). 


(3) 


—-/-—/ 
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ТЕОРЕМА 5. Замена производящего О на 0" (Е =0 (то4 4)) меняет 
й 
матрицу г _. на ее 


Доказательство. Для А = 1 это справедливо. Обозначим 


0-—*Р.0*= Рир, О-*Р,0* = РЁРХ. Пусть доказано, что ее а = 


ЦЕ-т бл 


== ( а (то4 р); докажем тогда, что (% 9 == Е ‚$ (под р). 


р" рб Ея О"Р, 0* ты Ы (0- "РО 0 Е О РО лы 
Рр"® 12-Е В трав 1В--Вь-15 


Аналогично Р/ёР -= ри ру Отсюда 
ты и — в + Ват 8 + и = ее о — в —= 
1% б/ ‘а або Ма ба о 
я 1 7:3 
= (“1 м (под р). 
15 15 15 Е 
Теорема доказана. 


ТЕОРЕМА 6. Замена производящих Р: и Р» на в. _ РР нц В 


= Р:Р, (матрица т т должна быть неособенной по то4 р) меняет 

матрицу в р на к = |: > т Е где Г = такова, что 
9 м О 

= ы (а г. (то4 р). 


Предварительно докажем следующую лемму: 
ЛЕММА. Если Р,=РУР} и Р.= РЁР»Ь, где и. я неособенная по 
тор матрица, то Рр=РЕРУ и Р.=Р:РЬЬ. 


В самом деле, старые производящие должны выражаться через новые, 


и у 
ибо благодаря тому, что матрица к неособенная, элементы Р, 
и Рь не являются степенями друг друга. Покажем, что и у) удо- 
влетворяет условию, поставленному в теореме. В самом деле: 
о , ет ы , 
РА = Рь РЕ = (РёР)* (РР) = РЕН", 
о. т: : и 
Р»= РР» = (РЕР): (РЕБ) = р: ереч, 
Отсюда, очевидно, следует, что 
О Газу с ху 
У ое . +72 Руа ь У _ 2 р (той р). 
й й ие" 
В дальнейшем можно обозначать И ий — [2 я 
Доказательство теоремы 6. Имеем: 
ет —1тух ру —1 —1)ъу 6 
© Р:0=0 `РЕР:О=0 `Р100`"РЗО = (РР) (РТР) = 


ии и 
ча ртр о (Р= ру У (Р: РЕ уе ЕЫ 
Е рхаут) х + (хВ-нув) 2 р(хаут) у’ (хВ--Уб) й 
ИХ 2 ` 
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Аналогично 
0 `Р,0 = Е + (28-18) =” р 7 (за-НЁу) у’ (28-58) Г 


Ясно, что матрица ее р заменилась следующей: 


и ПУ, (та - ут} у’ + (28 + у) #\ 
(га + 4) 2’ + (28 88) 2 тии = 


и 
"СОСО СО“ еми 


Теорема доказана. 
Характеристическими числами матрицы & о будем называть 


‘корни сравнения 2” — (&--2) х-- аб — 18 ==0 (то р). При этом сравнение 
будем рассматривать как уравнение в поле Галуа порядка р’. От харак- 
теристических чисел не нужно, вообще говоря, требовать, чтобы они 
были рациональными. 

Известно, что характеристические числа степени матрицы равняются 
‘соответствующим степеням характеристических чисел самой матрицы. 
Таким образом, во-первых, ясно, что характеристические числа /, и *, 
должны удовлетворять условию 1 м4 (здесь и в дальнейшем 
пишем вместо сравнений равенство, понимая под числами элементы 
поля Галуа порядка р*). Во-вторых, очевидно, что замена производящих, 
упоминаемая в теореме 6, не может изменить характеристических чисел 


[о 
матрицы в — (их можно только перенумеровать), а замена произ- 


водящего. (0 на (0* меняет характеристические числа ), и ^, соответ- 


Я в 
ственно на А; и »Х›. 


Дальнейший план рассуждений таков: выбором числа А приведем 
характеристические числа к некоторому каноническому виду, а затем, 
пользуясь заменой производящих, упоминаемой в теореме 6, приведем 
матрицу с выбранными уже характеристическими числами к канони- 
ческому виду. Таковым нами выбран канонический вид, транспониро- 
ванный по сравнению с каноническим видом Ковалевского*. Этот вид, 
по сравнению с обычным вейерштрассовским видом, тем более выгоден, 
что не требует рациональности характеристических чисел. В случае же 
рациональности характеристических чисел можно в равной мере при- 
менять любой канонический вид. 

Приведем же характеристические числа к каноническому виду. Либо 
оба характеристических числа \,, ^, равны единице, либо одно из них, 
например \,, не равно единице. Пусть оба числа таковы, что № = 

1—4. Тогда =” (а = 0 (под 9) ). Заменяя О на 0”, где аа’ == 


(тоа 94°), делаем ^, =й. Второе характеристическое число \, может быте 
., 9—1. При этом 


ЕЙ” те 


при этом равным одному из чисел й*; К =0, 1, 
пары характеристических чисел \,=й, Л, = и ^,=Й, 


* См. О. Шрейер и Е. Шпернер, Теория матриц, перев. с нем., М., 1930. 
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КК’ =1 (то 9), соответствуют изоморфным группам. В самом деле, 
заменяя О на 0, мы переводим \,=й в \, =#, ал, = А" ВА, =. 
Перенумеровывая производящие Р,, Р,, получим, что \,=А, №, = К. 
Остальные случаи соответствуют неизоморфным группам. Число таких 
случаев легко подсчитать. Следует отметить, что если А=1 или 9—1, 
то К’ тоже равно единице или соответственно 4 —1. Поэтому всего раз- 


личных случаев будет += т 


. Здесь 9 + 2. Случай 4=2 будет 


рассмотрен особо. 

Если не оба характеристических числа уже в степени 4 дают еди- 
ницу, то пусть для определенности \1 = 1, но конечно 7’ = 1. Тогда 
х, =2°, причем а +0 (то4 4). Заменяя О на 0“, где аа’ ==1 (то4 4), 
мы меняем )\, =8° на ), =в. Второе характеристическое число \,=8'; 
1=0,1,..., 4—1. При этом пары характеристических чисел ^,=8, 
=аи \, =8, }, =8', где Ц’ == 1 (то 4°), соответствуют изоморфным 
группам. Доказательство аналогично предыдущему. Считая 9+2, под- 
считаем и здесь число возможных случаев. Опять-таки, если [=1 
или 4’—1, то и [’=1 или соответственно 49*—1. Всего здесь будет 


и © 2 2 
+2 о - ат > : — случаев. Сведем полученные случаи в та- 
блицу: 
| Ра | ль 
Тип 1. . 5. 1 | 1 
Тис сяр № | № 
о | [4 я 


а 
Приведем теперь матрицу т —. при ломощи замены производящих 
1 


Р, и Р,, к каноническому виду, транспонированному по сравнению 
с каноническим видом Ковалевского. Это будут: 


при типе 1 лы 

р 0:1 ) 
Е 0 

при типе 2 и К=1 © я ; 


при типе 2 и А-1 и аа , 
при типе Зи [=1 (© =. , 
при типе Зи 1+1 ла а 


Сумма и произведение характеристических чисел, стоящие в нижней 
строчке, и являются коэффициентами характеристического уравнения 
с соответствующими знаками, как это и нужно в форме Ковалевского. 

Таким образом мы будем иметь следующие пять видов определяю- 
щих соотношений: 


Г оны Ао о 
Р.Р. = Р.В, 0 'Р.0=Р,; 
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Цие эро РФ? 1, 0 'Р.0=Р”, 


Р.Р» = Р.Р, 0 `Р.0 = Р; 
ПТ. Р=Рё=0“=1, —0О\Р0=Р,, 

ВР. = Р.Р, ОО р" рн, 
РР РО, |0 РО р 

Р.Р. =В.В,, О 'Р.0=Р; 
А РР = Рё =0* = 1, О "Р.0=Р»ь, 

Р.Р. < Р.Р,, О-*Р.0 = РГ’ р | 


В случаях Пи У для нас не важно, является ли Ё или в числом 
рациональным. Важно лишь, чтобы Ай" и й-+-1* в случае ПГи #2! и 
+ &' в случае У были рациональными. Это может быть и действительно 
будет при А=9—1 и 1=9*- 1. При этом для того, чтобы существовали 
в поле Галуа первообрагные корни Й и в, необходимо, чтобы р=— 1 
(по4 4) в случае Ш или р=:—1 (то4 4} случае У. 

Будем обозначать в дальнейшем 1‘ через А-!и 82?" через &-1. 
Докажем, что при этих прэдположениях А--А-1и р 8-! являются 
рациональными числами. Доказательство следует непосредственно из 
следующей леммы Д. К. Фаддеева. 

Лемма Фаддеева. Если & элемент поля Галуа порядка р’, то 
«--а-! будет рациональным, есла а?" =1. 

Доказательство. я-9Р рационально согласно теореме Ферма, 
ибо («р а”)? = «Р-р ар = «-ра?, ибо а? =, как всякое число поля Галуа 
порядка р? Далее д я-1=а Ра?’ а-1(4 —а?*'). В силу условия тео- 
ремы «- а-!=а-- а” и поэтому рационально. 

'Из этой леммы следует то, что нам нужно, ибо #?*" =1, и 8?" =1, 
ибо 4 и соответственно 4° являются делителями р-+1. Здесь опять- 
таки 9+2. 


Значит, если р==1 (то4 4*), то существуют все типы групп, всего 
А ое ВЕ В 
: = рупп. 
2 2 7. 


Если р = 1 (то 4°), но р= 


1 
т. 1-Е веего 4 — групп. 


Если р==— 1 (то4 4°), то существуют группы типа Ги типа Ш при 
Е =9—1 и типа У при [= 9*—1, всего 3 группы. 

Если р=—1 (то4 49°), но р=— 1 (то4 4), то существуют группы 
типа [и типа Ш при А=9—1, всего 2 группы. 

Если р* = 1 (то4 4), то существует одна группа типа {[. 

Группа [ абелева и поэтому разложима в прямое произведенче. 
Она равна @ = {Р,} - {Р‚} - {©}. 

Группа И имеет центр порядка 4 (степени элемента 07). Ее ком- 
мутант — подгруппа Силова порядка р”. 

Группа ПТ при / = 0 имеет центр порядка р4 и коммутант порядка р 
(центр производится элементами ОТ и РёР;', а коммутант — элемен- 


09 4), то существуют группы типов 
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том Р;'Р,.) Группы, соответствующие Ё-+0, имеют центр порядка 4 
(степени элемента 07) и коммутант — подгруппу Силова порядка р”. 
Группа, соответствующая А=0О, разложима в прямое произведение 
и равна &={Р!Р;'}. {0О,Р;*Р.}. 

Группа 1У центра не имеет, а коммутант — подгруппа Силова 
порядка р”. 

Группа У, соответстьующая [=0, имеет центр порядка р (степени 
элемента Р7Р›'). Коммутант адесь тоже порядка р (степени элемента 
Р;'Р.›). Эта группа разложима в прямое произведение и равна 
©—={Р7Р;\}.{0,Р;'Р»}. Группы, соответствующие 1-0, центра не 
имеют, а коммутант — подгруппа Силова порядка р*. 

Разберем еще случай 9=2. Здесь #й = —1, а $ обозначим сим- 
волом —2. При этом Е рационально, если р==4 (то 4) и нерационально, 
если р==— 1 (то44). 

Существуют следующие группы: 


ь РР = 0*=1, ОРЮР, 


Р.Р» = Р.Р! , 0*Р.0=Рь; 
и, РР=Р?=0=1, О *Р.0=Ру', 
Р.Р. = Р.Р: , О 'Р.0о=Р;'; 
ПьЬ Р?=Р=0“=4А, О ’"Р:0=РЬ,, 
Р.Р. =РР:, О 'Р.0=Р,; 
Г» Р?=Р:=0'=1, 0"РЮ=Р;\, 
Р.Р. = Р.Р, , О 'Р.0о=Р;'; 
№ = =-0-, О ВОР, 
р РР ОР 
к=2 3.4. 


Если р==1 (то4 4), то существуют все группы, всего 7 групп. 

Если р=—1 (то 4), то существуют группы 1, П,, Ш, и \,, 
соответствующие К=З3, всего 4 группы. 

Группа 1, абелева и поэтому разложима в прямое произведение 
©={Р,} . {Р,} . {0}. 

Группа ИП, имеет центр порядка 2 и коммутант порядка р. 

Группа Ш, имеет центр порядка 2р, а коммутант порядка р (центр 
производится элементами 0” и РР», а коммутант Ру*Р.). Эта группа 
разложима в прямое произведение @ = {Р\Р.} . {0, Р:г'Р». 

Группа ГУ, центра не имеет, а коммутант ее порядка р. 

Группа \У,, соответствующая А=4, имеет центр порядка р и ком- 
мутант порядка р (центр — степени элемента Р!Рь, коммутант — степени 
элемента Р; 'Р.). Эта группа разложима в прямое произведение 
@&= {Р1Р,} . (0, Р:"Р;}. Остальные группы У» центра не имеют, а их 
коммутант порядка р*. 

Таким образом случай 3 исчерпан. 
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$ 6. Случай 4 


Соотношения в этом случае будут таковы: 


ВЕР = ОТ Е-О =, ‚ Рю, =Р:Р, 0:'Р:0, = РАВ, 
Р.Р. =Р.Р,, 0:0, = 0.0!, Ог`Р.О, = РР, 0; ‘Р.О, = РР. 


—-—-=— 
— 
‚> 
— 


Цля удовлетворения условиям теоремы 4 требуем, чтобы 


& р = © р (то4 р), е. (= -( т) (тоа р), 
а —. с = о . ПЕ й (то р). 


Очевидно, что теорема 6 здесь тоже справедлива. Иначе говоря, 


т [ 
если заменить и. Р, и Р. на ры ри Р. рр причем 
матрица ее неособенная по (то р), матрицы ео ни 

хе ы ) 1 $ ву 


заменяются соответственно на 
696949". 60656р- 
_@ рр (з О ШУ № з 


у. Аи 
Возможна еще замена производящих ©, и 05 на 0,= 01:05 


Э тит 7 о 
0. =01 05, причем „п) Неособенная матрица по то@ 4. Докажем, 
г о В мл 
что при этой замене матрицы т и(, > заменяются на матрицы 
й и. / 


Га 8 Е И нат В` т в ох д Ис А 5 
18 ну ый 5 м рва, › Ио тоеореме следует, 
= = : й 
что 0:'Р,0! — РЭР и Ог*Р.0* = РРР", где и. ь в) = = (* в} (по р). 
1 2 
Аналогично элементу (05 отвечает матрица © г) . Нужно только дока- 


зать, что произведению элементов 0 и 0, соответствует матрица 


г я г. и Дейс твительно, 


0: '0: 'Р1010, = О; `РАРЁ 0, = РГ № РУ, 
0' О: "РО, = @5 РТР: 0,=РГ "РР". 


Отсюда видно, что элементу 0,0, отвечает матрица 


2% -- За 97 + ВУ Нм 8 (* 
хо 17-Е 5У р) |4 ‚). 


к ИМзвестия АН. Серия математическая, № 6 
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Вообще каждому элементу из’ групиы & отвечаег определенная 
матрица. Эти‘ матрицы образуют представление группы ®. Единице 


10 
отвечает матрица (5 2 


Пользуясь коммутативностью матриц и приводя одну из них к ка- 
ноническому виду Вейерштрасса, легко показать, что характеристи- 
ческие числа произведения коммутирующих матриц разны произведению 
характеристических чисел матриц-сомножителей. 

Пользуясь этим результатом, приведем сперва характеристические 
числа к каноническому виду. Заметим еще, что если одно из характе- 
ристических чисел рационально, то и второе автоматически будет 


а 
рационально. Обозначим характеристические числа матрицы | — 
ы ый = 
через /^,,^,, а матрицы (* — через №, в,. В силу условий, нала- 
а В ЖА ы 
гаемых на матрицы („;)и\(, теоремой: 4, характеристические 
$ . 


числа должны удовлетворять условиям №=1, 22 =1, м=А, № =1 
(равенства рассматриваются в поле Галуа порядка р”). 

Возможно несколько различных случаев. Все четыре характеристи- 
ческих числа ^,,^,, в, в, могут быть равны единице, либо нет. 
Во втором случае предположим для определенности, что ^Х, = 1; тогда 


\=й*. Пусть ва = т, Заменяем производящий элемент (5 на 
9,=0 0. Тогда одно из характеристических чисел матрицы, соот- 
ветствующей элементу О», равняется Ти = реа еа 4. Далее 
может быть, что. либо р, у матрицы, соответствующей 0О,, равняется 
единице, либо нет. В первом случае можно, заменяя 0, на (0\, выбрать А 
так, чтобы характеристическое число )., стало равным #1; второе же 
характеристическое число будет ^».=й', [=0,..., 4—1; при этом пары 
характеристических чисел ^,=й, ^, = и № =, =", где И’=:\ 
(то@ 4), соответствуют изоморфным группам. Во втором случае ци, = 
= 13 [6ь = О (под 4}], ^› = 4“?. Заменяя О\ на О, = 01'0%—“*, получим мат- 
рицу, соответствующую О,, у которой /›=1. Заменяя затем О: на его 
степень, а (©, на его степень, можно сделать ^, = А, \, =1, в, =1, в, =А. 
Сведем полученное в таблицу: 


| 


1 | 7 № №2 


Ви 1 1 1 1 


ое И я 1 1 


ан й 1 1 А 


я а В хд 
Приведем теперь матрицы йе — и и у к каноническому виду 


при помощи замены производящих Р, и Р,. Это будут: 
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ля типа 1 во в р 
д О" о 
во 40^. 
для типа 2 и [=1 ЩЕ 
0 1 10 
для типа 2и 1-1 ыы я г. . и 


0 10 
для типа 3 ее г) и С 


Таким образом имеются следующие четыре вида определяющих 
соотношений: 


т. РР: = 21—01 =0$=4, а. 0: `Р.0:= Ра, 
Р.Р. =Р.Р,, 0:0,= 0:0:, 0: Р.О, =РЬ, 05 "РО. =Р»; 

п. Ра Р=0=0=1, ОР: = РА. Е о-в. 
Р.Р. =РьР,, 0:0, =050:, ©: 'Р»0, = Рь, 05'Р.0,=Рь; 

Ш. Ра, = 9-0 =0 0:`Р:0,=Рь, 0: `Р:0.=Р,, 
Р:Р.=Р5Р,, 010:=00,:, @:'Рьб, = РГ" ра", 0:1Р,0, = Рь; 
ео Ор О"Р:0,=РЬ, 
Р.Р» = Р»Р:, 010:= 001, 0: Р.О, =РЬ, 0; `Р»О, = Ра. 


- 


Если р==4 (то4 4), то существуют все группы, всего % . - групп 


(здесь 9 = 2). 

Если р=— 1 (то 4), то существуют группа | и группа Ш, соот- 
ветствующая [=49— 1, всего 2 группы. 

Если р‘’=1 (то9 4), то существует всего одна группа 1. Для 9=2 
типы групп те же; # = —1. В группе Ш 1 может равняться только 
нулю. Существуют четыре типа групп. 

Группа Т абелева и потому разложима в прямое произведение 
@={Р;} . {Рз} - {01}. {93}. 

Группа П имеет центр порядка 4 (степени элемента (0,), а комму- 
тант — подгруппу Силова порядка р’. Она разложима в прямое произ- 
ведение и равна © = {9,} у {© 2 р ) Ро 

Группа Ш при [=0 имеет центр порядка ра (он производится эле- 

—1 
ментами ()› и В коммутант порядка р (степени элемента Р; Р)). 
= ыы 
Группа разложима в прямое произведение 6 = {РР О.Р, 0}. 


Группы Ш при 1=Е0 имеют центр порядка 4 (степени элемента О,). 
Коммутант их имеет порядок р’. Они все разложимы в прямое произ- 
ведение и равны @ = {0,} . {0О,,Р,,Р,}. г 

Группа ГУ не имеет центра, а ее коммутант имеет порядок р’. Она 
разложима в прямое произведение и равна @ = {Р,, 0}. {Р, , 0,}. 

6* 


548 Г. М. ХЕЙСИН 


8 7. Таблицы 


Сведем результаты в две таблицы и кроме того дадим полный каталог 
определяющих соотношений групп. 


Таблица 1 


Структура подгрупп Случай | Случай Случай Случай | 
Силова 1 о 3 й | Всего 
За 29 +7 й | 3 -|- 39 + 24 
РЕ1 (то4 49°) 9 =? 3 2 РЕ а ее 
Р=1 (1044) о : а+5 ее 
РЁ1 (то 4*) 7“ вх > |-> +10 
| | 
| 
= — 1(то4 4?) 9=2 1 1 3 2 7 
| 
Р = — 1(то4 4) ЕЯ 1 р а Б ы 
рР==— 1 (194 4*) | | 
р? = 1 (тоа 9) 9-2 1 1 1 Вр: й 
4=2, р=4т +1 = 7 а в 
Таблица 2 
Порядок коммутанта | 1 Р р р? р? 
- Всего 
Порядок центра 24? ра р 4 1 
2 1 2 Ь 5) 
р=1 (тоа а?) 92 | 4 2 1 4+3 рые И ЧА 39 + 24 
р=1 (тоа а) а, з , ь 
РАН На ©) = Я 9 + 10 
р=—1 (под 4*) 93:2 | 4 о о 2 Е 7 
В=—1 (то4 а) о , 0 0 Е т 
РЕ 1 (то4 49°) в: . 6 
| 
РЕ 1 (109 9) 9+2 . 0 0 0 ( | 4 
| 
= = 4 1 о 1 1 с | 
4 = 2, р=апт- 1 й А 5 16 
а=2, р=т—1 4 ы () ГА 9 12 


В таблицах отражено количе. тво групи того или иного вида в зави- 
симости от арифметических свойств чисел ри д. В табл. 1 выделена 
структура подгрупп Силова, в табл. 2— порядки центра и коммутанта. 
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Всюду в дальнейшем будем обозначать группу порядка р’4’, как 
и раньше, через @, ее центр через @, ее коммутант — через 5. 
Число & всюду означает фиксированный первообразный корень сравне- 
ния 4“ ==4 (тобр?) или д?” ==1 (шойр). Число № всюду означает 
фиксированный первообразный корень сравнения д‘ ==1 (шо4 р?) или 
41==1 (то@р). Сравнения по шо4р’ имеют место в случаях Ти2, 
а по шодр-—в случаях Зи 4. Есии в или № нерациональные числа 
из поля Галуа порядка р’, то это будет отмечаться словами: 48 — из 
поля Галуа» или «й— из поля Галуа». Выполнение указываемых срав- 
нений гарантирует существование всех групп соответствующего вида. 


Случай 1. 
11 РР? =0Т=4, О 'РОЕР. 
Группа абелева. ®={Р}. {0}. 
1.П Р?”=0°=4, О’`РО=ЕР", 
р=4 (то4 4), Я= {Р}, б= {0%}. 


4.11 Р?=0*=1, О'РО=Р", 
= 1 (под 94°), = {Р}, 6=1. 


Случай 2 


2.1 РР = 01=01=14, О;'РО.=Р 
01:0» = 001, 0; `РО.=Р 
Группа абелева. @&= {Р} . {Оз} - {0$}. 
21 2Р”=01=01=4, 0; РО, =Р”, 
о а 
р==1 (по 4), и {0,} , 
р 59 


Случай 3 


31 РР=РР=0"=41, О `Р.0=Ри, 
Р.Р» =Р»Р,, 0“РО=РЬ. 
Группа абелева. @= {Р\} : {Р»} . {©}. 
3.0 РР=РР=О"=4, ОР =Ри, 
Р.В, —=2.,, О В:0=Ра, 
р=1 (шо4 4), Я={Р\} - (Р}, 6= (0%. 
злИ Р?=Р=0“=1, ОР:0=Р>, 
Р.Р. = Р»Р!, 0-1 р. = РР", 


0О=Ё< 4, Е 4 1, К принимает значения 0, 4 —1, а остальные зна- 
чения — по одному из пары чисел К и #' таких, что КК’ ==4 (по4 4); 
р==1 (то 4). Если р==—1 (шов 4), то существует группа, соот- 
ветствующая к =9—1, но #— из поля Галуа. 
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Если К =0, то = {Р:'Р.›}, ® = {0% . {РР}, 
6 = {0, Р:'Рз} . {РР}. 


Если К +0, то ={Р:} . {Р.›}, ®={0%. 
Если 4= 2, то существует группа, отвечающая А = 0. 


а Е. 
Р.Р. =Р,Р., —О`Р.О = 2%, 
==1 (109 4’), У={Р,}.{Р,}, 6=1. 


ВР. 
рр=Ррр О фо = 
0=1< 4’, 1+1; [ принимает значения 0, 4,24,..., (9—1) (д, 


Ф—1, а остальные значения — по одному из пары чисел [и !” 

таких, что 11’ ==1 (шо4 40°). 
В=Е1 (то4 49°). 

Если р==—1 (то 4°), то существует группа, соответствующая 
1=49°—1, но &— из поля Галуа. 

Если 1 =0, то Я = {Рг"Р›}, 6 = {РУ Р.*}, ® = {Р9 РЗ. {0, РГР}. 

Коле -Е 0; то РР Е 

Если 9=2, а р вида 4п-- 1, то существуют группы, соответст- 
вующие 1=0, 2, 3. 

Если 4=2ир вида Ап — 1, то существует лишь группа при 1= 0. 


Случай 4 


р = РЁ = 01= 1 =4, Ог`Р:0.=Р,, 05'Р:0» = РЬ, 

Р.Р, =Р.Р,, 0:0, =050,, О:“Р»0.=Рь, 05 “РО = Р.. 
Группа абелева. @ = {Р.}. {Р,} - {0} : {О}. 

Р?= РЁ = 01 = 01 =1, О:'Р.0.=Рё, 0:'Р.0.=РЬ, 
Р.Р.=Р»Р:, 0:0, =0:0:, О:’Рб:=Рь, 0: “РьОь=Рь,. 
р==1 (по 4), = {Р,} с {Р.}, © = т @ = {0, 3 РР ) РО 
Р?= Р?=01=0%=1, О:'Р:0:=Рь, 05 'Р10, = Ра, 

Р.Р, Р.Р;, 0:0. =О} ОР ООВ. 


0=1<4,/1=1; [1 принимает значения 0, 4— 1, а остальные -—- по 
одному из пары чисел [и [’ таких, что П’==1 (то4 4). 
р==1 (то4 4). 

Если р==—\ (то4 4), то существует группа, соответствующая 
1=49—1, но й— из поля Галуа. 

Если /=0, то = ({Р;"Рь}, ®= {0} . {Рё Рь\}, 

6 = (01, РЕ 'Рь} . РР» - {03}. 
Если 1-Е 0, то = {Р,} . {Р‚}, © = 0,}, 6@={0,,Р,, Р,} . {0,}. 
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и р оо Ог'Р:0:=Ра, 0'Р:0=РЬ, 
Р.Р. =Р.Р,, 0,0=0.0,, г Р.О, = Рь 5 ‚Р.О. =Р, 
р==1 (то4 4), Я = {Р,} . {Р}}, 6—1, $62.01 1.0. 


В заключение приношу глубокую благодарность Е. С. Ляцину 
и В. А. Тартаковскому за ценные указания и живейшее руководство 
моей работой. 
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шт 4ег уогПерепдеп АгЬей уд @е К]азяЙКайоп уоп Сгирреп, 
Чегеп Огапипя р*4* 18% (р, 4 9119 2\уе1 чоз]есве РгиипхаВеп, р?4*=36) 
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деп га ештег Безииоимен Капоп1зсвей Еогт итаер4е, ип 2\аг во, 
Чазз 2\ме1 уе изошогрВе Сгирреп уегзседепеп ЕРогтеи еп14зргесВеп, 
„ме! 1зотогрБеп Сгирреп афег—епег ип 4егзе еп Рог. 

П1е Безитштеп4еи Веайопеп (гапз{огилегеп з1сй 4аБе’ д]есЫаПв 
таг Капоп1зсве Рогт. Оле аиз!АБтсвеп Кеза Маше Нидеп з1сВ ш еп 
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Поправка 


В списке трудов С. Н. Бернштейна [стр. 258) работа № 141 приведена ошибочно. 
р) р р | р 
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